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基于置信水平和熵权法的参数和容差经济性设计
顾晓光， 马义中， 张延静， 蒋　 兆

（南京理工大学 经济管理学院， 南京 ２１００９４）

摘　 要： 为降低生产运作成本并提高产品稳健性，需要对产品系统进行参数和容差的经济性设计． 本文考虑模型参数不确定

性和质量损失函数系数对优化结果的影响，从质量损失成本和容差成本的角度，提出了基于置信水平和熵权法的参数和容差

经济性设计方法． 该方法分为两个阶段：在参数设计阶段，根据因子响应试验数据构建质量特性的响应曲面模型，进而得到质

量特性规格限为约束区间的置信水平计算公式，再通过最大化置信水平得到最优设计变量；在容差设计阶段，构建质量特性

的均值方差关于设计变量和容差的模型，同时根据容差成本试验数据构建容差成本模型，再采用熵权法计算质量损失函数系

数进而构建总成本函数，最终通过最小化总成本计算最优容差值． 本文以树脂生产过程的胺添加试验为案例，系统地研究了

温度、搅拌速度和添加速度这三个设计变量对树脂粘度的影响． 结果表明，与已有方法相比，通过本文方法所确定的最优设计

变量及其容差值，减少了模型参数不确定性对优化结果影响，同时降低了质量损失和容差成本．
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　 　 质量管理学家朱兰曾指出“２１ 世纪将是质量的

世纪”，产品质量不仅是企业的生命线，更是在全球

市场上赢得顾客的关键． 如何通过改进质量工程技

术，来提高产品质量、竞争优势，已成为国内外工业

界和学术界极为关注的问题． 质量专家田口玄一博

士将数理统计、经济学运用到质量工程中，形成离线

质量控制和在线质量控制理论，创立质量工程学并

提出三次设计（系统设计、参数设计、容差设计）的

质量工程方法［１］ ．

参数设计是离线质量控制的核心，是以试验设

计为基础，通过结合统计知识和工程技术而发展起

来的一种质量改进方法． 其基本原理为选择最佳的

参数组合以达到产品过程对不确定因素的变化不敏

感，从而提高产品过程的稳健性，使产品性能更加稳

定可靠［２］ ． 统计学家 Ｂｏｘ 和 Ｗｉｌｓｏｎ 首先提出响应曲

面方法，之后 Ｓｈｏｅｍａｋｅｒ 等引入到参数设计中［３］ ． 该

方法首先通过试验设计建立设计变量与质量特性之

间的响应曲面模型，并优化所构建的目标函数，从而

确定最佳的因子水平组合． Ｖｉｎｉｎｇ 等［４］ 指出质量特

性对目标值的波动是由均值偏差和方差组成，需要

同时考虑均值波动和方差波动对结果的影响，因此

提出了双响应曲面方法． 响应曲面法具有推导严谨



和模型可靠的优点，被广泛地用于产品过程的参数

设计研究和实践［５－７］ ．
容差设计通常是在系统设计和参数设计确定了

设计变量的最佳水平组合后，通过研究容差范围与

质量成本之间的关系，根据各设计变量波动对产品

质量特性影响的大小，从经济性角度考虑是否需要

对设计变量的容差进行调整． 近年来，有不少学者

关注于产品过程的容差设计问题． Ｊｉｎ 等［８］ 基于非

对称质量损失函数，对服从非正态分布的产品容差

设计进行了研究． Ｚｈａｏ 等［９］根据产品服务的寿命分

布，从质量损失和制造成本的角度构建服务的现值

模型，进而提出基于服务质量损失的最优容差经济

设计方法． Ｚｈａｎｇ 等［１０］ 考虑了质量特性类型的不

同，采用质量损失函数法解决递阶产品的容差经济

性设计问题． 另外，Ｐｅｎｇ 等［１１－１３］ 也分别针对不同问

题提出了相应的容差设计方法． 以上研究都是在预

先设定的模型和最优设计变量情况下单独对设计变

量的容差进行设计，然而有学者指出同时考虑参数

设计和容差设计问题，有助于提高产品过程的经济

性和可靠性［１４］ ． Ｋｉｍ 等［１５］ 采用双响应曲面的方法

构建响应均值和方差的模型，同时考虑田口质量损

失成本和容差成本，对参数与容差进行经济性设计．
Ｊｅａｎｇ 等［１６］从质量和成本的角度，同时对设计容差、
过程均值和过程容差进行并行优化设计． Ｈｅ 等［１７］

在优化过程中引入了 Ｃｐ过程能力指数，进而对参数

与容差经济性设计进行改进． 张志红等［１８］考虑到噪

声变量对响应曲面建模的影响，以过程方差置信域

为约束，提出考虑噪声变量的参数和容差经济性设

计策略． 这些研究忽视了两方面的问题：一方面，响
应曲面模型是一个近似的替代模型，拟合过程中存

在模型参数不确定性的问题；另一方面，质量损失函

数系数通常是依据经验而主观设定，若系数设定不

当，会对优化结果产生较坏影响．
本文针对产品系统的参数和容差设计的问题，

从质量损失成本和容差成本的角度，提出了基于置

信水平和熵权法的参数和容差经济性设计方法． 该

方法一方面通过最大化置信水平的方式，尽可能减

少模型参数不确定性对最优设计变量的影响；另一

方面充分利用客观信息，采用熵权法计算质量损失

函数系数，避免主观假定系数值导致的最优容差不

合理的问题．

１　 质量损失函数

田口认为“质量特性一旦偏离其设计目标值，
就会造成质量损失，偏离越远，损失越大”，并指出

产品过程的质量损失与它的均方差大约成正比关

系． 为了近似地描述产品质量特性 ｙ 偏离目标值造

成的质量损失，田口提出了二次损失函数［２］ ．
Ｌ［ｙ（ｘ）］ ＝ ｗ ［ｙ（ｘ） － Ｔ］ ２ ． （１）

式中： ｘ 为设计变量的向量， Ｔ 为质量特性的目标

值， ｗ 为可以将质量特性偏差转化为方便比较的价

值单位的函数系数，通常由功能界限和丧失功能的

损失来确定． 为了进一步量化质量损失，田口又提

出了期望损失函数．
Ｅ｛Ｌ［ｙ（ｘ）］｝ ＝ ｗＥ ［ｙ（ｘ） － Ｔ］ ２ ＝ ｗ｛σ ２（ｘ） ＋

［μ（ｘ） － Ｔ］ ２｝ ． （２）
显然，为了减小产品过程的质量损失，应使质

量特性的均值达到或接近设计目标值的情况下，
尽可能地减少质量特性的波动． 需要注意的是，该
质量损失函数是用于计算望目质量特性的质量损

失． 根据田口的质量观，质量特性被分为望目特

性、望小特性和望大特性三种类型． 对于望小特性

和望大特性，可以采用以下质量损失函数进行计

算［１０］ ．
若质量特性 ｙ 为望小特性时，那么其目标值可

设为 ０，其质量损失函数为

Ｌ［ｙ（ｘ）］ ＝ ｗｙ２（ｘ） ． （３）
故而可以得到其期望质量损失函数为

Ｅ｛Ｌ［ｙ（ｘ）］｝ ＝ ｗＥ［ｙ２（ｘ）］ ＝ ｗ［σ２（ｘ） ＋ μ２（ｘ）］ ．
（４）

　 　 类似地，当质量特性 ｙ 为望大特性时，１ ／ ｙ 即为

望小质量特性，其质量损失函数为

Ｌ［ｙ（ｘ）］ ＝ ｗ
ｙ２（ｘ）

． （５）

　 　 通过泰勒级数展开，可以得到其近似期望质量

损失函数为

Ｅ｛Ｌ［ｙ（ｘ）］｝ ＝ ｗＥ
１

ｙ２（ｘ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

ｗ
μ ２（ｘ）

１ ＋ ３σ ２（ｘ）
μ ２（ｘ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

（６）
通过以上质量损失函数，依据质量特性的不同

可以计算质量损失成本．

２　 本文方法

本文考虑到模型参数不确定性和质量损失函数

系数对优化结果的影响，运用置信水平方法和熵权

方法，对产品系统的参数和容差进行经济性设计．
图 １ 为本文方法流程图，由流程图可以看出：该方法

分为参数设计和容差设计两个阶段，每个阶段又分

为“试验设计－模型构建－目标优化”三个步骤． 具体

的流程步骤如下．

·４７· 哈　 尔　 滨　 工　 业　 大　 学　 学　 报　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 ４９ 卷　



基于置信水平和熵权法的参数和容差经济性设计

参数设计阶段

分析质量特性y 分析设计变量x

运行因子响应试验并采集数据

质量特性关于设计变量编码值
的响应曲面模型y(z)

置信水平1-a的函数

最大化置信水平面为优化目标

最优设计变量xop

均值和方差的模型μ(x)和σ(x)

均值和方差关于设计变量及
其容差的模型μ(x，t)和σ(x，t)

均值和方差的模型μ(xop，t)和
σ(xop，t)

期望质量损失函数E(L［y(xop)］｝

熵权法得到质量损失系数wop

总成本函数CM(xop,t)

最优设计变量的容差top

容差成本模型C(t)

运行容差成本试验并
采集数据

分析设计变量的容差t

容差设计阶段

最小化总成本上升为优化目标

试
验

设
计

模
型

构
建

目
标

优
化

图 １　 本文方法的流程步骤图

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ

２．１　 参数设计阶段

步骤一　 因子响应试验设计． 分析案例，确定

产品过程的质量特性和设计变量． 根据试验中的设

计变量和约束条件的情况，结合制造商和顾客对产

品生产的安全性和经济性要求，选择合适的因子响

应试验设计方法． 运行试验并收集相关的试验数据．
步骤二　 响应曲面模型构建． 根据步骤一获得

的因子响应试验数据，拟合质量特性 ｙ 的响应曲面

模型．
假设 ｙ 表示产品系统的质量特性， ｚｉ （ ｉ ＝ １，２，

…ｍ ）表示第 ｉ 个设计变量，则质量特性 ｙ 的二阶模

型如下所示：

ｙ（ｚ） ＝ β ０ ＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
β ｉｚｉ ＋ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
β ｉｉｚ２ｉ ＋ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｉ ＜ ｊ
β ｉｊｚｉｚ ｊ ＋ ε．

（７）
式中： ｚ ＝ （ ｚ１，ｚ２…ｚｍ），β ０、β ｉ 和 β ｉｊ 分别表示模型的

常数项、一次项和二次项的回归系数， ε 为拟合误差

且服从正态分布 Ｎ（０，σ ２
ε） ． 采用最小二乘回归法拟

合得到 ｙ 的响应曲面模型函数

ｙ＾ （ｚ） ＝ β＾ ０ ＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
β＾ ｉｚｉ ＋ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
β＾ ｉｉｚ２ｉ ＋ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｉ ＜ ｊ
β＾ ｉｊｚｉｚ ｊ ． （８）

式中 β＾ ０、β
＾
ｉ 和 β＾ ｉｊ 表示估计模型中常数项、一次项和

二次项的最小二乘回归系数．
步骤三　 参数设计的目标优化． 由步骤二中质

量特性 ｙ 的响应曲面估计模型，分析模型系数所服

从的数学分布情况． 再依据质量特性的类型，得到

质量特性置信水平的计算公式． 通过最大化 ｙ 的置

信水平，得到最优设计变量的水平组合．
１） 质量特性 ｙ 置信水平的计算

关于质量特性 ｙ， 通过对设计变量进行显著性检

验，筛选出显著性变量，得到模型显著性变量的向量

Ｚ ＝ （１，…，ｚｖ，…ｚ２ｗ，…，ｚｅｚｆ，…） Ｔ ． （９）
可得模型系数的向量

β＾ ＝ （β＾ ０，…，β＾ ｖ，…，β＾ ｗｗ，…，β＾ ｅｆ，…） Ｔ ． （１０）
　 　 那么，式（８）可写成

ｙ＾ （ｚ） ＝ ＺＴβ＾ ． （１１）
　 　 假设 ｚｉｐ（ｐ ＝ １，２，…Ｐ） 为设计变量 ｚｉ 在第 ｐ 组

实验时的样本数据，可得样本数据矩阵

　 Ｘ ＝

１ … ｚｖ１ … ｚ２ｗ１ … ｚｅ１ｚｆ１ …

１ … ｚｖ２ … ｚ２ｗ２ … ｚｅ２ｚｆ２ …
︙ ⋱ ︙
１ … ｚｖＰ … ｚ２ｗＰ … ｚｅＰｚｆＰ …

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

．

（１２）
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采用均方误差方法来估计响应曲面模型随机误

差的方差 σ ２
ε， 可得其估计值

　 σ＾ ２
ε ＝ １

Ｐ － ｂ
ε＾ ２

１ ＋ ε＾ ２
２ ＋ … ＋ ε＾ ２

ｔ ＋ … ＋ ε＾ ２
ｎ( ) ＝

１
Ｐ － ｂ∑

Ｐ

ｐ ＝ １
ｙｐ（ｚ） － ｙ＾ ｐ（ｚ）[ ] ２ ． （１３）

式中： ｂ 为均值模型中需要估计的模型系数个数；
ε＾ ２

ｐ 为第 ｐ 组实验时质量特性的残差； ｙ＾ ｐ（ｚ） 为第 ｐ
组实验时 ｙｐ（ｚ） 的估计值．

Ｍｏｎｔｅｒｇｏｍｅｒｙ 指出：由于最小二乘估计值 β＾ 是

观测的线性组合，所以 β＾ 服从均值为 β、 协方差矩阵

为 σ ２
ε （ＸＴＸ） －１ 的正态分布［１９］ ． 因此统计量

β＾ ｉ － βｉ

σ＾ ２
εＸｉｉ

，ｉ ＝ ０，１，…，ｍ

　 　 服从自由度为 Ｐ － ｂ 的 ｔ 分布，其中 Ｘ ｊｊ 是矩阵

（ＸＴＸ） －１ 第（ ｊｊ） 个元素． 因此，当置信水平为 １ － α
时模型系数 β＾ ｉ 的置信区间为

［βＬ；ｉ，βＵ；ｉ］ ＝ β＾ ｉ － ｔα／ ２，ｎ－ｐ σ＾ ２
εＸｉｉ ，β

＾
ｉ ＋ ｔα／ ２，ｎ－ｐ σ＾ ２

εＸｉｉ
[ ] ．

（１４）
因此，质量特性估计值的误差方差计算公式为

Ｓｅ｛ｙ＾ （ｚ）｝ ＝ σ＾ ２
ε ＺＴ （ＸＴＸ） －１Ｚ． （１５）

　 　 当置信水平为 １ － α 时，质量特性 ｙ 的双侧置信

区间为

［ｙＬ（ｚ）， ｙＵ（ｚ）］ ＝ ［ｙ＾ （ｚ） － ｔα ／ ２，ｎ－ｐ σ＾ ２
ε ＺＴ （ＸＴＸ） －１Ｚ，

　 　 　 ｙ＾ （ｚ） ＋ ｔα ／ ２，ｎ－ｐ σ＾ ２
ε ＺＴ （ＸＴＸ） －１Ｚ ］ ． （１６）

式中： ｔα ／ ２，ｎ－ｐ 表示显著性水平和自由度分别为

α ／ ２ 和 Ｐ － ｂ 时的 ｔ 分布分位数， Ｐ 为试验的次数．
因此质量特性 ｙ 的单侧置信区间为

［ｙＬ（ｚ）， ＋¥］ ＝ ［ｙ＾（ｚ） － ｔα／ ２，ｎ－ｐ σ＾ ２
ε ＺＴ （ＸＴＸ）－１Ｚ， ＋¥］，

（１７）

［－ ¥，ｙＵ（ｚ）］ ＝ ［－ ¥，ｙ＾（ｚ） ＋ ｔα／ ２，ｎ－ｐ σ＾ ２
ε ＺＴ （ＸＴＸ）－１Ｚ］．

（１８）
由此可得如下质量特性 ｙ 置信水平的计算

公式：
当 ｙ 为望目质量特性时

１ － α ＝ ｐｒｏ｛ｙ＾ － ｔα，ｎ－ｐ σ＾ ２
ε ＺＴ （ＸＴＸ） －１Ｚ ≤ ｙ

　 　 　 ≤ ｙ＾ ＋ ｔα，ｎ－ｐ σ＾ ２
ε ＺＴ （ＸＴＸ） －１Ｚ ｝ ． （１９）

当 ｙ 为望小质量特性时

　 １ － α ＝ ｐｒｏ｛ｙ（ｚ） ≤ ｙ＾ （ｚ） ＋

ｔα ／ ２，ｎ－ｐ σ＾ ２
ε ＺＴ （ＸＴＸ） －１Ｚ ｝ ． （２０）

当 ｙ 为望大质量特性时

１ － α ＝ ｐｒｏ｛ｙ（ｚ） ≥ ｙ＾（ｚ） － ｔα／ ２，ｎ－ｐ σ＾ ２
ε ＺＴ （ＸＴＸ）－１Ｚ｝．

（２１）

２）最优设计变量的计算

根据数据和以上分析，设计变量的求解问题就

转化成质量特性的置信水平最大化的问题

ｍａｘ１ － α，
ｓｔ．　 ｚ ∈ Ωｚ ． （２２）

式中： Ωｚ 表示设计变量的取值范围． 采用优化算法

即可求得最优设计变量组合 ｚｏｐ， 再通过解码得到最

优设计变量组合的真实值 ｘｏｐ ．
２．２　 容差设计阶段

步骤一　 容差成本试验设计． 根据实际工程情

况，确定设计变量的容差范围，设计并运行容差成本

试验，采集容差成本试验数据．
步骤二　 均值方差模型和容差成本模型构建．

根据步骤二的响应曲面模型，分别构建基于设计变

量及其容差的均值和方差模型，进而得到最优设计

变量情况下均值和方差关于容差的模型；另外，根据

步骤四获得的试验数据，拟合得到设计变量的容差

成本模型．
１） 质量特性 ｙ 的均值和方差模型

通过对设计变量 ｚｉ 进行解码，由式（８）可以得

到质量特性 ｙ 关于设计变量真实值 ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，
…ｘｍ） 的响应曲面模型

ｙ＾ （ｘ） ＝ γ＾ ０ ＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
γ＾ ｉｘｉ ＋ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
γ＾ ｉｉｘ２

ｉ ＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｉ ＜ ｊ
γ＾ ｉｊｘｉｘ ｊ ．

（２３）
式中： γ＾ ０、γ

＾
ｉ 和 γ＾ ｉｊ 分别表示模型中常数项、一

次项和二次项的最小二乘回归系数．
实际工程中设计变量 ｘｉ 是一个在标称值 Δ ｉ 附

近变化的随机变量，服从以标称值为均值的正态分

布． 那么假设设计变量 ｘｉ 服从正态分布 Ｎ（Δ ｉ，
σ ｘｉ

２）， 通过泰勒公式展开可以得到均值和方差估计

模型

μ＾ （ｘ） ＝ ｙ＾ （ｘ） ＋ １
２ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
γ＾ ｉｉσ ｘｉ

２， （２４）

σ＾ ２（ｘ） ＝∑
ｍ

ｉ ＝ １
γ＾ ｉ ＋ ２γ＾ ｉｉｘｉ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ ｉ＋１
γ＾ ｉｊｘ ｊ ＋ ∑

ｉ －１

ｊ ＝ １
γ＾ ｊｉｘ ｊ( )

２
σ ２

ｘｉ ．

（２５）
由于设计变量的容差与其方差之间普遍存在

ｔｉ ＝３σ ｉ 的关系，故式（１５）和（１６）可写成

　 　 　 μ＾ （ｘ，ｔ） ＝ ｙ＾ （ｘ） ＋ １
１８∑

ｍ

ｉ ＝ １
γ＾ ｉｉ ｔｉ ２， （２６）

σ＾ ２（ｘ，ｔ）＝ １
９∑

ｍ

ｉ ＝１
γ＾ ｉ ＋ ２γ＾ ｉｉｘｉ ＋∑

ｍ

ｊ ＝ｉ＋１
γ＾ ｉｊｘｊ ＋∑

ｉ－１

ｊ ＝１
γ＾ ｊｉｘｊ( )

２
ｔｉ２．

（２７）
式中： ｔ ＝ （ ｔ１，ｔ２…ｔｍ） ． 因此，在最优设计变量组合

ｘｏｐ ＝ （ｘ１；ｏｐ，ｘ２；ｏｐ，…ｘｍ；ｏｐ） 情况下， 均值和方差关于
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容差 ｔ 的公式为

μ＾ （ｘｏｐ，ｔ） ＝ ｙ＾ （ｘｏｐ） ＋ １
１８∑

ｍ

ｉ ＝ １
γ＾ ｉｉ ｔｉ ２， （２８）

　 σ＾ ２（ｘｏｐ，ｔ） ＝ １
９ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
（γ＾ ｉ ＋ ２γ＾ ｉｉｘｉ；ｏｐ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ ｉ＋１
γ＾ ｉｊｘ ｊ；ｏｐ ＋

∑
ｉ －１

ｊ ＝ １
γ＾ ｊｉｘ ｊ；ｏｐ） ２ ｔｉ ２ ＋ σ ε

２ ． （２９）

２）容差成本模型

容差设计是通过缩小设计变量的容差来进一步

减少产品的变异性． 虽然较小的容差可以降低设计

变量波动进而提高稳健性，但是需要更精确的设备

和操作程序以及更好的技术人员， 这些都会促使投

入的成本上升． 因此，在容差设计阶段，设计师需要

从经济性的角度研究设计变量的容差范围与质量、
成本之间的关系，对质量和成本进行综合决策． 目

前不少学者已经对设计变量容差和成本之间的数学

关系做了研究． 依据设计变量的特点，常用模型有

倒数模型、倒数平方模型、指数模型和幂函数模型

等［１５］，这些模型的计算公式如表 １ 所示．
表 １　 各类容差成本模型

Ｔａｂ．１　 Ｖａｒｉｏｕｓ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ ｃｏｓｔ ｍｏｄｅｌｓ

序号 容差成本模型 计算公式

１ 倒数模型 ｃｉ（ ｔｉ） ＝ η０ ＋ η１ ｔ －１ｉ

２ 倒数平方模型 ｃｉ（ ｔｉ） ＝ η０ ＋ η１ ｔ －２ｉ

３ 指数模型 ｃｉ（ ｔｉ） ＝ η０ ＋ η１ ｅ －ｔｉη２

４ 幂函数模型 ｃｉ（ ｔｉ） ＝ η０ ＋ η１ ｔ －η２ｉ

　 　 以容差成本模型为幂函数模型为例可得总容差

成本模型

Ｃ（ ｔ） ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｃｉ（ ｔｉ） ＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
η ０；ｉ ＋ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
η １；ｉ ｔ

－η２
ｉ ． （３０）

步骤三　 容差设计的目标优化． 结合步骤五中

的均值和方差模型以及容差成本模型，得到最优设

计变量水平组合情况下的期望质量损失函数，再根

据因子响应试验数据和容差成本试验数据，得到质

量损失函数系数． 由期望质量损失函数和容差成本

模型构造总成本函数，通过最小化产品过程的总成

本，得到最优设计变量的容差水平．
１）质量损失函数系数的计算

克劳修斯首先提出熵的概念，之后香农将其引

入到信息论中，用于评价指标属性或方案相对重要

程度． 熵经常被用于度量随机试验的不确定性，即
相应随机变量取值的不确定性，故而可以将其用于

度量作为随机向量的质量成本的波动［２０］ ． 因此本文

运用熵权法计算质量损失成本和容差成本的权重，
进而得到质量损失函数系数 ｗｏｐ， 其计算步骤如下．

ａ）建立关于质量波动和容差成本的评价指标

矩阵：
假设对最优设计变量 ｘｏｐ， 在试验过程中对 Ｑ

个不同容差水平的组合进行采样． 根据试验数据可

以构造出如下评价矩阵 Ｅ

Ｅ ＝

ｅＬｏｓｓ；１ ｅＣ；１
ｅＬｏｓｓ；２ ｅＣ；２
… …

ｅＬｏｓｓ；ｑ ｅＣ；ｑ
… …

ｅＬｏｓｓ；Ｑ ｅＣ；Ｑ ．

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

． （３１）

式中： ｅＬｏｓｓ；ｑ 为试验中第 ｑ 个容差组合的质量波动数

据， ｅＣ；ｑ 为试验中第 ｑ 个容差组合的容差成本数据，
ｑ ＝ １，２，…Ｑ．

ｂ） 规一化评价指标矩阵

质量波动和容差成本都为望小特性，故质量波

动的规一化过程如下

ｄＬｏｓｓ；ｑ ＝
ｍａｘ（ｅＬｏｓｓ；ｑ） － ｅＬｏｓｓ；ｑ

ｍａｘ（ｅＬｏｓｓ；ｑ） － ｍｉｎ（ｅＬｏｓｓ；ｑ）
，

１，

ì

î

í

ïï

ïï

ｍａｘ（ｅＬｏｓｓ；ｑ） ≠ ｍｉｎ（ｅＬｏｓｓ；ｑ）
ｍａｘ（ｅＬｏｓｓ；ｑ） ＝ ｍｉｎ（ｅＬｏｓｓ；ｑ） ． （３２）

式中： ｍａｘ（ｅＬｏｓｓ；ｑ） 为在 Ｑ 个容差组合中质量波动的

最大值， ｍｉｎ（ｅＬｏｓｓ；ｑ） 为在 Ｑ 个容差组合中质量波动

的最小值． 类似地，可对容差成本进行规一化．
ｃ） 对规一化矩阵求 ｆＬｏｓｓ；ｑ

ｆＬｏｓｓ；ｑ ＝
ｄＬｏｓｓ；ｑ

∑
Ｑ

ｑ ＝ １
ｄＬｏｓｓ；ｑ

． （３３）

式中 ｆＬｏｓｓ；ｑ 为第 ｑ 次试验中质量波动所占的比重．
ｄ） 计算质量波动和容差成本的熵

ＳＬｏｓｓ；ｑ ＝
ｆＬｏｓｓ；ｑ ｌｎ ｆＬｏｓｓ；ｑ( ) ， ｆＬｏｓｓ；ｑ ≠ ０；

０， ｆＬｏｓｓｑ ＝ ０．{ （３４）

ＨＬｏｓｓ ＝ －
１

ｌｎＱ∑
Ｑ

ｑ ＝ １
ＳＬｏｓｓ；ｑ ． （３５）

式中 ＨＬｏｓｓ 为质量损失成本的熵，类似地，可得容差

成本的熵 ＨＣ ．
ｅ） 计算质量波动和容差成本的熵权

ｗＬｏｓｓ ＝
１ － ＨＬｏｓｓ

２ － （ＨＬｏｓｓ ＋ ＨＣ）
． （３６）

式中 ｗＬｏｓｓ 为质量波动的熵权，且 ０ ≤ ｗＬｏｓｓ ≤１． 同样

可得到容差成本的熵权 ｗＣ， 且满足 ０ ≤ ｗＣ ≤ １ 和

ｗＬｏｓｓ ＋ ｗＣ ＝ １． 熵值越大，说明所能提供的信息量

越小．
ｆ） 计算最优设计变量 ｘｏｐ 情况下质量损失函数

的尺度系数 ｗｏｐ
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ｗｏｐ ＝
ｗＬｏｓｓ

ｗＣ

＝
１ － ＨＬｏｓｓ

１ － ＨＣ
． （３７）

式中 ｗＣ ≠ ０
２）最优容差的计算

由质量损失成本和容差成本，可以构成最优设

计变量情况下的总成本函数

ＣＭ（ｘｏｐ，ｔ） ＝ Ｅ｛Ｌ［ｙ（ｘｏｐ）］｝ ＋ Ｃ（ ｔ） ． （３８）
其中 Ｅ｛Ｌ［ｙ（ｘｏｐ）］｝ 是根据质量特性的类型，将最

优设计变量组合 ｘｏｐ 及质量损失函数系数 ｗｏｐ 代入

式（２）、（４）和（６）中计算得出．
通过最小化总成本，将产品的参数和容差经济

性设计问题转化为如下数学问题：
ｍｉｎＣＭ（ｘｏｐ， ｔ） ＝ Ｅ｛Ｌ［ｙ（ｘｏｐ）］｝ ＋ Ｃ（ ｔ），

ｓｔ． ｔ ∈ Ωｔ ． （３９）
式中 Ωｔ 表示设计变量容差的取值范围． 采用非线性

优化算法即可计算出最优设计变量的容差值．
本文方法尽可能地提高质量特性的置信水平，

减少模型参数不确定性的影响；同时充分地利用了

试验数据客观信息，确定质量损失的尺度系数，进而

使成本模型和优化结果更加合理可信．

３　 案例研究

Ｍｙｅｒｓ 和 Ｍｏｎｔｇｏｍｅｒｙ［２１］最早对树脂生产过程的

胺添加试验进行分析，之后 Ｋｉｍ 等［１５］对其进行了研

究． 胺添加行为对树脂粘度有较大的影响，因此需

要同时从产品过程的稳健性和经济性角度对其进行

参数和容差优化设计．
３．１　 树脂生产过程的胺添加试验

步骤一　 本文以温度（ｘ１）、搅拌速度（ｘ２） 和添

加速度（ｘ３） 为设计变量，研究了它们对质量特性树

脂粘度（ｙ） 的影响． 设计变量真实值的取值范围为：
１５０ ≤ ｘ１ ≤２００、５ ≤ ｘ２ ≤１０ 和 １５ ≤ ｘ３ ≤２５； 质量

特性为望目特性，其约束范围为： ５４ ≤ ｙ ≤５８，目标

值 Ｔ ＝ ５５． 对设计变量的真实值进行编码，得到真实

值的编码值如表 ２ 所示． 采用 Ｂｏｘ－Ｂｅｈｎｋｅｎ 试验设

计方法运行因子响应试验并采集数据，如表 ３ 所

示，其中 ｚ１、ｚ２、ｚ３ 分别表示配方因子 ｘ１、ｘ２、ｘ３ 的编

码值．

表 ２　 设计变量及其水平

Ｔａｂ．２　 Ｄｅｓｉｇｎ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｌｅｖｅｌｓ

序号 设计变量
水平

－１ ０ １

１ 温度 １５０ １７５ ２００

２ 搅拌速度 ５ ７．５ １０

３ 添加速度 １５ ２０ ２５

表 ３　 因子响应试验数据

Ｔａｂ．３　 Ｄａｔａ ｏｆ ｆａｃｔｏｒ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

序号
设计变量

ｚ１ ｚ２ ｚ３

质量特性

ｙ

１ －１ －１ ０ ５３

２ ＋１ －１ ０ ５８

３ －１ ＋１ ０ ５９

４ ＋１ ＋１ ０ ５６

５ －１ ０ －１ ６４

６ ＋１ ０ －１ ４５

７ －１ ０ ＋１ ３５

８ ＋１ ０ ＋１ ６０

９ ０ －１ －１ ５９

１０ ０ ＋１ －１ ６４

１１ ０ －１ ＋１ ５３

１２ ０ ＋１ ＋１ ６５

１３ ０ ０ ０ ６５

１４ ０ ０ ０ ５９

１５ ０ ０ ０ ６２

　 　 步骤二　 根据表 ３ 中因子响应试验的数据，用
响应曲面法拟合得到形如式（８）的二阶模型

　 ｙ＾ （ｚ） ＝ ６２ ＋ ｚ１ ＋ ２．６２５ｚ２ － ２．３７５ｚ３ － ７．３７５ｚ２１ ＋
１．８７５ｚ２２ － ３．６２５ｚ２３ － ２ｚ１ｚ２ ＋ １１ｚ１ｚ３ ＋ １．７５ｚ２ｚ３，

步骤三　 由于 ｙ 为望目质量特性，采用式（１９）
可以计算 ｙ（ｚ） 在约束范围 ５４≤ ｙ≤５８ 上的置信水

平． 通过最大化质量特性 ｙ（ｚ） 的置信水平，构建形

如式（２２）的优化目标
ｍａｘ １ － α ＝ ｐｒｏ｛５４ ≤ ｙ（ｚ） ≤ ５８｝

ｓｔ． 　 ｚＬ；ｉ ≤ ｚｉ ≤ ｚＵ；ｉ

ｉ ＝ １，２，３
式中 ｚＬ；ｉ 和 ｚＵ；ｉ 分别表示 ｚｉ 的取值范围下限和上限．
由案例数据及相关分析知道 ｎ ＝ １５、ｐ ＝ １０． 运用

Ｍａｔｌａｂ 软件进行编程计算优化结果，得到最优设计

变量组合（－０．６６， ０．１８， ０．２８），经解码，其真实值组

合为（１５８．５， ７．９５， ２１．４），此时的置信水平为 ０．９７２．
步骤四　 通过查阅相关文献，可以知道设计变

量容差的取值范围分别为： ７≤ ｔ１ ≤１０，０．３５≤ ｔ２ ≤
０．５５，０．６ ≤ ｔ３ ≤ ０．９． 按照容差取值范围，运行容差

成本试验并采集试验数据如表 ４ 所示，其中 ｃ１、ｃ２、ｃ３
分别表示三种设计变量的容差成本．
　 　 步骤五　 通过对设计变量编码值解码，将步骤

中二的响应曲面模型，转化为质量特性关于设计变

量实际值的数学关系模型

　 ｙ＾ （ｘ） ＝ － ５８．８７５ ＋ ２．６５０ｘ１ － ０．６５ｘ２ － １１．１２５ｘ３ －
０．０１２ｘ２

１ ＋ ０．３ｘ２
２ － ０．１４５ｘ２

３ － ０．０３２ｘ１ｘ２ ＋
０．０８８ｘ１ｘ３ ＋ ０．１４ｘ２ｘ３ ．
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表 ４　 容差成本试验数据

Ｔａｂ．４　 Ｄａｔａ ｏｆ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ ｃｏｓｔ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

序号

设计变量

温度 ｘ１

容差 ｔ１ 成本 ｃ１

温度 ｘ２

容差 ｔ２ 成本 ｃ２

温度 ｘ３

容差 ｔ３ 成本 ｃ３

１ １．０ ２．０９０ ０．２０ １．５５０ ０．３０ １．６０２

２ １．５ １．６６３ ０．２５ １．３０７ ０．３５ １．３５０

３ ２．５ １．２５４ ０．３５ １．０６０ ０．４５ １．１７０

４ ５．０ ０．８７２ ０．５０ ０．８２７ ０．６０ ０．９１０

５ ７．０ ０．７４０ ０．７０ ０．６５４ ０．８０ ０．７４０

６ １０．０ ０．６０５ １．００ ０．５４０ １．１０ ０．６１２

７ １５．０ ０．５１４ １．４０ ０．４４４ １．５０ ０．４７９

８ ２０．０ ０．４５０ １．９０ ０．３８５ ２．００ ０．４１０

９ ３０．０ ０．３７５ ２．５０ ０．３３３ ２．６０ ０．３５０

　 　 通过分析质量特性的数学模型，可知估计误差

的方差为 ２．２５． 将上式和相关数据代入式（２６）和

（２７），可得质量特性均值和方差关于设计变量及其

容差的模型

　 μ＾ （ｘ，ｔ） ＝ － ５８．８７５ ＋ ２．６５０ｘ１ － ０．６５ｘ２ －
１１．１２５ｘ３ － ０．０１２ｘ２

１ ＋ ０．３ｘ２
２ －

０．１４５ｘ２
３ － ０．０３２ｘ１ｘ２ ＋ ０．０８８ｘ１ｘ３ ＋

０．１４ｘ２ｘ３ ＋ ６．６６７ × １０ －３ ｔ２１ ＋ ０．０１７ｔ２２ ＋
８．０５６ × １０ －３ ｔ２３，

σ＾ ２（ｘ，ｔ） ＝ ２．２５ ＋ １
９

× （２．６５０ － ０．０２４ｘ１ －

０．０３２ｘ２ ＋ ０．０８８ｘ３） ２ ｔ２１ ＋ １
９

×

（ － ０．６５ ＋ ０．６ｘ２ ＋ ０．１４ｘ３ －

０．０３２ｘ１） ２ ｔ２２ ＋ １
９

× （ － １１．１２５ －

０．１４５ｘ３ ＋ ０．０８８ｘ１ ＋ ０．１４ｘ２） ２ ｔ２３ ．
另外，根据本案例的实际情况并结合相关工程

师的意见，本文采用幂函数模型来拟合容差成本的

模型． 由表 ４ 中试验数据，得各设计变量容差成本

的模型

ｃ＾ １（ ｔ１） ＝ ０．１３２ ＋ １．９４７ ４ｔ －０．６０５ １
１ ，

ｃ＾ ２（ ｔ２） ＝ ０．１４１ ＋ ０．３９５ ６ｔ －０．７８２ ０
２ ，

ｃ＾ ３（ ｔ３） ＝ ０．１０６ ＋ ０．５２８ ０ｔ －０．８１７ ３
３ ．

　 　 将以上各容差成本模型代入式（３０）中，可得总

容差成本模型为

Ｃ
＾
（ ｔ） ＝ ０．３７９ ＋ １．９４７ ４ｔ －０．６０５ １

１ ＋ ０．３９５ ６ｔ －０．７８２ ０
２ ＋

０．５２８ ０ｔ －０．８１７ ３
３ ．

　 　 步骤六 　 将得到的最优设计变量 ｘｏｐ 代入式

（２８）和（２９）中，可以得到在最优设计变量情况下均

值和方差关于容差的函数为

　 μ＾ （ｘｏｐ，ｔ） ＝ ５０．９８ ＋ ６．６６７ × １０ －３ ｔ２１ ＋ ０．０１７ｔ２２ ＋
８．０５６ × １０ －３ ｔ２３，

　 σ＾ ２（ｘｏｐ，ｔ） ＝ ２．２５ ＋ ０．０２５ｔ２１ ＋ ０．４６４ｔ２２ ＋ ０．０７７ｔ２３ ．
由于该质量特性为望目质量特性，因此由式

（２）得期望质量损失成本

　 　 　 Ｅ｛Ｌ［ｙ（ｘｏｐ）］｝ ＝ ｗｏｐＥ ［ｙ（ｘｏｐ） － Ｔ］ ２ ＝

　 　 　 　 ｗｏｐ｛σ
＾ ２（ｘｏｐ，ｔ） ＋ ［μ＾ （ｘｏｐ，ｔ） － Ｔ］ ２｝ ．

由表 ３ 中的容差成本数据，计算各容差组合情

况下的质量损失成本和容差成本，再根据式（３１） －
（３６）计算得到质量损失成本和容差成本的熵权分

别为 ０．３７８ ４ 和 ０．６２１ ６，此时质量损失函数系数 ｗｏｐ

为 ０．６０８ ８． 再由式（３８）即可得总成本函数，进而将

容差设计问题转化为形如式（３９）的优化目标．

ｍｉｎＣ
＾

Ｍ（ｘｏｐ，ｔ） ＝ ０．６０８ ８ × ｛σ＾ ２（ｘｏｐ，ｔ） ＋

　 　 　 　 ［μ＾ ｏｐ（ｘｏｐ，ｔ） － ５５］ ２｝ ＋ Ｃ
＾
（ｘｏｐ，ｔ），

　 　 ｓｔ．　 ｔ ∈ Ωｔ

运用 Ｍａｔｌａｂ 软件的 Ｇｌｏｂａｌ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｔｏｏｌｂｏｘ
工具箱并采用 ＤＩＲＥＣＴ 算法进行寻优，得最优设计

变量组合 ｘｏｐ 情况下的最优容差值 ｔｏｐ 为（１０， ０．５５，
０．９），此时总成本为 ９．２２６ ２．
３．２　 比较研究

为了说明本文方法的有效性，采用文献［１５］中
的方法做对比分析． 该方法对设计变量及其容差进

行并行优化设计，但是没有考虑模型参数的不确定

性以及如何确定质量损失函数系数． 文献［１５］优化

目标为

ｍｉｎ ＥＴＣ ＝ ｛σ＾ ２（ｘ，ｔ） ＋ ［μ＾ （ｘ，ｔ） － ５５］ ２｝ ＋ Ｃ
＾
（ｘ，ｔ），

ｓｔ． ｘ ∈ Ωｘ，
ｔ ∈ Ωｔ ．

　 　 通过优化得到最优设计变量及其容差值分别为

（１７７．７７， ５．６６， ２５）和（７， ０．５５， ０．７３）． 本文方法与

该方法的相关质量指标对比如表 ５ 所示．
表 ５　 本文方法与文献［１５］方法的比较

Ｔａｂ．５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ ａｎｄ ｔｈａｔ ｉｎ
ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ ［１５］

序号 文献［１５］方法 本文方法

１ 最优设计变量 （１７７．７７， ５．６６， ２５） （１５８．５， ７．９５， ２１．４）

２ 最优容差值 （７， ０．５５， ０．７３） （１０，０．５５，０．９）

３ 质量特性值 ５５．２６４ ２ ５６．００５ ４

４ 置信水平 ０．７０９ ０．９７２

５ 质量损失成本 ２２．４００ ０ ９．８１６ ２

６ 容差成本 ２．２９３ ２ ２．０６９ ３

７ 总成本 ２４．６９３ ２ １１．８８５ ５

　 　 由表 ５ 可见：文献［１５］方法比本文方法计算得
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到的质量特性值更接近目标值，但是采用本文方法

计算得到最优设计变量时，质量特性值在约束区间

的置信水平为 ０．９７２，也就是有 ９７．２％的可能落在该

区间内，这要远高于文献［１５］方法；另外，本文方法

的质量损失成本和容差成本都远小于文献［１５］方

法． 显然，本文方法所得优化结果的经济性都要优

于文献［１５］方法．

４　 结　 论

参数和容差设计是目前产品设计中的热点问

题． 同时对参数和容差进行经济性设计，有助于降

低生产运作成本并提高产品可靠性． 然而目前此方

面的研究，忽视了模型参数不确定性和质量损失函

数系数对优化结果的影响． 因此，本文同时考虑这

两方面的问题，通过最大化置信水平的方法得到最

优设计变量，并采用熵权法求取此时的质量损失函

数系数，进而得到最优容差值． 值得注意的是，本文

方法解决的是单质量特性的参数和容差设计问题，
如何针对多元质量特性的产品过程解决多个响应间

的冲突和相关性问题，将是下一步的研究方向．
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