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含球关节间隙的 ＲＳＳＲ 机构动力学建模与仿真
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摘　 要： 为研究含球关节间隙对空间连杆机构动态性能的影响，建立含间隙的球关节运动学模型，基于拉格朗日乘子法，建立

含球关节间隙的 ＲＳＳＲ 空间机构动力学模型，仿真分析了关节接触力模型、曲柄输入转速、间隙尺寸等因素对机构的动态性能

的影响． 仿真结果表明：不同的关节接触力模型，对仿真结果影响较大；球头与球窝的碰撞接触点主要分布在间隙球的两个局

部区域；间隙尺寸对机构摇杆输出角加速度波动以及球关节接触力影响最大，间隙尺寸的大小与摇杆角加速度、关节接触力

大小的变化呈现非线性正相关的趋势．
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　 　 当前，在机器人领域、航天工程领域、医疗器械

领域中，机械系统的设计要求日益提高，以实现更高

的定位精度以及良好的动态性能，在设计、制造及调

试过程中需要深入考虑的因素越来越多，其设计思

想也愈发全面［１－２］ ． 由于设计滑动摩擦副的配合需

要形成规则的装配间隙［３－４］，同时运动副组成构件

在加工制造过程中也必然会出现误差，以及长期工

作过程中，运动副接触表面磨损引起的材料损失将

造成规律各异的附加间隙． 因此，在几乎所有机器

的运动副中，都无法避免连接组件之间存在一定间

隙［５－６］，而间隙的存在对机构动力学特性影响是非

常显著的． 因此，运动副中不论存在何种间隙对机

构整体的影响都是不利的．
在含间隙机构的动力学研究中，对机构进行准

确且可解的动力学建模至关重要，诸多学者对此做

出了大量的工作． 当前，含间隙关节副动力学建模

主要基于三种方法：无质量杆间隙模型，两状态非连

续接触模型以及多状态非连续接触模型［７－９］ ． 基于

以上含间隙关节的建模方法，众多国内外学者展开

了含间隙机构的动力学性能研究． Ｐａｕｌｏ Ｆｌｏｒｅｓ［１０］等
针对含多个间隙关节的平面四杆机构展开研究，详
细分析了驱动速度、间隙尺寸对其动力学性能的影

响，结果表明驱动转速的增加以及间隙尺寸的增大

都会降低机构的动力学性能． Ｏｎｅｓｍｕｓ Ｍｕｖｅｎｇｅｉ［１１］

等人研究了间隙关节副位置的不同和间隙尺寸差异

对机构运行稳定性的影响，并通过运动相图和庞加



莱图分析了不同位置关节副间隙的尺寸变化对整体

系统周期性行为敏感程度的差异． 赵刚练［１２］等人建

立了含间隙的圆柱副的模型，并将该模型应用到多

刚体动力学计算，以简单二自由度机构为例进行动

力学仿真，验证了模型的正确性． 目前含关节间隙

机构动力学建模多限于平面机构，关节间隙对空间

机构机构运动特性影响的研究文献较少．
空间 ＲＳＳＲ 机构的运动特性比平面四杆机构复

杂，结构紧凑，运动多样，灵活可靠，可以实现复杂的

空间运动的传递，在工程上有许多特殊的用途， 在

各种工作机械、发动机以及仪表机构中得到大量的

应用． 本文对含球关节间隙的 ＲＳＳＲ 机构进行运动

学分析与动力学建模，并通过编程对其动力学特性

进行仿真研究， 分析不同接触力碰撞模型下，间隙

量、输入转速等关键参数对 ＲＳＳＲ 机构动态性能的

影响．

１　 含间隙球关节运动学模型的建立

如图 １ 所示，该图描述了含间隙的球关节副元

素处于分离状态时的运动状态． 其中下脚标 ｉ 代表

第 ｉ号构件，下脚标 ｊ代表第 ｊ号构件． 现将图中各标

注含义说明如下：
ｘ、ｙ、ｚ 为全局坐标系； ξｉ，ηｉ，ζｉ 为建立在第 ｉ 号

构件Ｏｉ 点处的局部坐标系； ξ ｊ，η ｊ，ζ ｊ 为建立在第 ｊ号
构件 Ｏ ｊ 点处的局部坐标系； Ｒ ｉ，Ｒ ｊ 为球窝与球头的

半径大小； ｓ－ ｉ，ｓ
－
ｊ 为球窝与球头中心点 Ｐ ｉ，Ｐ ｊ 分别为

在其局部坐标系中的位置矢量； ｒＰｉ ， ｒＰｊ 为全局坐标

系中，球窝与球头中心点的位置向量； ｒｉ， ｒ ｊ 为全局

坐标系中，点 Ｏｉ，Ｏ ｊ 的位置向量， ｅ 为连接球窝与球

头中心点的矢量，被定义为偏心矢量，该矢量随关节

副元素之间相互运动其大小、方向将产生变化．
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图 １　 含间隙球关节示意

Ｆｉｇ．１　 Ｇｅｎｅｒａｌ ｖｉｅｗ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｊｏｉｎｔ ｗｉｔｈ ｃｌｅａｒａｎｃｅ
　 　 为方便说明与理解，此处将关节间隙量放大．
在实际机械系统中，关节间隙量远小于球头与球窝

半径．
球窝与球头中心点的偏心矢量 ｅ 可表示为

ｅ ＝ ｒｐｊ － ｒｐｉ ． （１）
式（１）中， ｒｐｉ ，ｒｐｊ 可表示为

ｒｐｋ ＝ ｒｋ ＋ Ａｋ ｓｋ ． （ｋ ＝ ｉ，ｊ） （２）
式（２）中， Ａｋ 代表局部坐标系对全局坐标系的方向

矩阵． 而偏心量 ｅ 的模 ｅ 可写做

ｅ ＝ ｅＴｅ ．
上式可以进一步写为

ｅ ＝ （ｘｐ
ｊ － ｘｐ

ｉ ） ２ ＋ （ｙｐ
ｊ － ｙｐ

ｉ ） ２ ＋ （ ｚｐｊ － ｚｐｉ ） ２ ．
　 　 图 ２ 描述了处于接触状态的含间隙球关节． 当

球头接触碰撞球窝时，运动副材料可视为弹性体，会
产生接触嵌入，球窝和球头上的接触点分别为 Ｑｉ 和

Ｑ ｊ ． 接触点法向方向的单位向量可以写做

ｎ ＝ ｅ
ｅ
． （３）

　 　 球窝与球头的接触点在全局坐标系下的向量描

述可由下式给出：
ｒＱｋ ＝ ｒｋ ＋ Ａｋ ｓｋ ＋ Ｒｋｎ．（ｋ ＝ ｉ，ｊ） （４）

球头与球窝接触点的矢量差可表示为

δ ＝ ｒＱｊ － ｒＱｉ ．
同时为便于后续计算， δ 的模长 δ 表示嵌入深度，也
可以用式（５）表示：

δ ＝ ｅ － ｃ ． （５）
式中， ｃ ＝ Ｒ ｉ － Ｒ ｊ 为关节间隙量． 碰撞过程中接触点

Ｑｉ 和 Ｑ ｊ 在全局坐标系中的速度可由式（４）对时间求

一阶导数给出：
ｒ·Ｑ
ｋ ＝ ｒ·ｋ ＋ Ａ· ｋ ｓｋ ＋ Ｒｋｎ

·． （ｋ ＝ ｉ，ｊ） （６）

　 　 式（６）中矢量 ｎ· 根据式（３）可以得出，代表球头

与球窝碰撞点形成的矢量在法向方向上的单位向量

对时间的一阶导数．
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图 ２　 球头与球窝接触嵌入

Ｆｉｇ．２　 Ｐｅｎｅｔｒａｔｉｏｎ ｄｅｐｔｈ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｓｏｃｋｅｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｂａｌｌ
　 　 接触点的法向相对速度以及切向相对速度分别

由 ＶＮ 和 ＶＴ 表示． 法向相对速度反应了运动副副元

素之间的接触、碰撞和分离，切向速度反应了运动副

副元素之间的相对滑移运动． 接触面法向和切向的

相对速度矢量可由碰撞点之间的相对速度向法向和

切向方向投影得到

ＶＮ ＝ ｒ·Ｑ
ｊ － ｒ·Ｑ

ｉ( ) Ｔｎ[ ] ｎ，
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ＶＴ ＝ ｒ·Ｑ
ｊ － ｒ·Ｑ

ｉ( ) Ｔ － ＶＮ ＝ ＶＴ ｔ．
式中， ｔ 表示接触碰撞面的切线方向，并假定球头与

球窝开口处没有接触． 碰撞过程中所产生接触力包

括法向力和切向力，分别由 ｆＮ 和 ｆＴ 表示． 作用在构

件 ｉ 质心点 Ｏｉ 处的等价力和力矩分别为

ｆｉ ＝ ｆＴ ＋ ｆＮ，
Ｍｉ ＝ ｓｉ ＋ Ｒ ｉｎ( ) × ｆｉ ．

式中， ｓｉ 为 ｓｉ 在全局坐标系下的表示． 作用在构件 ｊ
质心点 Ｏ ｊ 处的等价的力和力矩为

ｆ ｊ ＝ － ｆｉ，
Ｍｊ ＝ ｓｊ ＋ Ｒ ｊｎ( ) × ｆ ｊ ．

式中， ｓ ｊ 为 ｓ－ ｊ 在全局坐标系下的表示． 关节副元素之

间的相互作用力，或者接触力的大小用 Ｆｎ 表示，其
有无依赖于参数 δ， 可以表示为

Ｆｎ ＝ ０， δ ≤ ０；
Ｆｎ ≠ ０， δ ＞ ０．{

２　 ＲＳＳＲ 机构动力学建模

图 ３ 所示为典型的空间单自由度 ＲＳＳＲ 机构，
各构件从基座开始编号依次为 １～４，其中为 ｌ２ 曲柄，
ｌ４ 摇杆， ｌ３ 为连杆． 在空间 ＲＳＳＲ 机构的运动学分析

中，连杆处有一绕自身轴向方向旋转的局部自由度，
因为其不影响全局运动学规律，因此在分析中忽略

连杆处的局部自由度． 图 ３ 中 θ２ 为输入角， θ４ 为输

出角， η为曲柄转轴与摇杆转轴轴线的夹角，此处称

扭角，机构几何参数的数值见表 １．

x3
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x1 C
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l4

C4 z4

θ4

D
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d1
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A

图 ３　 ＲＳＳＲ 机构示意图

Ｆｉｇ．３　 Ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｔｈｅ ＲＳＳＲ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ
表 １　 ＲＳＳＲ 机构几何参数

Ｔａｂ．１　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ＲＳＳＲ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

ｌ２ ／ ｍｍ ｌ３ ／ ｍｍ ｌ４ ／ ｍｍ ｄ１ ／ ｍ ｄ２ ／ ｍｍ ｄ３ ／ ｍｍ η

２０ １２２ ７４ ０ ８５ ４０ ９０°

　 　 图 ３ 中 ＲＳＳＲ 机构各点坐标如下：
Ａ ＝ ［０，０，ｄ２］ Ｔ，

Ｂ ＝ ［ ｌ２ｃｏｓ θ２， － ｌ２ｓｉｎ θ２，ｄ２］ Ｔ，

Ｃ ＝
ｄ１ ＋ ｌ４ｃｏｓ θ４

－ ｄ３ｓｉｎ η ＋ ｌ４ｓｉｎ θ４ｃｏｓ η
ｄ３ｃｏｓ η ＋ ｌ４ｓｉｎ θ４ｓｉｎ η

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

，

Ｄ ＝ ［ｄ１， － ｄ３ｓｉｎ α， ｄ３ｃｏｓ η］ Ｔ ．
　 　 根据封闭矢量法，建立几何关系方程，可求出输

入转角 θ ２ 与输出转角 θ ４ 的关系为

Ｃ － Ｂ ＝ ｌ３，
求解该方程可得

θ４ ＝
２ａｒｃｔａｎ ｐ３ － ｐ２

３ ＋ ｐ２
２ － ｐ２

１( )

ｐ１ － ｐ２
．

式中， ｐ１，ｐ２，ｐ３ 作为中间变量，表示为

ｐ１ ＝ ｌ２２ － ｌ２３ ＋ ｌ２４ ＋ ｄ２
１ ＋ ｄ２

２ ＋ ｄ２
３ － ２ｄ２ｄ３ｃｏｓ η ＋

２ｌ２ｄ３ｓｉｎ ηｓｉｎ θ ２ － ２ｌ２ｄ１ｃｏｓ θ ２，
ｐ２ ＝ ２ｌ４ｄ１ － ２ｌ２ ｌ４ｃｏｓ θ ２，

ｐ３ ＝ － ２ｌ４ｄ２ｓｉｎ η ＋ ２ｌ２ ｌ４ｓｉｎ θ ２ｃｏｓ η．
　 　 当 ＲＳＳＲ 机构关节不含间隙，所受运动约束为

完整约束． 通过机构中各构件质心位置的坐标 （ｘ，
ｙ，ｚ） 以及表示构件旋转姿态的欧拉角 （α，β，γ） 来

定义机构的广义坐标矢量． 图 ３ 中， Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４ 分别

代表各活动构件的质心点，ＲＳＳＲ 机构各活动构件

广义坐标可以定义为

ｑ２ ＝ ｘ２ ｙ２ ｚ２ θ２[ ] Ｔ，

ｑ３ ＝ ｘ３ ｙ３ ｚ３ α β γ[ ] Ｔ，

ｑ４ ＝ ｘ４ ｙ４ ｚ４ θ４[ ] Ｔ ．
ＲＳＳＲ 机构的系统广义坐标为

ｑ ＝ ｑＴ
２ ｑＴ

３ ｑＴ
４[ ]

Ｔ ．
运动约束方程组可以写为

Φ１：ｘ２ －
１
２
ｌ２ｃ θ２ ＝ ０， ｙ２ －

１
２
ｌ２ｓ θ２ ＝ ０， ｚ２ － ｄ２ ＝ ０．

Φ２：ｘ２ ＋ ｌ２ｃ θ２ － （－ １
２
ｌ３ｃ γｃ β ＋ ｘ３）＝ ０， ｙ２ ＋ ｌ２ｓ θ２ －

（－ １
２
ｌ３ｓ γｃ β ＋ ｙ３）＝ ０， ｚ２ － （ １

２
ｌ３ｓ β ＋ ｚ３）＝ ０．

Φ３：（ｘ３ ＋ １
２
ｌ３ｃ γｃ β） － （ｘ４ ＋ １

２
ｌ４ｃ θ ４ ＋ ｄ１） ＝ ０，

（ｙ３ ＋ １
２
ｌ３ｓ γｃ β） － （ － ｄ３） ＝ ０，

ｚ３ － １
２
ｌ３ｓ β － （ ｚ４ ＋ １

２
ｌ４ｓ θ ４） ＝ ０．

Φ４：ｘ４ － １
２
ｌ４ｃ θ ４ － ｄ１ ＝ ０，

ｙ４ － （ － ｄ３） ＝ ０，

ｚ４ － １
２
ｌ４ｓ θ ４ ＝ ０．
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式中： ｃ θ ｉ ＝ ｃｏｓ θ ｉ， ｓ θ ｉ ＝ ｓｉｎ θ ｉ ．
在理想情况下，不考虑间隙作用，根据拉格朗日

乘子法，机构的动力学方程如下式所示：
Ｍ ＣＴ

Ｃ ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｑ̈
λ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

Ｆ
γ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

式中： ｑ̈ 为广义坐标的二阶导数列阵， Ｍ 为机构的

广义质量阵， Ｃ ＝ ∂Φ
∂ｑ

为约束方程的雅克比矩阵， λ

为拉格朗日乘子列阵， γ 为广义加速度矩阵， Ｆ 为

广义力矩阵． 表 ２ 给出了 ＲＳＳＲ 机构的各构件惯性

参数．
Ｂａｕｍｇａｒｔｅ 约束稳定是一个简单易用的动力学

修正方法，以消除和改善常规拉格朗日乘子法在应

用于特殊场合时算法上的缺陷，方法中添加了两个

位置和速度约束的反馈控制常数 α、β． 此时拉格朗

日乘子法公式中的 γ 将被扩展，并重新写作

γ′ ＝ γ － ２αΦ
·

－ β２Φ．
表 ２　 ＲＳＳＲ 机构惯性参数

Ｔａｂ．２　 Ｉｎｅｒｔｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ＲＳＳＲ

ｍ２ ／ ｇ ｍ３ ／ ｇ ｍ４ ／ ｇ Ｉ２ ／ （ｇ·ｍ２）

１９ １４１ ３１ ４．９ｅ－１

Ｉ３ｘ ／ （ｇ·ｍ２） Ｉ３ｙ ／ （ｇ·ｍ２） Ｉ３ｚ ／ （ｇ·ｍ２） Ｉ４ ／ （ｇ·ｍ２）

２．８ ｅ－２ ２．０ １．７ １．２９

３　 含球关节间隙的 ＲＳＳＲ 机构动力学

仿真
３．１　 含球关节间隙的 ＲＳＳＲ 机构动力学建模

含间隙关节研究中，接触力模型的建立也是重

要的研究内容，对于含间隙的球关节，球窝与球头之

间的接触可以用经典的 Ｈｅｒｔｚ 接触模型来描述为

Ｆｎ ＝ Ｋδｎ，
式中， Ｋ 为接触刚度系数， δ 为嵌入深度， ｎ 设定为

１．５． Ｋ 依赖于接触的材料与接触面的几何特性． 对

于球面接触，接触刚度系数一般给定为

Ｋ ＝ ４
３ σｉ ＋ σ ｊ( )

Ｒ ｉＲ ｊ

Ｒ ｉ ＋ Ｒ ｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１
２

．

式中，与材料有关的参数 σｉ，σ ｊ 给定为

σｋ ＝
１ － ν２

ｋ

Ｅｋ
． ｋ ＝ ｉ， ｊ( )

式中， νｋ，Ｅｋ 分别为与接触球面相关的泊松比和杨

氏模量． Ｈｅｒｔｚ 接触模型为纯弹性接触，没考虑能量

耗散问题，适用于嵌入深度较小的场合． 只考虑材

料弹性变形的接触力模型虽然简单，但对碰撞过程

的描述不准确，在碰撞过程中如不考虑能量耗散问

题，分析结果可能失真． 学者 Ｌａｎｋａｒａｎｉ 和 Ｎｉｋｒａｖｅｓｈ

提出 Ｌ－Ｎ 非线性连续接触力模型，该模型考虑了碰

撞过程中的能量耗散，反映出碰撞体的材料特性、几
何特征以及运动状态对碰撞过程的影响． Ｌ－Ｎ 接触

力公式可表示为

Ｆｎ ＝ Ｋδｎ ＋ Ｄδ·，
Ｄ 的表达式为

Ｄ ＝
３Ｋ（１ － ｃ２ｅ）δ

·

４δ
·

（ －）
．

式中： ｃｅ 为恢复系数， δ
·

（ －） 为撞击点的初始相对速

度． 因此，方程可以表示为

Ｆｎ ＝ Ｋδｎ １ ＋
３ １ － ｃ２ｅ( ) δ

·

４δ
·

（ －）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
．

　 　 在图 ３ 中，在 Ｃ 点处，假设构件 ３ 与构件 ４ 联接

的球关节含有间隙，不考虑摩擦的影响． 由于间隙

的存在，使得关节对构件的约束由运动约束转变为

力约束，系统受到了额外的附加力，接触碰撞力为

ｆＮ ＝Ｆｎｎ． 以拉格朗日乘子法建立的动力学方程调

整为

Ｍ ＣＴ
ｃ

Ｃｃ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｑ̈
λ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

Ｆｃ

γ － ２αΦ
·

－ β２Φ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
．

式中，下角标 ｃ表示为含间隙系统下的参数． Ｆｃ 包括

作用在机构上的广义外力以及接触碰撞力 ｆＮ 的广

义力． ＲＳＳＲ 机构中运动约束方程组 Φ 中需要去掉

与含间隙球关节相关的约束方程 Φ３ ． 为验证力学模

型与计算方法的准确性，首先采用较为简单的赫兹

接触力模型进行计算，曲柄驱动采用 ＰＤ 控制方法，
位置增益 ｋｐ 及速度增益 ｋｖ 系数见表 ３． 动力学方程

数值求解采用 Ｒ－Ｋ 定步长积分方法，积分步长为 ｔｓ ．
机构几何参数以及惯性参数见表 １，表 ２；含球关节

间隙以及接触力所需的相关参数见表 ３．
表 ３　 含间隙 ＲＳＳＲ 机构仿真参数

Ｔａｂ．３ 　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ＲＳＳＲ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｗｉｔｈ ｊｏｉｎｔ
ｃｌｅａｒａｎｃｅ

球关节
Ｒ ／
ｍｍ

ν
Ｅ ／

（ＧＰａ）
ｃｅ α β ｔｓ ／ ｓ ｋｐ ｋｖ

球窝 １０ ０．３ ２０７ ０．９ ５ ５ １ｅ－６ １０ ３０

球头 ９．５ ０．３ ２０７ ０．９ ５ ５ １ｅ－６ １０ ３０

　 　 当曲柄转动速度为 １ ２００ ｒ ／ ｍｉｎ 时，球关节含间

隙情况下，机构摇杆的角位移、速度加速度输出如

图 ４，图 ５ 所示．
　 　 由以上仿真结果可以得知，当间隙存在时，对输

出的角位移影响较弱，对速度的影响较大，影响尤其

显著的是角加速度，可以从图中间接知道，关节副元

素之间存在高频的冲击力．
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图 ５　 输出角速度、角加速度随时间变化规律图

　 　 Ｆｉｇ．５　 Ｃｈａｎｇｅ ｒｅｇｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｏｕｔｐｕｔ ａｎｇｌｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｄ

ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

３．２　 接触力模型影响分析

转速１２ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ，间隙量 ０．５ｍｍ（其他参数同

表 １～３）时，Ｈｅｒｔｚ 模型与 Ｌ－Ｎ 模型的动力学输出曲

线仿真对比，仿真时长为 ０．０２５ ｓ． 从图 ６ 中可以看

出，Ｌ－Ｎ 模型的加速度仿真结果其峰值要大于 Ｈｅｒｔｚ
模型．
　 　 在图 ７ 中，由于 Ｌ－Ｎ 模型考虑了碰撞过程中能

量损失的存在，在嵌入深度的对比中，在 Ｈｅｒｔｚ 模型

中出现了大量嵌入深度峰值极高的尖点，Ｌ－Ｎ 模型

中考虑了碰撞体的材料特性，局部变形和碰撞速度

等信息，其模拟出的嵌入深度要小于 Ｈｅｒｔｚ 模型，关
节接触力峰值大于 Ｈｅｒｔｚ 模型． 因此，可以得出在含

球关节间隙的 ＲＳＳＲ 机构中，两种模型将对仿真的

部分输出结果会产生较大的影响．
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图 ６　 摇杆角速度、角加速度随时间变化对比图
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图 ７　 球头球窝之间嵌入深度、关节接触力对比图

Ｆｉｇ．７　 Ｐｅｎｅｔｒａｔｉｏｎ ｄｅｐｔｈ ａｎｄ ｃｏｎｔａｃｔ ｆｏｒｃｅ

３．３　 曲柄输入转速影响分析

在 ＲＳＳＲ 等诸多含曲柄机构中，曲柄输入转速

的设置对机构的惯性力分布情况产生直接影响，进
而对机构的输出单元，连接构件等动力学特性产生

影响． 对不同曲柄输入转速下动力学输出曲线进行

对比分析，关节力采用 Ｈｅｒｔｚ 接触模型． 参数选取

为：关 节 间 隙 量 为 ０． ５ ｍｍ， 转 速 分 别 选 取 为

１ ２００ ｒ ／ ｍｉｎ，１２ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ． 图 ８ 反映了 Ｃ 点处球关

节球头中心相对于球窝中心的运动轨迹，在间隙量

为 ０． ５ ｍｍ 状态下，转速无论 １ ２００ ｒ ／ ｍｉｎ亦或是

１２ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ，球头相对球窝仍是分离状态占大多数

·７７·第 ７ 期 杨晓钧， 等： 含球关节间隙的 ＲＳＳＲ 机构动力学建模与仿真



时间． 球头中心运动轨迹多在间隙空间内，碰撞点

集中在间隙圆附近，在间隙球的两个区域分布较为

密集，与 ＲＳＳＲ 机构连杆和摇杆的运动时受到的约

束相关．
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图 ８　 不同转速下间隙圆、间隙球对比图

Ｆｉｇ．８　 Ｃｌｅａｒａｎｃｅ ｃｉｒｃｌｅ ａｎｄ ｂａｌｌ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｐｕｔ ｓｐｅｅｄｓ

３．４　 间隙尺寸影响因素分析

间隙尺寸的出现是造成含关节间隙多体系统输

出呈现特殊规律的直接原因，本小节将对含不同球

关节间隙量的 ＲＳＳＲ 空间机构输出动态特性进行对

比分析，探究间隙量的变化对机械系统动力学输出

特性的影响规律． 首先选取间隙量为 ０．５ 和０．１ ｍｍ
进行对比．

如图 ９，间隙量的调整可以显著地改变系统的

动力学输出特性． 比较球关节间隙 ０． ５ ｍｍ 和

０．１ ｍｍ时摇杆的输出加速度，通过观察发现，曲柄

几个转动周期后，０．５ ｍｍ 间隙量时的摇杆输出加速

度曲线毛刺现象变得极为剧烈，且呈现放大的趋势，
而间隙量为 ０．１ ｍｍ 时加速度的变化较为稳定，可见

间隙量的大小深刻影响着机构的动态特性．
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图 ９　 间隙量 ０．５ ｍｍ 和 ０．１ ｍｍ 输出加速度对比图

Ｆｉｇ． ９ 　 Ｏｕｔｐｕｔ ａｎｇｌｅ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ａｔ ０． ５ ｍｍ ａｎｄ ０． １ ｍｍ
ｃｌｅａｒａｎｃｅ

　 　 图 １０ 所示球头相对球窝嵌入深度可以发现，间
隙量的大小同样能够影响间隙运动副之间的碰撞剧

烈程度，间隙量减小，嵌入深度减小． 图 １０ 所示接

触力的变化趋势同样符合预期，间隙量由 ０．５ ｍｍ 减

小到 ０．１ ｍｍ 后，显著改善了关节受到高频剧烈撞击

力的情况．
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图 １０　 间隙量为 ０．５ ｍｍ 和 ０．１ ｍｍ 时嵌入深度、关节接触

力对比图

Ｆｉｇ．１０ 　 Ｐｅｎｅｔｒａｔｉｏｎ ｄｅｐｔｈ ａｎｄ ｃｏｎｔａｃｔ ｆｏｒｃｅ ａｔ ０． ５ ｍｍ ａｎｄ
０．１ ｍｍ ｃｌｅａｒａｎｃｅ

　 　 进一步仿真可以发现，虽然随着间隙量的减小，
加速度曲线的毛刺现象得到了进一步抑制， 但间隙

量同样减小 ５ 倍，由 ０．１ ｍｍ 减少到 ０．０２ ｍｍ 时，间
隙量对加速度曲线震荡峰值抑制效果没有 ０．５ ｍｍ
减少到 ０．１ ｍｍ 时明显． 间隙量为 ０．１ ～ ０．０２ ｍｍ 对

比时，球头球窝之间的嵌入深度、接触力同样没有

０．５～０．１ ｍｍ 对比时明显． 间隙量为 ０．０２ ｍｍ 时，球
头与球窝之间的嵌入深度峰值仅比间隙量为

０．１ ｍｍ时的嵌入深度减少约 １０％ ～ ２０％． 当系统运

转稳定后，０． １ ｍｍ 间隙所产生的接触力相比于

０．０２ ｍｍ间隙产生的接触力约大 １ 倍． 同时，随着间

隙量的进一步减小，球头球窝嵌入深度与接触力曲

线呈现出了更明显的规律性．
通过间隙量对系统输出影响的分析，我们得到

了相当多的信息． 在其他条件不变的情况下，间隙

量在最初的减小过程中可以显著抑制由间隙带来的

种种不利． 但当间隙量继续减少时，通过调整间隙

量起到的稳定系统的作用将有所下降． 间隙量的减

小有助于更加系统地分析关节间碰撞力的变化

规律．

４　 结　 论

本文采用拉格朗日乘子法，建立了理想的 ＲＳＳＲ
空间机构的动力学模型，在 ＰＤ 控制方法驱动下，正
动力学仿真结果与运动学结果比较，验证了动力学

建模的正确性；进一步建立了含单个球关节间隙的

ＲＳＳＲ 空间机构动力学模型，采用 Ｒ－Ｋ 数值方法，得

·８７· 哈　 尔　 滨　 工　 业　 大　 学　 学　 报　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 ５０ 卷　



出在含间隙情况下 ＲＳＳＲ 机构的动态特性规律；对
Ｈｅｒｔｚ 和 Ｌ－Ｎ 碰撞接触模型、曲柄输入转速以及关

节间隙尺寸因素对机构的动态输出产生的影响进行

了深入的分析． 得出如下结论：
１）Ｌ－Ｎ 接触力模型相对于 Ｈｅｒｔｚ 模型，由于考

虑接触碰撞过程中能量的损失，在仿真计算过程中

的计算得出嵌入深度小于 Ｈｅｒｔｚ 模型下的嵌入深

度；关节接触力峰值大于 Ｈｅｒｔｚ 模型下的接触力

峰值．
２）曲柄转速的增大，球关节接触力加大，嵌入

深度增加，球头与球窝的碰撞接触点主要分布于间

隙球的两个局部区域，与机构的连杆与摇杆的运动

规律相关．
３）球关节间隙对机构摇杆的位置输出有显著

的影响；对摇杆加速度的输出影响尤为剧烈；随着间

隙量的进一步减小，通过减小间隙量起到稳定系统

的作用不显著．
以上分析结果对于含球关节间隙空间机构的结

构设计、额定工作转速范围的选取以及球关节制造

加工工艺、精度要求等均有指导价值．

参考文献

［１］ ＳＵＮ Ｄｏｎｇｙａｎｇ， ＣＨＥＮ Ｇｕｏｐｉｎｇ， ＷＡＮＧ Ｔｉｅｃｈｅｎｇ． Ｗｅａｒ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ
ｏｆ ａ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｗｉｔｈ ｊｏｉｎｔ ｃｌｅａｒａｎｃｅ ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ａｌｅａｔｏｒｙ ａｎｄ ｅｐｉｓｔｅｍｉｃ
ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ， ２０１４， １３６： ０４１１０１－１． ＤＯＩ：
１０．１１１５ ／ １．４０２７６０７

［２］ 白争锋． 考虑铰间间隙的机构动力学特性研究［Ｄ］． 哈尔滨： 哈

尔滨工业大学， ２０１１： ５－２０．
ＢＡＩ Ｚｈｏｎｇｆｅｎｇ． Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｉｔｃｓ ｏｆ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ
ｗｉｔｈ ｊｏｉｎｔ ｃｌｅａｒａｎｃｅ［Ｄ］． Ｈａｒｂｉｎ： Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅｓ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
２０１１： ５－２０．

［３］ ＦＬＯＲＥＳ Ｐ， ＡＭＢＲＳＩＯ Ｊ， ＣＬＡＲＯ Ｊ． Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ
ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｉｍｐｅｒｆｅｃｔ ｊｏｉｎｔｓ： ｍｏｄｅｌｓ ａｎｄ ｃａｓｅ ｓｔｕｄｉｅｓ
［Ｍ］． Ｂｅｒｌｉｎ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ⁃Ｖｅｒｌａｇ， Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ， ２００８： ２－３．

［４］ ＴＡＳＯＲＡ Ａ， ＰＲＡＴＩ Ｅ， ＳＩＬＶＥＳＴＲＩ Ｍ． Ａ ｃｏｍｐｌｉａｎｔ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｓｙｓ⁃
ｔｅｍ ｆｏｒ ｒｅｖｏｌｕｔｅ ｊｏｉｎｔｓ ｗｉｔｈ ｃｌｅａｒａｎｃｅ［Ｃ］ ／ ／ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ
ｏｎ Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ． Ｐａｒｍａ： ＡＩＴＣ－ＡＩＴ， ２００６： ４－１０．

［５］ ＦＬＯＲＥＳ Ｐ． Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｗｅａｒ ｉｎ ｒｅｖｏｌｕｔｅ ｃｌｅａｒａｎｃｅ
ｊｏｉｎｔｓ ｉｎ ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｓｙｓｔｅｍｓ ［ Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ａｎｄ Ｍａｃｈｉｎｅ Ｔｈｅｏｒｙ，
２００９，４４：１２１－１２２．

［６］ ＴＡＳＯＲＡ Ａ， ＰＲＡＴＩ Ｅ ， ＳＩＬＶＥＳＴＲＩ Ｍ ． Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ
ｏｆ ｃｌｅａｒａｎｃｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｉｎ ａ ｒｅｖｏｌｕｔｅ ｊｏｉｎｔ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｌｉｎｉｃａｌ Ｖｉｒｏｌｏ⁃
ｇｙ， ２００９ ， ４４ （８） ：１９－２０．

［７］ ＥＲＫＡＹＡ Ｓ， ＵＺＭＡＹ Ｉ． Ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ ｏｎ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｊｏｉｎｔ ｃｌｅａｒａｎｃｅ ｏｎ
ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｆｏｕｒ⁃ｂａｒ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ［ Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ． ２００９，
５８：１７９－１９８．

［８］ ＳＨＩＡＵＴ， ＴＳＡＩ Ｙ， ＴＳＡＩ Ｍ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙａｎｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｐａｒａｌｌｅｌ
ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｗｉｔｈ ｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｊｏｉｎｔ ｅｆｆｅｃｔｓ ［ Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ａｎｄ
Ｍａｃｈｉｎｅ Ｔｈｅｏｒｙ． ２００８， ４３：４９１－５０５．

［９］ ＦＬＯＲＥＳＰ， ＬＡＮＫＡＲＡＮＩ Ｈ Ｍ． Ｓｐａｔｉａｌ ｒｉｇｉｄ⁃ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ
ｌｕｂｒｉｃａｔｅｄ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｃｌｅａｒａｎｃｅ ｊｏｉｎｔｓ： ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ．
Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１０， ６０（１）：９９－１１４．

［１０］ ＦＬＯＲＥＳ Ｐ， ＬＡＮＫＡＲＡＮＩ Ｈ Ｍ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ
ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｃｌｅａｒａｎｃｅ ｊｏｉｎｔｓ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
＆ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１２ ， ７ （３） ：６３６－６４７．

［１１］ＭＵＶＥＮＧＥＩＯ， ＫＩＨＩＵ Ｊ， ＩＫＵＡ Ｂ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ
ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｎ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｐｌａｎａｒ ｍｕｌｔｉ⁃ｂｏｄｙ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌｙ ｌｏｃａｔｅｄ ｆｒｉｃｔｉｏｎｌｅｓｓ ｒｅｖｏｌｕｔｅ ｃｌｅａｒａｎｃｅ ｊｏｉｎｔｓ［ Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａ⁃
ｎｉｓｍ ａｎｄ Ｍａｃｈｉｎｅ Ｔｈｅｏｒｙ， ２０１２， ５３： ３０－４９．

［１２］赵刚练，姜毅，郝继光． 考虑圆柱铰链间隙的多刚体系统动力学

计算方法［Ｊ］ ． 振动与冲击， ２０１３，３２（１７）：１７１－１７６．
ＺＨＡＯ Ｇａｎｇｌｉａｎ， ＪＩＡＮＧ Ｙｉ， ＨＡＯ Ｊｉｇｕａｎｇ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｍｅｔｈｏｄ
ｏｆ ｒｉｇｉｄ ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｓｙｓｔｅｍ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｊｏｉｎｔ
ｃｌｅａｒａｎｃｅ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｓｈｏｃｋ， ２０１３，３２（１７）：１７１－
１７６．

（编辑　 王小唯）

·９７·第 ７ 期 杨晓钧， 等： 含球关节间隙的 ＲＳＳＲ 机构动力学建模与仿真


