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变刚度轴承－碰摩转子机动飞行动力学响应
李小彭， 陈仁桢， 尚东阳， 陈延炜

（东北大学 机械工程与自动化学院， 沈阳 １１０８１９）

摘　 要： 为研究机动飞行状态下高速滚动轴承－转子耦合系统非线性动力学特性，利用有限元方法建立爬升－俯冲机动飞行

状态下含滚动轴承时变刚度的轴承－碰摩转子系统数学模型，并利用 Ｎｅｗｍａｒｋ－β 积分法对系统动力学方程进行求解． 模型中

考虑了滚动轴承时变刚度与转子非线性动力学特性之间的相互影响，分析了转子偏心及滚动轴承径向间隙的影响． 求解模型

得到了系统在不同状态下的时域图、频域图及分岔图等，并以此为依据对高速滚动轴承刚度的时变特性、轴承刚度与转子动

力学状态的相互影响、轴承－转子系统非线性特性、机动飞行状态对系统的影响及含碰摩故障的转子系统在机动飞行状态下

的动力学响应进行了分析． 研究结果表明：轴承刚度的时变特性与转子系统的动力学特性密切相关，是限制转子系统最高转

速的因素之一；机动载荷会使转子系统产生复杂的非线性动力学特性，但当系统转速较低时，机动载荷的引入能一定程度上

提高系统稳定性；随着碰摩刚度的增大，系统稳定运动区间减小．
关键词： 转子动力学； 非线性动力学； 轴承时变刚度； 机动飞行； 爬升－俯冲状态

中图分类号： ＴＵ１１３．１ 文献标志码： Ａ 文章编号： ０３６７－６２３４（２０２０）０１－０００１－０７

Ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｍａｎｅｕｖｅｒｉｎｇ ｆｌｉｇｈｔ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｒｏｔｏｒ
ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｒｉｎｇ

ＬＩ Ｘｉａｏｐｅｎｇ， ＣＨＥＮ Ｒｅｎｚｈｅｎ， ＳＨＡＮＧ Ｄｏｎｇｙａｎｇ， ＣＨＥＮ Ｙａｎｗｅｉ

（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ， Ｎｏｒｔｈｅａｓｔｅｒｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｓｈｅｎｙａｎｇ １１０８１９， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｏ ｓｔｕｄｙ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｈｉｇｈ⁃ｓｐｅｅｄ ｒｏｌｌｉｎｇ ｂｅａｒｉｎｇ⁃ｒｏｔｏｒ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ
ｍａｎｅｕｖｅｒｉｎｇ ｆｌｉｇｈｔ， ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｂｅａｒｉｎｇ⁃ｒｕｂ⁃ｉｍｐａｃｔ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｒｉｇｉｄｉｔｙ ｏｆ ｒｏｌｌｉｎｇ
ｂｅａｒｉｎｇｓ ｉｎ ｃｌｉｍｂｉｎｇ⁃ｄｉｖｉｎｇ ｍａｎｅｕｖｅｒｉｎｇ ｆｌｉｇｈｔ ｗａｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ， ａｎｄ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ
ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗａｓ ｓｏｌｖｅｄ ｂｙ Ｎｅｗｍａｒｋ⁃β ｉｎｔｅｇｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ｏｆ ｒｏｌｌｉｎｇ ｂｅａｒｉｎｇｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｒｏｔｏｒ ｉｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｍｏｄｅｌ， ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ ｔｈｅ
ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｃｃｅｎｔｒｉｃｉｔｙ ｏｆ ｒｏｔｏｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｃｌｅａｒａｎｃｅ ｏｆ ｒｏｌｌｉｎｇ ｂｅａｒｉｎｇｓ． Ｂｙ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ， ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃
ｄｏｍａｉｎ ｄｉａｇｒａｍ， ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ⁃ｄｏｍａｉｎ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔａｔｅｓ ａｒｅ
ｏｂｔａｉｎｅｄ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅｓｅ， ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ｈｉｇｈ⁃ｓｐｅｅｄ ｒｏｌｌｉｎｇ ｂｅａｒｉｎｇｓ， ｔｈｅ
ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ｂｅａｒｉｎｇｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔａｔｅ ｏｆ ｒｏｔｏｒ， ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅａｒｉｎｇ⁃ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ， ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｎｅｕｖｅｒｉｎｇ ｆｌｉｇｈｔ ｓｔａｔｅ ｏｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｒｏｔｏｒ
ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｒｕｂ⁃ｉｍｐａｃｔ ｆａｕｌｔ ｉｎ ｍａｎｅｕｖｅｒｉｎｇ ｆｌｉｇｈｔ ａｒｅ ａｎａｌｙｚｅｄ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｂｅａｒｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆａｃｔｏｒｓ ｒｅｓｔｒｉｃｔｉｎｇ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｓｐｅｅｄ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ， ｉｓ
ｃｌｏｓｅｌｙ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ． Ｂｅｃａｕｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｎｅｕｖｅｒｉｎｇ ｌｏａｄ， ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｎｏｎ
－ｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｗｉｌｌ ｂｅ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ， ｂｕｔ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｓｐｅｅｄ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｌｏｗ， ｔｈｅ
ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｌｌ ｂｅ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｔｏ ｓｏｍｅ ｅｘｔｅｎｔ ｄｕｅ ｔｏ ｔｈｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｍａｎｅｕｖｅｒｉｎｇ ｌｏａｄｓ． Ｔｈｅ ｓｔａｂｌｅ
ｍｏｔｉｏｎ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｄｅｃｒｅａｓｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｏｆ ｒｕｂ⁃ｉｍｐａｃｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｒｏｔｏｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ； ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ； ｂｅａｒｉｎｇ ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ； ｍａｎｅｕｖｅｒｉｎｇ ｆｌｉｇｈｔ； ｃｌｉｍｂｉｎｇ⁃
ｓｕｂｄｕｃｔｉｏｎ ｓｔａｔｅ

收稿日期： ２０１９－０１－０３
基金项目： 国家自然科学基金（５１８７５０９２）；

国家自然科学基金联合基金（Ｕ１７０８２５７）
作者简介： 李小彭（１９７６—），男，教授，博士生导师；

陈仁桢（１９８７—），男，博士研究生
通信作者： 李小彭，ｘｐｌｉ＠ ｍｅ．ｎｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

　 　 机动飞行指飞机飞行状态随时间改变的飞行动

作，是对航空发动机性能评价的重要指标［１］ ． 机动

飞行状态会将附加的激励力即机动载荷引入到航空

发动机转子系统中，并改变转子系统的非线性动力

学状态． 在某些参数下，可能造成系统的严重失稳，
对航空发动机的安全运行造成严重威胁． 此外，系
统实际工作过程中，轴承的刚度特性是受转子运动

状态影响而不断改变的，同时转子运动状态也会受

轴承刚度变化的影响而发生变化． 含碰摩故障的航

空发动机在机动飞行状态下高转速运行时尤其如



此，碰摩故障、轴承与转子系统相互耦合，使系统表

现出强烈的非线性行为．
一直以来，高速滚动轴承－转子系统的研究都

是学者们关注的热点． Ｈａｒｓｈａ 等［２］ 建立了考虑轴承

径向间隙及滚道表面波纹度等因素的深沟球轴承－
高速转子分析模型． Ｌｉｅｗ 等［３］ 基于 Ｈｅｒｔｚ 理论对齿

轮系统中滚动轴承刚度的时变特征进行了分析计

算． Ｐｅｔｅｒｓｅｎ 等［４］提出了一个考虑变载荷和时变刚

度的滚动轴承模型，并对轴承含缺陷时的刚度变化

进行了计算和分析． 曹宏瑞等［５］ 建立了考虑离心

力、陀螺力矩、轴承内圈离心膨胀和热变形的高速滚

动轴承模型，并计算了轴承的时变刚度． Ｃａｏ 等［６］提

出了一种新的基于刚性元件的滚动轴承－转子系统

动态建模方法并进行了实验验证． Ｗｕ 等［７］ 利用力

与变形的关系建立了圆锥滚子轴承弯曲刚度的计算

模型，并采用传递矩阵法研究了轴承变形对转子系

统的影响．
Ｂａｔａｉｌｌｙ 等［８］利用模态坐标转换法将离散后的

高自由度方程简化为低自由度的方程，基于拉格朗

日乘子法研究了叶片和机匣间的碰摩问题． Ｇｒｏｌｌ
等［９］提出了一种数值方法，求解了碰摩转子系统周

期解及其稳定性，基于谐波平衡的思想，分析了系统

的分岔行为． 陈果等［１０］建立了考虑叶片数和动态转

静间隙的碰摩模型，并对模型的碰摩特性进行了研

究． Ｍａ 等［１１］分析了碰摩与裂纹故障耦合动力学及

碰摩与油膜失稳故障耦合动力学．
杨永锋等［１２－１３］ 研究了机动飞行作用下的考虑

裂纹因素的刚性支撑转子系统的非线性动力学响

应． 但对机动飞行的研究所建立的模型为简单平面

运动，对于空间复杂飞行运动没有给出机动载荷的

推导． 祝长生等［１４－１５］利用拉格朗日方程建立了飞机

在做任意机动飞行时多盘转子系统运动微分方程，
用数值方法研究了飞机在水平盘旋、俯冲拉起和横

滚机动飞行对转子系统的动力学影响． 但是仅考虑

了线性支承，忽略了大量非线性因素对系统的影响．
Ｈｏｕ 等［１６－１７］建立了滚动轴承支承下的转子系统在

机动飞行条件下的动力学微分方程，并且考虑了碰

摩及裂纹等故障，利用数值法研究了机动载荷对系

统的非线性动力学影响．
为建立更符合实际工况的轴承－转子系统模

型，考虑滚动轴承时变刚度与转子非线性动力学特

性之间的相互影响，本文建立了爬升－俯冲机动飞

行状态下含滚动轴承时变刚度的轴承－碰摩转子系

统模型，讨论了轴承刚度的时变规律与转子动态特

性间的相互关系，研究了机动载荷对系统非线性动

力学特性的影响，并分析了含碰摩刚度的变刚度轴

承－转子系统非线性动力学特性．

１　 系统模型

１．１　 机动飞行状态下轴承－转子系统模型

图 １ 为变刚度轴承－碰摩转子系统有限元模型结

构图． 模型考虑了节点位移对轴承支承刚度 ｋｂ１ 与 ｋｂ２

的动态影响，同时考虑在节点 ５ 处发生单点碰摩． 此
外，模型考虑转子偏心及滚动轴承径向间隙的影响．
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节点 １、６—高速滚动轴承；节点 ２、５—集中质量圆盘； ｍ１、ｍ２— 转盘

１、２ 的集中质量； ｍｂ１、ｍｂ２— 左、右支撑轴承的集中质量；ｅ１、ｅ２— 转

盘 １和 ２的偏心距；Ｊｄｉ、Ｊｐｉ（ ｉ ＝ １，２）—转盘 １和 ２的直径转动惯量和

极转动惯量；ｋｂ１、ｋｂ２— 左、右支撑轴承的刚度；ｃｂ１、ｃｂ２— 左、右轴承

外圈与轴承座的连接阻尼，Ｋｒ— 碰摩刚度；μｒ— 摩擦因数

图 １　 转子－滚动轴承系统模型
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　 　 根据 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，对转子系统单元轴段的动

力学微分方程进行推导：
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（ｘ ＋ ｌ２θｙ）２］ ｙ － ｌ２θｘ( ) ＋ ｃ（２ｙ· ＋ ｌ１θ
·

ｘ － ｌ２θ
·

ｘ） ＝

ｍω２ｅｃｏｓ ωｔ ＋ ｍ（ω２
ｘ ＋ ω２

ｚ）ｙ － ｍ（ωｙωｘ － ω·ｚ）ｘ ＋

２ｍωｚｘ
· － ｍ（ｙ̈Ｆ ＋ ωｘｚ

·
Ｆ － ωｚｘ

·
Ｆ ＋ ωｚωｙｚ ＋ ω·ｘｚ），

（１）

ｍｘ̈ ＋ ｋ（２ｘ － ｌ１θｙ － ｌ２θｙ） ＋ α［ ｙ ＋ ｌ１θｘ( ) ２ ＋

（ｘ － ｌ１θｙ） ２］（ｘ － ｌ１θｙ） ＋ α［ ｙ － ｌ２θｘ( ) ２ ＋

（ｘ ＋ ｌ２θｙ） ２］ ｘ ＋ ｌ２θｙ( ) ＋ ｃ（２ｘ· － ｌ１θ
·

ｙ － ｌ２θ
·

ｙ） ＝

ｍω２ｅｓｉｎωｔ ＋ ｍ（ω２
ｚ ＋ ω２

ｙ）ｘ － ｍ（ωｙωｘ ＋ ω· ｚ）ｙ ＋

２ｍωｚｙ
· － ｍ（ ｘ̈Ｆ － ωｙｚ

·
Ｆ ＋ ωｚｙ

·
Ｆ ＋ ωｘωｚｚ － ω·ｙｚ），

（２）

Ｊｄ θ̈ｙ ＋ ｋ － （ｘ － ｌ１θｙ） ｌ１ ＋ ｘ ＋ ｌ２θｙ( ) ｌ２[ ] －

α ｙ ＋ ｌ１θｘ( ) ２ ＋ （ｘ － ｌ１θｙ） ２[ ] （ｘ － ｌ１θｙ） ｌ１ ＋

α ｙ － ｌ２θｘ( ) ２ ＋ （ｘ ＋ ｌ２θｙ） ２[ ] （ｘ ＋ ｌ２θｙ） ｌ２ ＋

ｃ － （ｘ· － ｌ１θ
·

ｙ） ｌ１ ＋ （ｘ· ＋ ｌ２θ
·

ｙ） ｌ２[ ] － Ｊｐωθ
·

ｘ ＝

－ Ｊｐωωｘ － Ｊｄω
·

ｙ，

（３）
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Ｊｄ θ̈ｘ ＋ ｋ － （ｙ ＋ ｌ１θｘ） ｌ１ ＋ ｙ － ｌ２θｘ( ) ｌ２[ ] －

α ｙ ＋ ｌ１θｘ( ) ２ ＋ （ｘ － ｌ１θｙ） ２[ ] （ｙ ＋ ｌ１θｘ） ｌ１ ＋

α ｙ － ｌ２θｘ( ) ２ ＋ （ｘ ＋ ｌ２θｙ） ２[ ] （ｙ － ｌ２θｘ） ｌ２ ＋

ｃ－ （ｙ· ＋ ｌ１θ
·

ｘ） ｌ１ ＋ （ｙ· － ｌ２θ
·

ｘ） ｌ２ ] － Ｊｐωθ
·

ｙ ＝
－ Ｊｐωωｙ － Ｊｄω·ｘ ．

（４）
式中： ｍ为圆盘质量，ｅ为转盘的偏心距，ω为转子的

转速，ϕ０ 为转盘偏心的初始相位，ｘ·Ｆ 为飞机飞行时

在 ｏｘ轴上的速度分量，ｙ·Ｆ 为飞机飞行时在 ｏｙ轴上的

速度分量，ｚ·Ｆ 为飞机飞行时在 ｏｚ 轴上的速度分量，
ωｘ 为 飞机在 ｏｘｙｚ 坐标系中关于 ｏｘ 轴的角速度分量，
ωｙ 为飞机在 ｏｘｙｚ 坐标系中关于 ｏｙ 轴的角速度分量，
ωｚ 为飞机在 ｏｘｙｚ 坐标系中关于 ｏｚ 轴的角速度分量．

式（１） ～ （４）中，方程右端包括转子不平衡力和

机动飞行所引起的附加刚度、阻尼和激励力效应，机
动飞行效应写成矩阵形式为

ＦＦ ＝ ＦＦ１ ＋ ＦＦ２ ＋ ＦＦ３ ＝

ｍ（ω ２
ｘ ＋ ω ２

ｚ ）ｙ － ｍ（ω ｙω ｚ － ω· ｘ） ｚ

ｍ（ω ２
ｘ ＋ ω ２

ｙ） ｚ － ｍ（ω ｙω ｚ ＋ ω· ｘ）ｙ
０
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＋

２ｍω ｘｚ
·

２ｍω ｘｙ·

０
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＋

－ ｍ（ ｙ̈Ｆ ＋ ω ｚｘ·Ｆ － ω ｘｚ
·
Ｆ ＋ ω ｘω ｙｘ ＋ ω· ｚｘ）

－ ｍ（ ｚ̈Ｆ － ω ｙｘ·Ｆ ＋ ω ｘｙ·Ｆ ＋ ω ｘω ｚｘ － ω· ｙｘ）
－ Ｊｐωω ｚ － Ｊｄω· ｙ

Ｊｐωω ｙ － Ｊｄω· ｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

．

式中： ＦＦ １ 为附加刚度效应，ＦＦ２ 为附加阻尼效应，
ＦＦ３ 为附加惯性力及附加惯性力矩． 通常情况下，附
加刚度效应远小于系统固有的刚度，附加阻尼效应

与飞机横滚运动有直接关系．
设 Ｆ１ 为飞机做水平盘旋运动时对转盘引起的

附加激励力，Ｆ２ 为飞机做俯冲 － 拉起运动时对转盘

引起的附加激励力，Ｆ３ 为飞机做横滚运动时对转盘

引起的附加激励力，且
Ｆ１ ＝ ［０ ｍωｙｘ·Ｆ ０ Ｊｐωωｙ］ Ｔ，

Ｆ２ ＝ ［ － ｍωｚｘ·Ｆ ０ － Ｊｐωωｚ ０］ Ｔ，

Ｆ３ ＝ ［２ｍωｘｚ· ２ｍωｘｙ· ０ ０］ Ｔ ．

由此可得机动飞行对转子系统产生的附加激励力．
方程的推导中并没有将转盘的欧拉角假设成小量．
因此该模型不仅适用于简单飞行状况，还能用于飞

机在空间任意飞行状态的研究．
１．２　 滚动轴承时变刚度模型

如图 ２ 所示， 设时间 ｔ０ ＝ ０ 时转轴轴心与轴承

内圈轴心重合于坐标零点，当 ｔ１ ＝ ｔ０ ＋ Δｔ时，轴承内

圈随转轴运动产生位移 Δ１ ＝ ［δ ｘ １　 δ ｙ １　 φ ｘ １　 φ ｙ １］ Ｔ，
利用Ｈｅｒｔｚ接触理论和Ｈａｒｒｉｓ滚动轴承模型，采用文

献［１８］ 计算得到的轴承主对角刚度矩阵 Ｋ，即可得

到 ｔ１ 时刻转轴对轴承的作用力Ｆ ＝Δ１Ｋ，将轴承对转

子的支反力 － Ｆ ＝ ［ － Ｆｘ １ 　 － Ｆｙ １ 　 － Ｍｘ １ 　 － Ｍｙ １］ Ｔ

引入系统整体有限元模型，即可计算当 ｔ２ ＝ ｔ１ ＋ Δｔ
时的转轴位置 Δ２ ＝ ［δ ｘ ２　 δ ｙ ２　 φ ｘ ２　 φ ｙ ２］ Ｔ，以此类推

即可得到轴承刚度随转子运动产生的时变规律及转

子受轴承 时变刚度影响所产生的非线性动力学

行为．

F
O(o)

ω ω

Fo
O x

yy

xx

图 ２　 滚动轴承时变刚度模型

Ｆｉｇ．２　 Ｂｅａｒｉｎｇ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

１．３　 有限元建模及求解

采用 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 梁进行有限元建模，得动力学微

分方程为

ＭＸ̈ ＋ （Ｃ － ωＧ）Ｘ
·

＋ ＫＸ ＝ Ｆｅ ＋ ＦＦ ＋ Ｇ ＋ ＦＰ ＋ Ｆｈ ．
式中： Ｆｐ 为单点碰摩力矩阵，采用文献［１０］ 的新型

碰摩模型计算获得，另有不平衡力矩阵 Ｆｅ、重力矩

阵 Ｇ 及轴承力矩阵 Ｆｂ 为

　 Ｆｅ ＝

０，０，０，０，ｍ１ｅ１ω ２ｃｏｓωｔ，ｍ１ｅ１ω ２ｓｉｎωｔ，

０，０，０，０，０，０，０，０，０，０，ｍ２ｅ２ω ２ｃｏｓωｔ，

ｍ２ｅ２ω ２ｓｉｎωｔ，０，０，０，０，０，０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ｔ

，

　 Ｇ ＝
０，０，０，０，０， － ｍ１ｇ，０，０，０，０，０，０，
０，０，０，０，０， － ｍ２ｇ，０，０，０，０，０，０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ

，

　 Ｆｂ ＝
－ Ｆｘ１， － Ｆｙ１，０，０，０，０，０，０，０，０，０，０，
０，０，０，０，０，０，０，０， － Ｆｘ２， － Ｆｙ２，０，０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ

．

本文仅考虑系统在竖直平面内迅速爬升－俯冲

的飞行状态，故引入爬升－俯冲机动载荷矩阵

Ｆｈ ＝
０，０，０，０，０，ｍ１ω ｘｖ，０，Ｊｐ１ωω ｘ，０，０，
０，０，０，０，０，０，０，ｍ２ω ｘｖ，０，Ｊｐ２ωω ｘ，０，
ｍｂ１ω ｘｖ，０，ｍｂ２ω ｘｖ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ｔ

．

（８）
式中： ｖ 为航行速度， ω ｘ 为俯仰角速度．

使用 Ｎｅｗｍａｒｋ－β 法对系统动力学方程进行求

解，计算过程如图 ３ 所示．
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结束

t=tmax?
N

Y

tn+1=tn+Δt

Newmark方法求解系统动力学方程

将轴承力引入系统动力学方程

计算轴承刚度矩阵及非线性轴承力

给定轴承、转子参数及转子位移初始值

开始

图 ３　 系统动力学方程求解流程图

Ｆｉｇ． ３　 Ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

　 　 轴承选用 ７２０４Ｃ 角接触球轴承． 转轴弹性模量

Ｅ ＝ ２０９ ＧＰａ，泊松比μ ＝ ０．３，材料密度 ρ ＝ ７ ８５０ ｋｇ ／ ｍ３，
转子结构参数见表 １．

表 １　 转子结构参数

Ｔａｂ．１　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｒｏｔｏｒ

单元 长度 ／ ｃｍ 外径 ／ ｃｍ

１ １０ ２．２

２ ２０ ２．２

３ １５ ２．２

４ ５ ２．２

５ １０ ２．２

２　 系统动力学特性分析

２．１　 轴承时变刚度对系统的影响

图 ４ 给出了不同转速下轴承径向刚度时变规律

图及系统轴心轨迹图． 不考虑机动载荷及碰摩故障

的影响，图 ４（ａ）、（ｂ）、（ ｃ）分别表示系统处于拟周

期运动、单周期运动、混沌运动状态时轴承刚度的时

变规律． 可见，当系统处于单周期运动状态时，轴承

刚度的波动范围较小，且随着工作时间的推移刚度

趋于稳定，此时轴承刚度可近似为定值；当系统处于

拟周期运动状态时，轴承刚度呈周期性变化，刚度变

化范围较单周期运动时有所增大；当系统进入混沌

状态后，轴承刚度的变化也失去周期性，刚度波动幅

度进一步增大．
　 　 图 ５～７ 为定刚度轴承－转子系统和周期时变刚

度轴承－转子系统的分岔图． 其中图 ５ 未考虑机动

载荷及碰摩故障的影响，图 ６ 中仅引入机动载荷

Ｇ ＝ ４，图 ７ 中仅考虑碰摩刚度 Ｋｒ ＝ ３×１０６ Ｎ ／ ｍ． 对

比图 ５ 与图 ８（ａ）、图 ６ 与图 ８（ｂ）、图 ７ 与图 ９ 可见，

考虑轴承时变刚度的转子系统模型在各个参数影响

下均表现出更丰富的非线性动力学状态． 图 ９ 中三

维频谱图横坐标频率比（Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒａｔｉｏ）代表系统

共振频率与主频率比值．
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图 ４　 轴承时变刚度与系统响应

Ｆｉｇ．４　 Ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ａｎｄ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ
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ω/(105r?min-1)
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μm x/
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1.0 1.5 2.0 2.5
ω/(105r?min-1)

　 　 　 （ａ）定刚度　 　 　 　 　 　 　 （ｂ）周期变刚度

图 ５　 不同轴承刚度下系统响应

Ｆｉｇ．５　 Ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｅａｒｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
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-100

-300
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1.0 1.5 2.0 2.5

ω/(105r?min-1)
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-200

-350

x/
μm

x/
μm

　 （ａ）定刚度　 　 　 　 　 　 　 （ｂ）周期变刚度

图 ６　 Ｇ＝４ 时不同轴承刚度下系统响应

Ｆｉｇ．６　 Ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｅａｒｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｆｏｒ Ｇ ＝ ４
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　 （ａ）定刚度　 　 　 　 　 　 　 （ｂ）周期变刚度

图 ７　 Ｋｒ ＝３×１０６ Ｎ ／ ｍ 时不同轴承刚度下系统响应

Ｆｉｇ． ７ 　 Ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｅａｒｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｆｏｒ
Ｋｒ ＝ ３×１０６ Ｎ ／ ｍ
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　 （ａ） Ｇ ＝ ０　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ） Ｇ ＝ ４

图 ８　 变刚度轴承－转子系统分岔图

　 　 Ｆｉｇ．８　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｂｅａｒｉｎｇ⁃ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
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图 ９　 Ｋｒ ＝３×１０６ Ｎ ／ ｍ 时系统响应

Ｆｉｇ．９　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ Ｋｒ ＝ ３×１０６ Ｎ ／ ｍ

　 　 在转速低于 １５ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ 及高于 ２２ ６００ ｒ ／ ｍｉｎ
区间，系统产生大量倍周期分岔现象，且整体倍周期

分岔点向低转速方向平移． 轴承时变刚度对转子系

统在低转速区间的影响不仅适用于航空发动机，也
适用于离心机及压缩机等工业机械，而其对高转速

区间的影响也是提高转子系统最高转速的限制条件

之一．
　 　 综上可见，以往将系统中轴承刚度视为定值或

周期变化值所建立的模型并不能准确表述系统所有

的运动状态，有必要建立轴承刚度随转子瞬时运动

状态改变而改变的系统模型．
２．２　 机动载荷对变刚度轴承－转子系统的影响

不考虑碰摩故障的影响，设 Ｇ ＝ ωｘｖ ／ ｇ 为俯仰机

动载荷． 图 ８ 所示分别为不含机动载荷 （Ｇ ＝ ０） 和

含机动载荷（Ｇ ＝ ４） 时系统的整体分岔图． 可见，当
转速位于 ω ＝ １０ ０００ ～ １２ ０００ｒ ／ ｍｉｎ 时，系统稳定性

提高，更多转速区间表现为单周期运动；当转速为

ω ＝ １２ ０００～１５ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ 时，系统分岔点提前，且含机

动载荷时系统的倍周期运动区间更大，转子轴心轨迹

轴向位移增大；当转速为 ω ＝ １５ ０００～ ２５ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ
时，系统分岔增加，稳定区间减小． 可见，引入机动载荷

的影响后，系统动态特性产生了较为显著的变化．
图 １０ 为 ω ＝ １６ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ，机动载荷 Ｇ ＝ ２ 时系

统的轴心轨迹及庞加莱截面图． 结合图 ８ 可知，在
机动载荷 Ｇ ＝ ０ 和 Ｇ ＝ ４ 时， 系统表现为单周期运动

或拟周期运动；当 Ｇ ＝ ２ 时系统表现为混沌运动，可
见在该转速区间特定机动载荷会对系统产生较大的

影响．
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图 １０　 Ｇ＝２ 时系统在竖直方向上的振动响应

Ｆｉｇ．１０　 Ｖｅｒｔｉｃａｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ Ｇ ＝ ２

　 　 综上可见，在低转速下，机动载荷能在一定程度

上提高系统的稳定性，因为在低转速下机动载荷的

对系统施加的竖直方向上的离心力抑制了轴承非线

性力对系统的影响． 在中高转速区间特定机动载荷

会导致系统进入混沌状态，应尽量避免． 在超高转

速区间，变刚度轴承的非线性力对系统的影响占据

主导地位，机动载荷的影响相对减小． 其中，将 ω ＝
１０ ０００～１４ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ 视为相对低转速区间，将 ω ＝
１４ ０００ ～ １８ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ 视为中转速区间，将 ω ＝
１８ ０００～ ２２ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ 视为高转速区间， 将 ω ＝
２２ ０００～２５ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ 视为超高转速区间．
２．３　 机动飞行下碰磨转子系统动力学分析

考虑节点 ５ 处发生单点碰摩，图 ９、１１、１２ 分别

为不同碰摩刚度下系统全局分岔图和三维频谱图．
由分岔图可见，当转速低于１２ ４００ ｒ ／ ｍｉｎ时，系统运

动状 态 受 碰 摩 刚 度 影 响 较 小； 当 转 速 高 于

１２ ４００ ｒ ／ ｍｉｎ时，随着碰摩刚度的提高，系统的动力

学特性变得愈加的复杂，分岔及混沌区间增加，系统

稳定运动区间减小．
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　 　 由频谱图可见，当转速低于 １２ ４００ ｒ ／ ｍｉｎ 时，系
统产生超谐共振， 频率成分主要包含 ω、１．１４ω 及

１．２９ω； 当转速高于 １２ ４００ ｒ ／ ｍｉｎ 后，频率成分以亚

谐共振为主，包括０．１４ω、０．４３ω、０．５ω及０．７１ω等，且
随碰摩刚度增大频率成分增多，振幅增大．
　 　 设碰摩刚度 Ｋｒ ＝ ３×１０６ Ｎ ／ ｍ，图 １３ 为不同机动

载荷下转子系统全局分岔． 对比图 ９ 可见，当系统

存在碰摩故障时，随着机动载荷提高，系统稳定区间

减少，倍周期运动区间增加，且在多个转速区间表现

出更加复杂的分岔现象． 由此可知，机动载荷的提

高一定程度上等效于增大了系统的碰磨量．
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图 １１　 Ｋｒ ＝１×１０６ Ｎ ／ ｍ 时系统响应
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图 １２　 Ｋｒ ＝５×１０６ Ｎ ／ ｍ 时系统响应
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图 １３　 Ｋｒ ＝３×１０６ Ｎ ／ ｍ 时不同机动载荷下系统响应

Ｆｉｇ．１３ 　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｎｅｕｖｅｒｉｎｇ

ｌｏａｄｓ ｆｏｒ Ｋｒ ＝ ３×１０６ Ｎ ／ ｍ

３　 结　 论

１）轴承时变刚度不仅对处于正常工作转速区

间的转子系统动力学状态存在影响，也是限制转子

系统最高转速的因素之一． 为准确描述轴承、转子

非线性动力学间的相互影响，有必要建立轴承刚度

随转子瞬时运动状态改变而改变的系统模型．
２）在机动载荷的作用下，系统产生的更加复杂

的非线性现象． 随着机动载荷的增加，系统整体稳

定运动区间减少． 在低转速区间，提高机动载荷能

一定程度上提高系统稳定性，且在中高转速下特定

机动载荷能导致系统产生强烈的非线性现象，在超

高转速区间轴承非线性力的作用超过机动载荷对系

统的影响．
３）碰摩故障会对机动飞行状态下的转子系统

产生明显的影响． 随着碰摩刚度的提高，系统的分

岔和混沌运动区间增加，系统运动稳定性降低，且碰

摩故障对系统稳定性的影响随转速的提高而增大．
系统频率成分以亚谐共振为主，当碰摩故障达到一

定程度时会导致系统损毁失效． 提高机动载荷一定

程度上等效于增大了系统的碰磨量．
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（编辑　 杨　 波）



























































































 



冷劲松教授课题组在 ４Ｄ 打印形状记忆聚合物新型可降解

心脏病封堵装置研究领域取得重要进展

　 　 我校航天学院复合材料与结构研究所冷劲松教授课题组近日在《先进功能材料》（《Ａｄｖａｎｃｅｄ Ｆｕｎｃ⁃
ｔｉｏｎａｌ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ》）上发表题为“４Ｄ 打印可生物降解及远程驱动控制的形状记忆封堵装置（４Ｄ－Ｐｒｉｎｔｅｄ
Ｂｉｏｄｅｇｒａｄａｂｌｅ ａｎｄ Ｒｅｍｏｔｅｌｙ Ｃｏｎｔｒｏｌｌａｂｌｅ Ｓｈａｐｅ Ｍｅｍｏｒｙ Ｏｃｃｌｕｓｉｏｎ Ｄｅｖｉｃｅｓ）”的文章． 该研究将可编程的形

状记忆聚合物与 ３Ｄ 打印技术相结合，设计并制备了可个性化定制、可生物降解及远程驱动可控的形状

记忆聚合物封堵器，有望成为金属封堵器的潜在替代装置． 以房间隔缺损（ＡＳＤ）封堵器为例，该项研究

设计了可编程的形状记忆 ＡＳＤ 封堵器． 封堵器包含框架式支撑结构和阻流膜，引入磁性纳米颗粒实现

结构的远程可控展开；优化设计框架几何参数以实现结构的高收纳比和优良的力学性能；通过模拟人体

载荷工况，评估了封堵器的承载能力；体外细胞培养及体内植入实验表明：封堵器具有良好的生物相容

性，利于细胞粘附及新生组织向封堵器内生长，有助于快速内皮化；Ｈ＆Ｅ 染色结果显示植入两周后可见

降解颗粒，验证了封堵器的可降解性；可行性验证表明封堵器可快速、完全地实现编程回复及封堵过程．
该工作以 ＡＳＤ 封堵器为例，其他类型的封堵装置也可以类似的方式设计和制造． 论文第一作者为我校

博士生林程，共同通讯作者为冷劲松教授和刘立武教授． 此项研究得到哈尔滨医科大学附属第一医院

富路、李元十及博士生吕金鑫的大力支持．

（编辑： 刘培香）
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