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ａｌ．［ １ ７ ］ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｅｔｈｏｄ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｓｉｎｇｌｅ
ａｘｉｓ ｒｏｔａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｏｏｌ ｄａｔａ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｂｏｔ ｍｅａｓｕｒｅｄ ｂｙ ａ
ｌａｓｅｒ ｔｒａｃｋｅｒ ｉｎ ｒｅａｌ⁃ｔｉｍｅ． Ｉｎ ｔｈｅ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ，
ｃｉｒｃｕｌａｒ ｌｏｃｕｓ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｒｏｂｏｔ ｓｉｎｇｌｅ ａｘｉｓ
ｒｏｔａｔｉｏｎ ｉｓ ｓｐａｔｉａｌ ｃｉｒｃｌｅ ｆｉｔｔｅｄ， ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｎｏｒｍａｌ
ｖｅｃｔｏｒ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ ｉｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ，
ａｎｄ ａｔ ｌａｓｔ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｄｕｅ ｔｏ
ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ． Ｇａｎ ｅｔ ａｌ．［１ ８ ］ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａｎ ＡＢＦ
ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉ⁃ｒｏｂｏｔ ｓｙｓｔｅｍ． Ｉｎ ｔｈｉｓ
ｍｅｔｈｏｄ， ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ “ ｈａｎｄｃｌａｓｐ” ｍａｎｉｐｕｌａｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ
ｔａｕｇｈｔ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｗｏ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｄ ｒｏｂｏｔｓ ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ ｒｏｂｏｔ
ｗｏｒｋｓｐａｃｅ ａｎｄ ｕｓｅｄ ｔｈｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｐｏｉｎｔｓ ｒｅｌｅｖａｎｔ ｐｏｓｉｔｉｏｎ
ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ， ａｎｄ ｉｔ ｒｅａｌｉｚｅｄ ＡＢＦ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｂｙ ａｎ
ｏｐｔｉｍａｌ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ． Ｑｉ ｅｔ ａｌ．［１ ９ ］ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ａ ｎｏｖｅｌ
ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｃａｌｉｂｒａｔｉｎｇ ｔｈｅ ＡＢＦ ａｕｔｏｍａｔｉｃａｌｌｙ ｗｈｉｃｈ ｗａｓ
ａ ｐｏｓｅ ｍａｔｒｉｘ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｒｏｂｏｔｓ ＡＢＦ ａｎｄ ｅｘｔｅｒｎａｌ
ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｑｕｉｐｍｅｎｔ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎ
ａｎｄ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｓｔｅｐｓ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒ ｏｆ

·７６·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２４， Ｎｏ．６， ２０１７

ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ ｒｏｂｏｔｓ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ
ｃｏｍｐｏｓｅｄ ｏｆ ａ ６⁃ＤＯＦ ｒｏｂｏｔ ａｎｄ ａ ｌａｓｅｒ ｔｒａｃｋｅｒ． Ｗａｎｇ
ｅｔ ａｌ．［ ２０ ］ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａ ｔｗｏ⁃ｓｔｅｐ ａｃｃｕｒａｔｅ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ ｕｓｉｎｇ ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ ｆｏｒｍ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ
ＡＢＦ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｆｏｒｗａｒｄ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ ３Ｄ
ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｃｏｌｌｅｃｔｅｄ ｆｒｏｍ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ， ｔｈｅ
ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｃｏｕｌｄ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ
ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ ａ ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ． Ｗｕ ｅｔ
ａｌ．［ ２ １ ］ ｆｏｕｎｄ ａ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｒｏｂｏｔｓ ＡＢＦ
ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｂｙ ｓｏｌｖｉｎｇ ａ ｈａｎｄ⁃ｅｙｅ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎ
ｔｈｅ ＬＢＲ ｉｉｗａ１４ Ｒ８２０ ｐｌａｔｆｏｒｍ． Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ
ｒｅｌａｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ａｃｑｕｉｒｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ３Ｄ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｎｌｙ
ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｃａｍｅｒａ ｍｏｕｎｔｅｄ ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｂｏｔ．

Ｉｎ ｐｒａｃｔｉｃｅ， ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｅｒｒｏｒｓ ｕｓｕａｌｌｙ ｌｅａｄ ｔｏ ｔｈｅ
ｆａｃｔ ｔｈａｔ ｔｈｅ ＡＢＦ ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｃｏｉｎｃｉｄｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＮＢＦ ｕｓｅｄ
ｂｙ ｔｈｅ ｒｏｂｏｔ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ
ｃａｌｉｂｒａｔｅ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ＡＢＦ
ａｎｄ ｔｈｅ ＮＢＦ， ａ ｎｅｗ ａｐｐｒｏａｃｈ ｉｓ ｔｏ ｂｅ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ，
ｗｈｉｃｈ ｕｓｅｓ ｏｎｌｙ ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｒｏｂｏｔ ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒｓ ３Ｄ
ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｄｅｖｉｃｅ ａｎｄ ｉｔｓ
ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｊｏｉｎｔ ａｎｇｌｅｓ．

２　 Ｂａｓｅ Ｆｒａｍｅ Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ Ｍｏｄｅｌ

２．１ Ｆｏｒｗａｒｄ Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ Ｕｓｉｎｇ ＰＯＥ
　 　 Ｔｈｅ ｆｏｒｗａｒｄ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ｏｆ ａ ｓｅｒｉａｌ ｒｏｂｏｔ ｂａｓｅｄ ｏｎ
Ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ Ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｓ Ｆｏｒｍｕｌａ （ ＰＯＥ） ｆｏｒｍｕｌａ ｗａｓ
ｉｎｉｔｉａｌｌｙ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｂｙ Ｂｒｏｃｋｅｔｔ［ ８ ］ ． Ａｓ ａｌｌ ｊｏｉｎｔ ｔｗｉｓｔｓ ａｒｅ
ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｆｒａｍｅ， ｓｏ ｉｔ ｏｎｌｙ ｒｅｑｕｉｒｅｓ ｔｗｏ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｆｒａｍｅｓ ｔｏ ｂｅ ａｔｔａｃｈｅｄ， ｗｈｉｃｈ ａｒｅ ｔｈｅ ｂａｓｅ
ｆｒａｍｅ ｛Ｓ｝ ａｎｄ ｔｏｏｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｆｒａｍｅ ｛Ｔ｝， ｔｈｅ ｆｏｒｍｅｒ
ｉｓ ｉｎｔｕｉｔｉｖｅｌｙ ａｔｔａｃｈｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｒｏｂｏｔｓ ｂａｓｅ ｌｉｎｋ， ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ
ｌａｔｔｅｒ ｉｓ ａｔｔａｃｈｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ． Ｗｅ ｃａｎ ｕｓｅ ｇｓｔ（０）
ｔｏ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｛Ｓ｝ ｔｏ ｛Ｔ｝ ｗｈｅｎ
ｒｏｂｏｔ ｉｓ ｉｎ ｉｔｓ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ， ｗｉｔｈ ａｌｌ ｊｏｉｎｔ
ａｎｇｌｅｓ ｑ ＝ ０{ } ． Ｔｈｅ ξ ｉ

∧
∈ ｓｅ（３） ｉｓ ａ ｔｗｉｓｔ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ

ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｔｈ ｊｏｉｎｔ ａｘｉｓ， ａｎｄ ａｌｌ ｔｗｉｓｔｓ ａｒｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ｉｎ

ｔｈｅ ｂａｓｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｆｒａｍｅ ｛ Ｓ ｝： ξ ｉ

∧
＝ ｗｉ

∧
ｖｉ

０ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∈

ｓｅ（３）， ｗｈｅｒｅ ｗｉ

∧
∈ ｓｏ （３） ｉｓ ｔｈｅ ｓｋｅｗ⁃ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｗｉ ． Ｆｏｒ ａ ｒｅｖｏｌｕｔｅ ｊｏｉｎｔ， ｌｅｔ ξ ｉ ＝
［ｗｉ － ｒｉ × ｗｉ］

Ｔ ∈ Ｒ６ ｂｅ ｔｈｅ ｔｗｉｓｔ ｏｆ ξｉ
∧

， ｉｎ ｗｈｉｃｈ
ｗｉ ∈ Ｒ３ ａｓ ａ ｕｎｉｔ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ ｖｅｃｔｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｉｔｈ ｊｏｉｎｔ ａｘｉｓ
ｅｖａｌｕａｔｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｂａｓｅ ｆｒａｍｅ， ｒｉ ∈ Ｒ３ ａｓ ａｎ ａｒｂｉｔｒａｒｙ
ｐｏｉｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ａｘｉｓ ｏｆ ｉｔｈ ｊｏｉｎｔ．

Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ＰＯＥ ｆｏｒｍｕｌａ ， ｔｈｅ ｇｅｎｅｒｉｃ ｆｏｒｗａｒｄ
ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ｆｏｒ ａ ｓｅｒｉａｌ ｒｏｂｏｔ ｗｉｔｈ ｎ⁃ＤＯＦ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ：

　
ｇｓｔ ＝ ｅｘｐ ξ１

∧
ｑ１( ) …ｅｘｐ ξｎ

∧
ｑｎ( ) ｇｓｔ（０） ＝

　 ∏
ｎ

ｉ ＝ １
ｅｘｐ ξｉ

∧
ｑｉ( ) ｇｓｔ（０）

（１）

Ｈｏｗｅｖｅｒ， ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｂａｓｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｆｒａｍｅ ｛Ｓ′｝ ｉｓ

ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ ｔｏ ｃｏｉｎｃｉｄｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｎｏｍｉｎａｌ ｏｎｅ ｛Ｓ｝． Ｔｈｅｒｅ ｉｓ
ａ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｇｓ′ｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｛Ｓ′｝ ａｎｄ ｛Ｓ｝． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，
ｇｓ′ｔ（ｑ） ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ：

ｇｓ′ｔ（ｑ） ＝ ｇｓ′ｓｇｓｔ（ｑ） ＝ ｇｓ′ｓ∏
ｎ

ｉ ＝ １
ｅｘｐ（ξ ｉ

∧
ｑｉ）ｇｓｔ（０） （２）

Ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｛ Ｔ ｝ ｗｉｔｈ
ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｛ Ｓ′｝ ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｆｏｒｍａｔ ｇｓ′ｔ（ｑ） ＝
Ｒｓ＇ｔ Ｐｓ′ｔ

０ １
é

ë
êê

ù

û
úú ． Ｔｈｅ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｛ Ｓ｝ ｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｛ Ｓ′｝ ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｆｏｒｍａｔ ｇｓ′ｓ ＝
Ｒｓ′ｓ Ｐｓ′ｓ

０ １
é

ë
êê

ù

û
úú ， ａｎｄ ｔｈｅ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｛Ｔ｝ ｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｛ Ｓ ｝ ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｆｏｒｍａｔ ｇｓｔ ＝
Ｒｓｔ Ｐｓｔ

０ １
é

ë
êê

ù

û
úú ． Ｂｙ ａｐｐｌｙｉｎｇ ｔｈｅ ｂｌｏｃｋ ｍａｔｒｉｘ

ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ， ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ＡＢＦ
ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ：

Ｐｓ′ｔ ＝ Ｒｓ′ｓＰｓｔ ＋ Ｐｓ′ｓ （３）
Ｄｅｎｏｔｅ ｆ（Ｒｓ′ｓ，Ｐｓ′ｓ） ＝ Ｐｓ′ｔ － Ｒｓ′ｓＰｓｔ － Ｐｓ′ｓ ， ｔｈｅ ＡＢＦ

ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｃａｎ ｂｅ ａｂｓｔｒａｃｔｅｄ ｔｏ ｍｉｎｉｍｕｍ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ａ
３ × ３ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ Ｒｓ′ｓ ａｎｄ ａ ３ × １ ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ
Ｐｓ′ｓ ， ｓｏ ｔｈａｔ：

ｍｉｎ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
‖ｆ ｊ‖

２
（４）

ｗｈｅｒｅ ｊ ａｎｄ ｍ ｉｎｄｉｃａｔｅ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ
ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
２．２　 Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ Ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｏｆ Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ

Ａｎａｌｙｓｉｓ
　 　 Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｌｙ， ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ ｍｕｓｔ ｂｅ
ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ａｎｄ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｉｎ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
ｓｙｓｔｅｍ． Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｓａｔｉｓｆｙ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，
Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ Ａｎａｌｙｓｉｓ［ ２２ － ２３ ］ ｉｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｔｏ ｏｐｔｉｍｉｚｅ ｔｈｅ
ｒｏｔａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ． Ｉｎ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ Ａｎａｌｙｓｉｓ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｂａｓｅ ｆｒａｍｅ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｉｓ
ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ Ｒ ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ
ｂｙ ｍｉｎｉｍｉｚｉｎｇ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｍｉｎ ‖ＡＲ － Ｂ‖Ｆ ． Ｉｎ ｔｈｅ
ｍｉｎｉｍｉｚｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ， ｍａｔｒｉｘ Ａ ａｎｄ Ｂ ａｒｅ ｋｎｏｗｎ， ａｎｄ
‖•‖Ｆ ｉｓ ｔｈｅ Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ ｎｏｒｍ． Ｄｅｆｉｎｅ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ
ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｍａｔｒｉｃｅｓ ａｓ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ Ｓｔｉｅｆｅｌ ｍａｎｉｆｏｌｄｓ： Ｓ ＝
｛Ｒ ∈ Ｒ３×３ ∶ ＲＴＲ ＝ Ｉ｝ ，ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ｄｅｔ （Ｒ） ＝ １．

Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｎｏｒｍａｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｒｏｔａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ， ｔｈｅ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｃａｎ ｂｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ
ａｓ ａｎ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｒｏｂｌｅｍ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ
ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｐｒｏｂｌｅｍ ｃａｎ ｂｅ
ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ａｓ：

ｍｉｎ ‖ＡＲ － Ｂ‖Ｆ，Ａ ∈ Ｒ３×３，Ｂ ∈ Ｒ３×３

ＲＴＲ ＝ Ｉ{ （５）

Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｓｏｌｖｅ Ｅｑ．（５）， ｔｈｅ Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｉｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ：

ｆ（Ｒ） ＝ ｍｉｎ
ＲＴＲ ＝ Ｉ

‖ＡＲ － Ｂ‖２
Ｆ ＋ Ｋ（ＲＴＲ － Ｉ） ＝

　 ｔｒ （ＡＲ － Ｂ） Ｔ（ＡＲ － Ｂ） ＋ ｔｒ［Ｋ（ＲＴＲ － Ｉ）］
（６）
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Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２４， Ｎｏ．６， ２０１７

ｗｈｅｒｅ Ｋ ｉｓ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ （ ｕｎｋｎｏｗｎ ） ｏｆ Ｌａｇｒａｎｇｅ
ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ．

Ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｍａｔｒｉｘ ｃａｎ ｂｅ ｐｅｒｆｏｒｍｅｄ ｂｙ ｓｅｔｔｉｎｇ ｔｈｅ
ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｏｆ ｆ（Ｒ） ｔｏ ｚｅｒｏ， ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ：

∂ｆ（Ｒ）
∂Ｒ

＝ ２ＡＴＡＲ － ２ＡＴＢ ＋ Ｒ（Ｋ ＋ ＫＴ） ＝ ０ （７）

Ｆｏｒ ｃｌｅａｒｎｅｓｓ， ｗｅ ｄｅｎｏｔｅ Ｍ ＝ ＡＴＡ，Ｎ ＝ ＡＴＢ，Ｃ ＝
（Ｋ ＋ Ｋ） Ｔ ／ ２． Ｈｅｎｃｅ ｏｎｅ ｈａｓ ｔｏ ｓｏｌｖｅ：

ＭＲ － Ｎ ＋ ＲＣ ＝ ０ （８）
Ｌｅｔ ｕｓ ｍｕｌｔｉｐｌｙ Ｅｑ．（８） ｏｎ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｂｙ ＲＴ ：

ＲＴＭＲ － ＲＴＮ ＋ ＲＴＲＣ ＝ ０ （９）
Ａｓ ｍａｔｒｉｃｅｓ ＲＴＭＲ ａｎｄ Ｃ ａｒｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ， ｗｅ ｃａｎ

ｄｅｄｕｃｅ ｍａｔｒｉｘ ＲＴＮ ｉｓ ａｌｓｏ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｍａｔｒｉｘ
ＲＴＮ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ：

ＲＴＮ ＝ ＮＴＲ （１０）
Ｅｑ．（１０） ｉｓ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｔｏ：

ＮＮＴ ＝ ＲＮＴＮＲＴ （１１）
Ｍａｔｒｉｃｅｓ Ｎ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｕｓｉｎｇ ＳＶＤ：

Ｎ ＝ ＵＤＶＴ （１２）
ｗｈｅｒｅ Ｕ ， Ｖ ａｒｅ ｏｒｔｈｏｎｏｒｍａｌ ｍａｔｒｉｃｅｓ． Ｔｈｅｎ ｐｌｕｇｇｉｎｇ Ｕ
ａｎｄ Ｖ ｉｎｔｏ Ｅｑ．（１１）， ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ

ＵＤ２ＵＴ ＝ ＲＶＤ２ＶＴＲＴ （１３）
Ｆｒｏｍ Ｅｑ． （１３）， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ Ｕ ＝ ＲＶ ， ａｎｄ ｆｉｎａｌｌｙ

ｗｅ ｇｅｔ：
Ｒ ＝ ＵＶＴ （１４）

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ， ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｏｆ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｍｉｎ ‖ＲＡ －
Ｂ‖Ｆ ， ｗｈｅｒｅ Ｎ ＝ ＡＢＴ ， ｗｅ ｃａｎ ｕｓｅ ＳＶＤ ｔｏ ｇｅｔ ｔｈｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｍｉｎ ‖ＲＡ － Ｂ‖Ｆ ．

Ｆｒｏｍ Ｅｑ． （１４） ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ Ｒ ， ｂｙ
ｐｌｕｇｇｉｎｇ Ｅｑ． （ １４） ｉｎｔｏ Ｅｑ． （ ３）， ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎ
ｖｅｃｔｏｒ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ．

Ｐｓ′ｓ ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ １

Ｐｓ＇ｔ

ｍ
－ Ｒ∑

ｍ

ｉ ＝ １

Ｐｓｔ

ｍ
（１５）

３　 Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ

３．１　 Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ Ｓｙｓｔｅｍ
　 　 Ａ ｒｅａｌ⁃ｗｏｒｌｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｃｏｎｄｕｃｔｅｄ ｔｏ
ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ ｕｓｅｆｕｌｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ＡＢＦ
ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｅ ｓｅｔｕｐ ｃｏｎｓｉｓｔｓ ｏｆ ａｎ ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ
６⁃ＤＯＦ ｓｅｒｉａｌ ｒｏｂｏｔ， ａ ＦＡＲＯ ｌａｓｅｒ ｔｒａｃｋｅｒ ａｎｄ ａ
ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｔａｒｇｅｔ ｂａｌｌ．

Ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ６⁃ＤＯＦ ｓｅｒｉａｌ
ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓ ｉｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ： ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｈｒｅｅ ｊｏｉｎｔｓ ａｒｅ
ｎｏｎｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｎｇ， ｏｆ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ａｎｄ ｔｈｉｒｄ ｊｏｉｎｔ
ａｘｅｓ ａｒｅ ｐａｒａｌｌｅｌ ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｌａｎｅｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｊｏｉｎｔ
ａｘｉｓ， ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｆｏｕｒｔｈ， ｆｉｆｔｈ， ｓｉｘｔｈ ｊｏｉｎｔ ａｘｅｓ ａｒｅ
ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｅｄ ａｔ ｏｎｅ ｐｏｉｎｔ， ａｎｄ ａｌｌ ｏｆ ｔｈｅｍ ｍｅｅｔ ｔｈｅ
Ｐｉｅｐｅｒ ｃｒｉｔｅｒｉａ． Ａｐｐｌｙｉｎｇ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ Ｓｃｒｅｗ Ｔｈｅｏｒｙ ｔｏ
ｅｓｔａｂｌｉｓｈ ｅａｃｈ ｊｏｉｎｔ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ
Ｆｉｇ．１， ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｒｅ
ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｔａｂｌｅ １．

Ｆｉｇ．１　 Ｆｏｒｗａｒｄ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ｏｆ ａ ６⁃ＤＯＦ ｓｅｒｉａｌ ｒｏｂｏｔ

Ｔａｂｌｅ １　 Ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ６⁃ＤＯＦ ｓｅｒｉａｌ ｒｏｂｏｔ
Ｌｉｎｋ Ｎｏ． Ｉｎｉｔｉａｌ ｐｏｓｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｒｉ Ｊｏｉｎｔ ｔｗｉｓｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｗｉ

１ （０，０，１） （０，０，０）

２ （０，１，０） （ ｌ１，０，ｌ２）

３ （０，１，０） （ ｌ１，０，ｌ２＋ｌ３）

４ （１，０，０） （ ｌ１＋ｌ５，０，ｌ２＋ｌ３＋ｌ４）

５ （０，１，０） （ ｌ１＋ｌ５，０，ｌ２＋ｌ３＋ｌ４）

６ （０，０，１） （ ｌ１＋ｌ５，０，ｌ２＋ｌ３＋ｌ４）

　 　 Ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｂａｌｌ ｗｉｔｈ ａ ｄｉａｍｅｔｅｒ ｏｆ ３８． １ ｍｍ ｉｓ
ｕｔｉｌｉｚｅｄ ｔｏ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ ｛Ｔ｝， ｗｈｏｓｅ ｃｅｎｔｅｒ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ｔｈｅ
ｗｒｉｓｔ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆｆｓｅｔｓ ｉｓ －６．５５ ｍｍ，６．７３２ ｍｍ，２９０．９５ ｍｍ．
Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｆｒｏｍ ｌａｓｅｒ ｔｒａｃｋｅｒ ｔｏ ｒｏｂｏｔ ｉｓ ｌｅｓｓ
ｔｈａｎ １０ ｍ， ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｔｈｅ
ｌａｓｅｒ ｔｒａｃｋｅｒ ｉｓ ａｂｏｕｔ ０．０２２ ｍｍ， ｗｈｉｃｈ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ
ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔ．
３． ２ 　 Ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｏｆ Ｂａｓｅ Ｆｒａｍｅ Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ

Ｄａｔａ Ａｃｑｕｉｓｉｔｉｏｎ
　 　 Ｆｉｇ．２ ｓｈｏｗｓ ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｓｅｔｕｐ． Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ
ｉｍｐｒｏｖｅ ａｎｄ ｍａｉｎｔａｉｎ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ａｃｃｕｒａｃｙ， ａ
ＦＡＲＯ ｌａｓｅｒ ｔｒａｃｋｅｒ ｉｓ ｍａｉｎｌｙ ｕｓｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｔｏ
ｍｅａｓｕｒｅ ｔｈｅ ３Ｄ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｂａｌｌ． Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ
ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｗｏｒｋｉｎｇ ｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔ， ｂｙ ｔｅａｃｈｉｎｇ ｔｈｅ ｒｏｂｏｔ
ｉｎ ｉｔｓ ｗｏｒｋｉｎｇ ｓｐａｃｅ， ｔｈｅ Ｚ′ ａｎｄ Ｘ′⁃ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ａｘｉｓ ｏｆ
ｔｈｅ ＡＢＦ ｃａｎ ｂｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｓｏｆｔｗａｒｅ ｏｆ
ｌａｓｅｒ ｔｒａｃｋｅｒ． Ａｔ ｌａｓｔ， ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ⁃ｈａｎｄ ｒｕｌｅ
（ Ｙ

➝ ＝ Ｚ
➝ × Ｘ

➝
）， ｔｈｅ Ｙ′⁃ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ａｘｉｓ ｉｓ ｆｉｎａｌｌｙ

ｏｂｔａｉｎｅｄ．
　 　 Ｉｎ ｔｈｅ ｄａｔａ ａｃｑｕｉｓｉｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ， ｗｈｅｎ ｔｈｅ ＡＢＦ
ｉｓ ｃａｌｉｂｒａｔｅｄ， ｔｈｅｎ ａｌｌ ｔｈｅ ３Ｄ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｄａｔａ
ｓｈｏｕｌｄ ｂｅ ｍａｐｐｅｄ ｆｒｏｍ ＦＡＲＯ ｌａｓｅｒ ｔｒａｃｋｅｒ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ
ｔｏ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｂａｓｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ． Ｂｅｃａｕｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ｏｆ
ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｒａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｌａｓｅｒ ｔｒａｃｋｅｒ， ３０ ｐｏｓｅｓ
ａｒｅ ｒａｎｄｏｍｌｙ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ ｗｏｒｋｐｌａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｒｏｂｏｔ， ｉｎ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ １５ ａｒｅ ｕｓｅｄ ｆｏｒ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ
ｔｈｅ ｌａｓｔ １５ ｆｏｒ ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ． Ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｒｏｂｏｔ ｊｏｉｎｔ ａｎｇｌｅｓ
（ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４，ｑ５，ｑ６） ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｂｏｔ ｍｏｔｉｏｎ ｒｅａｄ ｆｒｏｍ
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Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２４， Ｎｏ．６， ２０１７

ｒｏｂｏｔ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｂａｌｌ ｐｏｓｉｔｉｏｎ （ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ）
ｒｅａｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｓｏｆｔｗａｒｅ ｏｆ ｌａｓｅｒ ｔｒａｃｋｅｒ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ ｉｎ
Ｔａｂｌｅ ２．
３．３　 Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ Ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ
　 　 Ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ
ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｔｗｏ ｂａｓｅ ｆｒａｍｅｓ， ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｉｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ： Ｅｑ．（１） ｉｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｃｏｍｐｕｔｅ ｔｈｅ
ｖｅｃｔｏｒ Ｐｓｔ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ＰＯＥ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ． Ｐｓ′ｔ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ
ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｄａｔａ ｏｆ ｌａｓｅｒ ｔｒａｃｋ． Ｅｑ．（１４） ｉｓ ｕｓｅｄ
ｔｏ ｃｏｍｐｕｔｅ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ Ｒｓ′ｓ ｗｈｉｌｅ Ｐｓ′ｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ
Ｅｑ．（１５） ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｏｆ ｍｍ． Ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ
ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｒｏｂｏｔ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ， ｔｈｅ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｛Ｓ｝ ｔｏ ｛Ｓ′｝ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ．

　 ｇｓ′ｓ ＝
Ｒｓ′ｓ Ｐｓ′ｓ

０ １
é

ë
êê

ù

û
úú ＝

　 　 　

　 １．０００ ０ 　 ０．０００ ３ ０．０００ ４ 　 ０．９０１ ４
－ ０．０００ ３ 　 １．０００ ０ ０．０００ ３ － ０．２０１ ０
－ ０．０００ ４ － ０．０００ ３ １．０００ ０ 　 ０．８９１ ８
　 　 　 ０ 　 　 　 ０ 　 　 ０ 　 １．０００ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú Ｆｉｇ． ２ 　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｓｅｔｕｐ ｗｉｔｈ ａ ６⁃ＤＯＦ ｒｏｂｏｔ ａｎｄ ａ

ＦＡＲＯ ｌａｓｅｒ ｔｒａｃｋｅｒ

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｏｂｏｔ ｊｏｉｎｔ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔａｒｇｅｔ ｂａｌｌ

Ｎｏ．
Ｊｏｉｎｔ ａｎｇｌｅ （°） Ｔａｒｇｅｔ ｂａｌｌ Ｐｏｓｉｔｉｏｎ （ｍｍ）

ｑ１ ｑ２ ｑ３ ｑ４ ｑ５ ｑ６ Ｐｘ Ｐｙ Ｐｚ

１ －１０．４４４ －８９．９２１ ０．００５ ０．０１２ －１７．７９１ ０．０６１ １ １８５．４６０ －２２５．３８３ ００ １ ２９３．６８２
２ －９．３７２ －８９．１４４ ０．００５ ６．１４７ １７．７９１ ２．６３６ １ １９５．５２７ －１９３．５１０ ００ １ １０１．２０５
３ －９．３７２ －８９．９２０ １．６９２ １３．７８３ －２０．７０８ ３．６９３ １ １８８．４６３ －２２５．６４７ ００ １ ２７２．１９８
４ －７．９８２ －８８．４００ １．６９２ －５．８５２ －１５．７０９ ３．９００ １ ２２４．９５４ －１７０．７０７ ００ １ ２２３．７６１
５ －６．３１３ －８８．４００ ３．５２９ －１５．０８１ －１２．０２０ ４．２６６ １ ２３７．５７２ －１２８．９９２ ００ １ １７０．４０９
６ －７．９８０ －９０．５１５ ４．９００ －２１．３１０ －１９．１９０ ４．６８２ １ ２０６．２４１ －１４２．３２０ ００ １ ２１６．７６５
７ －５．７１８ －９０．５１５ ３．０８２ －３０．４４２ －２０．３１０ ３．０３９ １ ２０４．７８７ －７８．０９５ ７０ １ ２５０．１１９
８ －４．３４７ －８８．２５２ ４．７５１ －１３．６７０ －２４．２７０ ５．１９０ １ ２３５．２４２ －７３．１４４ ７０ １ ２０４．１７９
９ －３．５５２ －８６．１３６ ２．９１６ －３．７８４ －２９．３００ ５．６８７ １ ２４９．６２２ －７４．７１７ ８０ １ ２２３．８９６
１０ －１．２８８ －８８．２５１ ４．４３５ ３．８５５ －２０．０２０ ６．１７６ １ ２４１．３４４ －４０．２５１ ３０ １ １９０．１６４
１１ １．２８８ －８６．４１６ ５．６７６ ０．９８７ －２５．２７８ ６．８８３ １ ２６１．３６７ ２０．２７７ １８ １ １５８．２６１
１２ ０．５２８ －８５．０４５ ４．００７ －５．１４９ －２２．４７１ ７．１３９ １ ２７８．２６０ １５．１５１ ２１ １ １４９．０９５
１３ ２．４９５ －８９．６８８ ４．９３２ －１２．７８１ －２５．３８９ ７．９１２ １ ２１５．０９１ ７３．３１６ ８７ １ ２３２．９２９
１４ ０．９７５ －９１．２０８ ６．４７１ －１．３９８ －２８．６９０ ８．０６６ １ １９５．７５１ １７．７３６ ２３ １ ２４９．９２６
１５ ３．６８５ －８９．３９１ ４．３５６ ９．９８８ －２３．４６４ ８．６２０ １ ２２１．２７８ ５３．９６２ ００ １ ２２７．７０９
１６ ６．２４６ －８６．２３４ ３．２８２ －６．６４４ －２５．３８８ ８．６２０ １ ２４９．８６９ １４４．６６４ ８０ １ １９９．６５５
１７ ８．０６５ －８４．５６６ ４．５０５ －１８．０３３ －２９．９６１ ９．１２７ １ ２５６．５０１ ２１５．８２４ ６０ １ １６１．７８５
１８ ９．５８３ －８２．２５６ ６．０２４ －６．１２７ －３３．４９０ ９．７８０ １ ２７９．５５５ ２２６．９０６ ２０ １ １０９．５７５
１９ １０．６７５ －８０．７４２ ７．１０８ ２．２５９ －３８．１７１ １０．０９０ １ ２８９．１７２ ２３０．２００ ５０ １ ０８１．４７２
２０ １２．３６３ －７９．３７４ ５．２９０ １０．７３９ －３４．４８２ １０．６６８ １ ３０４．８７３ ２５０．０７５ ２０ １ ０６６．２７２
２１ １４．４７８ －８０．７４５ ３．６２１ １．９２６ －３８．１７２ １１．０７４ １ ２６６．４８２ ３１５．１７０ ９０ １ １４５．８５８
２２ １５．４０３ －７８．６３０ ０．４６５ １．９２６ －３２．７１８ １１．８４３ １ ２８９．６９６ ３４４．３１０ ９０ １ １３５．３７５
２３ １７．０７１ －７７．７０５ －４．３２８ －４．９６０ －２３．５７４ １２．０２１ １ ２８９．２８３ ４００．０２４ １０ １ １６１．２１２
２４ １５．１０５ －７７．７０５ －９．８９６ －１６．３４６ －１８．１２１ １０．１６０ １ ２８９．５００ ３６６．５７８ ２０ １ ２３６．１２５
２５ １６．４７８ －７６．１８５ －１２．７５５ －２３．２３０ －１４．４３２ ８．５２７ １ ２９３．７０４ ４０３．７４７ ４０ １ ２３８．００８
２６ １７．５７９ －７４．４９８ －１５．０１９ －３２．３６７ －１０．７４４ ７．１３０ １ ３０３．０３６ ４３３．６９２ ２０ １ ２２４．８６５
２７ １５．５８６ －７１．６３９ －１８．０２６ －１５．７３０ －１０．７４４ ７．１３０ １ ３４７．４９５ ３８２．９１８ ８０ １ ２２３．０１６
２８ １４．１９６ －７３．３０７ －１９．６９５ －２３．３６３ －７．９３６ ５．８５９ １ ３２９．６５８ ３４３．８６１ ４０ １ ２７５．５０２
２９ １２．６７６ －７５．７２０ －２０．８８５ －１１．２３０ －３．３６４ ３．６７２ １ ３０４．０７９ ２８８．７２７ ９０ １ ３２６．３１７
３０ １０．７０７ －７７．０９１ －２０．８８０ －２２．６１６ ２．９７３ １．０３４ １ ２９７．６７２ ２３０．３９８ ００ １ ３２５．７２１

·０７·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２４， Ｎｏ．６， ２０１７

３．４　 Ａｃｃｕｒａｃｙ Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ
　 　 Ｆｉｎａｌｌｙ， ｎｏｗ ｗｅ ｕｓｅ ｔｈｅ ｌａｓｔ １５ ｐｏｓｅｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ
Ｔａｂｌｅ ２ ｔｏ ｖａｌｉｄａｔｅ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｌｉｂｒａｔｅｄ
ｖａｌｕｅ． Ｔｈｅ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒｓ ａｃｔｕａｌ ａｎｄ
ｎｏｍｉｎａｌ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ
ｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇ ｅｒｒｏｒ． Ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｏｔｈｅｒ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ Ｒｅｆ．［１８］， ｔｈｅ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ
Ｆｉｇ．３， ｗｈｅｒｅ Ｆｉｇｓ． ３ （ ａ） － （ ｄ） ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇ
ｅｒｒｏｒ ｉｎ Ｘ， Ｙ， Ｚ ａｘｉｓ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇ
ｅｒｒｏｒ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
　 　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇ ｅｒｒｏｒ
ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｂｏｔｈ ｓｉｎｇｌｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ａｎｄ
ａｂｓｏｌｕｔｅ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ａｆｔｅｒ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ
ｂｙ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｉｎ Ｒｅｆ． ［ １８］ ａｎｄ Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ
Ａｎａｌｙｓｉｓ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｂｅｆｏｒｅ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ． Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｔｏ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ， ａｖｅｒａｇｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｓｉｎｇｌｅ
ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｉｎ Ｘ， Ｙ， Ｚ ａｘｉｓ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｄｅｃｒｅａｓｅ ｆｒｏｍ
０．５６９ ｍｍ ｔｏ ０．５４３ ｍｍ ａｎｄ ０．４７１ ｍｍ， ｆｒｏｍ －０．２３０ ｍｍ ｔｏ
－０．２１２ ｍｍ ａｎｄ －０．１４９ ｍｍ， ｆｒｏｍ －０．５７８ ｍｍ ｔｏ

－０．４２３ ｍｍ ａｎｄ －０．２８３ ｍｍ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ， ａｎｄ ｍａｘｉｍｕｍ
ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅｍ ｄｅｃｒｅａｓｅ ａｃｃｏｒｄｉｎｇｌｙ． Ｂｙ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ
Ｒｅｆ．［１８］， ａｂｓｏｌｕｔｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ａｔ ｐｏｉｎｔ ９ ｉｓ ｔｈｅ
ｇｒｅａｔｅｓｔ， ａｎｄ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｃａｎ ｒｅａｃｈ ０．８０７ ｍｍ， ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ
ａｔ ｐｏｉｎｔ ２ ｉｓ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｗｉｔｈ ｅｒｒｏｒ ０．６４０ ｍｍ， ａｎｄ ｉｔｓ
ａｖｅｒａｇｅ ｅｒｒｏｒ ｉｓ ０．７２１ ｍｍ． Ｗｈｉｌｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇ
ｅｒｒｏｒ ｕｓｉｎｇ Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｔ ｐｏｉｎｔ １４ ｒｅａｃｈ ｔｈｅ
ｇｒｅａｔｅｓｔ ｗｉｔｈ ｅｒｒｏｒ ０．６０５ ｍｍ， ｗｈｉｌｅ ａｔ ｐｏｉｎｔ ５ ｉｓ ｔｈｅ
ｍｉｎｉｍｕｍ ｗｉｔｈ ｅｒｒｏｒ ０．５３０ ｍｍ， ｉｔｓ ａｖｅｒａｇｅ ｅｒｒｏｒ
ｄｅｃｒｅａｓｅｓ ｆｒｏｍ ０．８４４ ｍｍ ｔｏ ０．５７２ ｍｍ． Ｈｅｎｃｅ ｔｈｅ
ｐｒｏｐｏｓｅｄ Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｃａｎ ｇｒｅａｔｌｙ ｄｅｃｒｅａｓｅ ｂｏｔｈ
ａｖｅｒａｇｅ ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒ． Ｍｅａｎｗｈｉｌｅ， ｗｅ ｃａｎ
ｌｅａｒｎ ｔｈａｔ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｓ ｍｏｒｅ ｅｖｅｎｌｙ ｔｈａｎ ｂｅｆｏｒｅ
ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ Ｒｅｆ． ［１８］ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄ ｂｙ
ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ． Ａｓ Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ
Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｈａｓ ｔｈｅ ａｄｖａｎｔａｇｅ ｉｎ ｄｅａｌｉｎｇ ｗｉｔｈ
ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ， ｉｔ ｉｓ ｅａｓｉｅｒ ｆｏｒ ｕｓ ｔｏ ｇｅｔ ｔｈｅ
ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ．

Ｆｉｇ．３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ

４　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

　 　 Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ＰＯＥ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｕｓｉｎｇ
Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ａ ｎｏｖｅｌ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ａｐｐｒｏａｃｈ ｈａｓ
ｂｅｅｎ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｔｏ ｃａｌｉｂｒａｔｅ ｔｈｅ ＡＢＦ ｏｆ

ｓｅｒｉａｌ ｒｏｂｏｔ ｃａｕｓｅｄ ｂｙ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ
ｏｎｌｙ ｕｓｉｎｇ ３Ｄ ｐｏｓｉｔｉｏｎ．

１）Ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ｔｈｅ
ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｈａｓ ｎｏｔ ｏｎｌｙ ｐｒｏｖｅｎ ｔｏ ｂｅ
ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｉｎ ｃａｌｉｂｒａｔｉｎｇ ６⁃ＤＯＦ ｓｅｒｉａｌ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓ ｂｕｔ ｉｔ
ｉｓ ａｌｓｏ ｆａｖｏｒｅｄ ｆｒｏｍ ａ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ

·１７·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２４， Ｎｏ．６， ２０１７

ｖｉｅｗｐｏｉｎｔ ｓｉｎｃｅ ｉｔ ｅｎｓｕｒｅｓ ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｎｏｒｍａｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ
ｒｏｔａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ ｔｈｅ ｐｒｅｃｉｓｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ．

２）Ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｃａｌｉｂｒａｔｉｎｇ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｂａｓｅ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｆｒａｍｅ ｃａｎ ａｌｓｏ ｂｅ ｓｕｉｔａｂｌｅ ｆｏｒ ａｎｙ ｓｅｒｉａｌ
ｒｏｂｏｔ． Ｔｈｅ ｓｕｐｅｒｉｏｒｉｔｙ ｏｆ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｌｉｅｓ ｉｎ ｉｔｓ ｅａｓｙ
ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌ ｓｔｅｐ ａｎｄ ｓｉｍｐｌｅ ｃａｌｉｂｒａｔｉｎｇ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ．

３）Ｔｈｅ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ ｉｓ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔｅｄ ｔｏ
６⁃ＤＯＦ ｓｅｒｉａｌ ｒｏｂｏｔ ａｎｄ ｉｔｓ ｒｅｓｕｌｔｉｎｇ ｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ
ｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇ ａｃｃｕｒａｃｙ ｉｓ ａｄｄｒｅｓｓｅｄ， ｗｈｉｃｈ ｌａｙｓ ｔｈｅ
ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｒｏｂｏｔ ｏｆｆ⁃ｌｉｎｅ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ． Ｔｏ ｉｍｐｒｏｖｅ
ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｅｖｅｎ ｍｏｒｅ， ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ
ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｉｓ ａｌｓｏ ｅｓｓｅｎｔｉａｌ．

４）Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｌｙ， ｔｈｅ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ
ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｐｒｏｖｉｄｅｓ ａ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｆｏｒ
ｏｔｈｅｒ ｓａｍｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ， ｓｕｃｈ ａｓ ｍｕｌｔｉ⁃ｒｏｂｏｔ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｉｏｎ
ａｎｄ ｒｏｂｏｔ ｈａｎｄ⁃ｅｙｅ ｓｙｓｔｅｍ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

［１］Ｈｅ Ｒｕｉｂｏ， Ｚｈａｏ Ｙｉｎｇｊｕｎ， Ｙａｎｇ Ｓｈｕｎｉａｎ， ｅｔ ａｌ． Ｋｉｎｅｍａｔｉｃ⁃
ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｅｒｉａｌ⁃ｒｏｂｏｔ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ
ＰＯＥ ｆｏｒｍｕｌａ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｒｏｂｏｔｉｃｓ， ２０１０， ２６
（３）： ４１１－４２３． ＤＯＩ： １０．１１０９ ／ ＴＲＯ．２０１０．２０４７５２９．

［２］Ｈａｙａｔｉ Ｓ Ａ． Ｒｏｂｏｔ ａｒｍ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｌｉｎｋ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ．
Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ ２２ｎｄ ＩＥＥＥ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｄｅｃｉｓｉｏｎ ａｎｄ
Ｃｏｎｔｒｏｌ． Ｐｉｓｃａｔａｗａｙ： ＩＥＥＥ， １９８３， １２ （２２）： １４７７ － １４８３．
ＤＯＩ： １０．１１０９ ／ ＣＤＣ．１９８３．２６９７８３．

［３］Ｈａｙａｔｉ Ｓ Ａ， Ｍｉｒｍｉｒａｎｉ Ｍ． Ｉｍｐｒｏｖｉｎｇ ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ
ｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｒｏｂｏｔ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｒｏｂｏｔｉｃ Ｓｙｓｔｅｍｓ， １９８５， ２（４）： ３９７－ ４１３．ＤＯＩ： １０．１００２ ／
ｒｏｂ．４６２００２０４０６．

［４］Ｈａｙａｔｉ Ｓ Ａ， Ｔｓｏ Ｋ， Ｒｏｓｔｏｎ Ｇ． Ｒｏｂｏｔ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ．
Ｒｏｂｏｔｉｃｓ ａｎｄ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ， １９８８， ４： ９４７－９５１．

［５］Ｊｕｄｄ Ｒ Ｐ， Ｋｎａｓｉｎｄｋｉ Ａ Ｂ． Ａ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｔｏ ｃａｌｉｂｒａｔｅ
ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ ｒｏｂｏｔｓ ｗｉｔｈ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ． ＩＥＥＥ
Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎ ｏｎ Ｒｏｂｏｔｉｃｓ ａｎｄ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ， １９９０， ６ （１）：２０－
３０．ＤＯＩ： １０．１１０９ ／ ７０．８８１１４．

［６］Ｖｅｉｔｓｃｈｅｇｇｅｒ Ｗ， Ｗｕ Ｃ Ｈ ． Ｒｏｂｏｔ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｂａｓｅｄ
ｏｎ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ． Ｒｏｂｏｔｉｃｓ ａｎｄ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ，１９８６， ２（３）：１７１－
１８０

［７］Ｄｒｉｅｌｓ Ｍ Ｒ， Ｐａｔｈｒｅ Ｕ Ｓ． Ｒｏｂｏｔ ｍａｎｉｐｕｉｌａｔｏｒ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ
ｃｏｍｐｅｎｓａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｊａｃｏｂｉａｎ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｒｏｂｏｔｉｃ Ｓｙｓｔｅｍ， １９８７， ４（２）： ２５９ － ２８０． ＤＯＩ：
１０．１００２ ／ ｒｏｂ．４６２００４０２０８．

［８］Ｓｔｏｎｅ Ｈ， Ｓａｎｄｅｒｓｏｎ Ｗ． Ａ ｐｒｏｔｏｔｙｐｅ ａｒｍ ｓｉｇｎａｔｕｒｅ
ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ． Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ ＩＥＥＥ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｒｏｂｏｔｉｃｓ ａｎｄ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ． Ｐｉｓｃａｔａｗａｙ：ＩＥＥＥ，
１９８７， ４： １７５－１８２． ＤＯＩ： １０．１１０９ ／ ＲＯＢＯＴ．１９８７．１０８７８３５．

［９］Ｚｈｕａｎｇ Ｈ， Ｒｏｔｈ Ｚ Ｓ， Ｈａｍａｎｏ Ｆ． Ａ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ａｎｄ
ｐａｒａｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｒｏｂｏｔ
ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｒｏｂｏｔｉｃｓ ａｎｄ
Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ， １９９２， ８ （ ４）： ４５１ － ４６３． ＤＯＩ： １０． １１０９ ／ ７０．
１４９９４４．

［１０］Ｓｈｅｔｈ Ｐ Ｎ， Ｕｉｃｋｅｒ Ｊ Ｊ． ＩＭＰ （ Ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ
Ｐｒｏｇｒａｍ）， ａ ｃｏｍｐｕｔｅｒ ａｉｄｅｄ ｄｅｓｉｇｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ

ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ ａｎｄ ｌｉｎｋａｇｅｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｆｏｒ
Ｉｎｄｕｓｔｒｙ， １９７２， ９４ （ ２ ）： ４５４ － ４６４． ＤＯＩ： １０． １１１５ ／ １．
３４２８１７６．

［１１］Ｂｒｏｃｋｅｔｔ Ｒ Ｗ． Ｒｏｂｏｔｉｃ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ
ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｓ ｆｏｒｍｕｌａ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｎｅｔｗｏｒｋｓ ａｎｄ
Ｓｙｓｔｅｍｓ， １９８４．１２０－１２９． ＤＯＩ： １０．１００７ ／ ＢＦｂ００３１０４８．

［１２］Ｏｋａｍｕｒａ Ｋ， Ｐａｒｋ Ｆ． Ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ
ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｓ ｆｏｒｍｕｌａ． Ｒｏｂｏｔｉｃａ， １９９６， １４（４）：
４１５－４２１． ＤＯＩ： １０．１０１７ ／ Ｓ０２６３５７４７０００１９８１０．

［１３］Ｈｅ Ｒｕｉｂｏ， Ｌｉ Ｗｅｎｘｉｎ， Ｓｈｉ Ｔｕｊｉｎ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ
ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｓ
ｆｏｒｍｕｌａ ｆｏｒ ｓｅｒｉａｌ ｒｏｂｏｔ ｕｓｉｎｇ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ．
Ｒｏｂｏｔｉｃａ， ２０１４， ３３ （ ６ ）： １ － １９． ＤＯＩ： １０． １０１７ ／
Ｓ０２６３５７４７１４０００７１Ｘ．

［１４］Ｄｕ Ｌｉａｎｇ， Ｓｈｉ Ｇｕａｎｇｍｉｎｇ， Ｇｕａｎ Ｗｅｉｂｉｎ， ｅｔ ａｌ．
Ｃｏｍｐｅｎｓａｔｉｏｎ ｏｆ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｅｒｒｏｒ ａｎｄ
ｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ａｃｃｕｒａｃｙ ｔｅｓｔｉｎｇ ｆｏｒ ｒｏｂｏｔ． Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ
ｏｆ ｔｈｅ ＳＰＩＥ ９２９７， Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ ｏｎ
Ｏｐｔｏｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ２０１４： Ｌａｓｅｒ
ａｎｄ Ｏｐｔｉｃａｌ Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ； ａｎｄ Ｆｉｂｅｒ Ｏｐｔｉｃ
Ｓｅｎｓｏｒｓ． Ｂｅｌｌｉｎｇｈａｍ ： ＳＰＩＥ， ２０１４， ９２９７ （ １ ／ ２）： １ － １３．
ＤＯＩ： １０．１１１７ ／ １２．２０７３１８７．

［１５］Ｚｈａｎｇ Ｔｉｅ， Ｄｕ Ｌｉａｎｇ， Ｄａｉ Ｘｉａｎｌｉａｎｇ． Ｔｅｓｔ ｏｆ ｒｏｂｏｔ ｄｉｓｔａｎｃｅ
ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｃｏｍｐｅｎｓａｔｉｏｎ ｏｆ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｆｕｌｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ．
Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１４， ６： １ － ９．
ＤＯＩ： １０．１１５５ ／ ２０１４ ／ ８１０６８４．

［１６］Ｚｈａｎｇ Ｘｕ， Ｌｉ Ａｉｇｕｏ， Ｍａ Ｚｉ， ｅｔ ａｌ． Ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ
ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｏｆ ｒｏｂｏｔ ｈａｎｄ⁃ｅｙｅ， ｂａｓｅ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｎｄ ｗｏｒｌｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ． Ｃｏｎｔｒｏｌ ａｎｄ Ｄｅｃｉｓｉｏｎ，
２００９， ２４（１０）： １５３２－１５３９． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１７］Ｚｈａｎｇ Ｂｏ， Ｗｅｉ Ｚｈｅｎｚｈｏｎｇ， Ｚｈａｎｇ Ｇｕａｎｇｊｕｎ． Ｒａｐｉｄ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ａ ｒｏｂｏｔ ａｎｄ ａ ｌａｓｅｒ
ｔｒａｃｋｅｒ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｉｎｓｔｒｕｍｅｎｔ， ２０１０， ３１
（９）：１９８６－１９９０． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１８］Ｇａｎ Ｙａｎｈｕｉ， Ｄａｉ Ｘｉａｎｚｈｏｎｇ． Ｂａｓｅ ｆｒａｍｅ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｆｏｒ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｄ ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ ｒｏｂｏｔｓ． Ｒｏｂｏｔｉｃｓ ａｎｄ Ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ
Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０１１， ５９ （ ７ ／ ８）： ５６３ － ５７０． ＤＯＩ： １０． １０１６ ／ ｊ．
ｒｏｂｏｔ．２０１１．０４．００３．

［１９］Ｑｉ Ｌｉｚｈｅ， Ｃｈｅｎ Ｌｅｉ， Ｗａｎｇ Ｗｅｉ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｆｏｒ
ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ ｒｏｂｏｔｓ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ
ｔｈｅ ｌａｓｅｒ ｔｒａｃｋｅｒ． Ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ ａｎｄ Ｍａｃｈｉｎｅ
Ｔｏｏｌ， ２０１２， １０７（５）： ２０６－２１１． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［２０］Ｗａｎｇ Ｗｅｉ， Ｌｉｕ Ｆｅｉ， Ｙｕｎ Ｃｈａｏ． Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ
ｒｏｂｏｔ ｂａｓｅ ｆｒａｍｅ ｕｓｉｎｇ ｕｎｉｔ ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ ｆｏｒｍ． Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１５， ４１ （ ３）： ４７ － ５４． ＤＯＩ： １０． １０１６ ／ ｊ．
ｐｒｅｃｉｓｉｏｎｅｎｇ．２０１５．０１．００５．

［２１］Ｌｉａｏ Ｗｕ， Ｒｅｎ Ｈｏｎｇｌｉａｎｇ． Ｆｉｎｄｉｎｇ ｔｈｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｂａｓｅ
ｆｒａｍｅ ｏｆ ａ ｒｏｂｏｔ ｂｙ ｈａｎｄ⁃ｅｙｅ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ３Ｄ ｐｏｓｉｔｉｏｎ
ｄａｔａ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１６，１４（１）： ３１４ － ３２４． ＤＯＩ： １０． １１０９ ／
ＴＡＳＥ．２０１６．２５１７６７４．

［２２］Ｐｅｔｅｒ Ｈ Ｓ． Ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ
Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ ｐｒｏｂｌｅｍ． Ｐｓｙｃｈｏｍｅｔｒｉｋａ， １９６６， ３１（１）： １－１０．
ＤＯＩ：１０．１００７ ／ ＢＦ０２２８９４５１．

［２３］Ｄｕ Ｋｅｑｉｎ． Ｒｅｓｅａｒｃｈｅｓ ｏｎ Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｈａｎｇｚｈｏｕ：
Ｚｈｅｊｉａｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， ２００５． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）
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