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１　 Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　 　 Ｍｕｌｔｉ⁃ｓｅｎｄｅｒ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅ ｗａｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ
Ｇｉｌｂｅｒｔ， Ｍａｃｗｉｌｌｉａｍｓ ａｎｄ Ｓｌｏａｎｅ ｆｉｒｓｔｌｙ ｉｎ Ｒｅｆ．［１］ ｉｎ
１９７４． Ｍｕｌｔｉ⁃ｓｅｎｄｅｒ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｆｅｒｓ ｔｏ ｔｈａｔ
ａ ｇｒｏｕｐ ｏｆ ｓｅｎｄｅｒｓ ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅｌｙ ｔｒａｎｓｍｉｔｓ ａ ｍｅｓｓａｇｅ
ｔｏ ａ ｒｅｃｅｉｖｅｒ， ａｎｄ ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ ｓｈｏｕｌｄ ｂｅ ａｂｌｅ ｔｏ
ａｓｃｅｒｔａｉｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍｅｓｓａｇｅ ｉｓ ａｕｔｈｅｎｔｉｃ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｏｎ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅｓ ａｎｄ Ｍｕｌｔｉ⁃ｓｅｎｄｅｒ
ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅｓ ｗｅｒｅ ｖｅｒｙ ｆｒｕｉｔｆｕｌ ａｎｄ ｍａｎｙ
ｓｃｈｏｌａｒｓ ｍａｄｅ ｇｒｅａｔ ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ［２－１６］ ．

Ｉｎ ｔｈｅ ｒｅａｌｉｓｔｉｃ ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｎｅｔｗｏｒｋ
ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ， Ｍｕｌｔｉ⁃ｓｅｎｄｅｒ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅ
ｉｎｃｌｕｄｅｓ ｔｗｏ ｋｉｎｄｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌｓ， ｔｈａｔ ｉｓ， ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ
ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｍｏｄｅｌ． Ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ ｍｏｄｅｌ
ｒｅｆｅｒｓ ｔｏ ｔｈａｔ ｅａｃｈ ｓｅｎｄｅｒ ｕｓｅｓ ｈｉｓ ｏｗｎ ｅｎｃｏｄｉｎｇ ｒｕｌｅｓ
ｔｏ ｅｎｃｏｄｅ ａ ｓｏｕｒｃｅ ｓｔａｔｅ ｉｎ ｏｒｄｅｒ， ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｎａｌ ｓｅｎｄｅｒ
ｔｒａｎｓｍｉｔｓ ｔｈｅ ｅｎｃｏｄｅｄ ｍｅｓｓａｇｅ ｔｏ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ， ｔｈｅ
ｒｅｃｅｉｖｅｒ ｒｅｃｅｉｖｅｓ ｔｈｅ ｍｅｓｓａｇｅ ａｎｄ ｉｄｅｎｔｉｔｉｅｓ ｗｈｅｔｈｅｒ
ｔｈｅ ｍｅｓｓａｇｅ ｉｓ ｌｅｇａｌ ｏｒ ｎｏｔ． Ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｍｏｄｅｌ ｒｅｆｅｒｓ
ｔｏ ｔｈａｔ ａｌｌ ｓｅｎｄｅｒｓ ｕｓｅ ｔｈｅｉｒ ｏｗｎ ｅｎｃｏｄｉｎｇ ｒｕｌｅｓ ｔｏ
ｅｎｃｏｄｅ ａ ｓｏｕｒｃｅ ｓｔａｔｅ， ａｎｄ ｅａｃｈ ｓｅｎｄｅｒ ｔｒａｎｓｍｉｔｓ ｔｈｅ
ｅｎｃｏｄｅｄ ｍｅｓｓａｇｅ ｔｏ ｔｈｅ ｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｒ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ， ｔｈｅｎ
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ｔｒａｎｓｍｉｔｓ ｔｈｅ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｅｄ ｍｅｓｓａｇｅ ｔｏ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ，
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ｗｈｅｔｈｅｒ ｔｈｅ ｍｅｓｓａｇｅ ｉｓ ｌｅｇａｌ ｏｒ ｎｏｔ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ａｒｔｉｃｌｅ， ｔｈｅ
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Ｉｎ ａ ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｍｏｄｅｌ， ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｆｏｕｒ
ｐａｒｔｉｃｉｐａｎｔｓ： ａ ｇｒｏｕｐ ｏｆ ｓｅｎｄｅｒｓ Ｕ ＝ ｛Ｕ１，Ｕ２，…，
Ｕｎ｝ ，ａ ｒｅｃｅｉｖｅｒ Ｒ ， ｔｈｅ ｋｅｙｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｅｎｔｅｒ ａｎｄ ａ
ｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｒ． Ｔｈｅ ｋｅｙｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｅｎｔｅｒ ｉｓ ｒｅｓｐｏｎｓｉｂｌｅ
ｆｏｒ ｔｈｅ ｋｅｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｔｏ ｓｅｎｄｅｒｓ ａｎｄ ｒｅｃｅｉｖｅｒ，
ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｓｅｔｔｌｉｎｇ ｔｈｅ ｄｉｓｐｕｔｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｅｎｄｅｒｓ ａｎｄ
ｒｅｃｅｉｖｅｒ． Ｔｈｅ ｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｒ ｏｎｌｙ ｒｕｎｓ ｔｈｅ ｒｅｌｉａｂｌｅ
ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ． Ｅａｃｈ ｓｅｎｄｅｒ ａｎｄ ｒｅｃｅｉｖｅｒ ｈａｖｅ
ｔｈｅｉｒ ｏｗｎ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
Ｌｅｔ （Ｓ，Ｅ ｉ，Ｔｉ；ｆｉ） （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） ｂｅ ｔｈｅ ｓｅｎｄｅｒ􀆳ｓ
Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅ， （Ｓ，ＥＲ，Ｔ；ｇ） ｂｅ ｔｈｅ
ｒｅｃｅｉｖｅｒ􀆳ｓ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅ， ｈ：Ｔ１ × Ｔ２ ×
… × Ｔｎ → Ｔ ｂｅ ｔｈｅ ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， πｉ：Ｅ → Ｅ ｉ ｂｅ
ａ ｓｕｂｋｅｙ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ｗｈｅｒｅ Ｅ ｉｓ ｔｈｅ ｋｅｙ ｓｅｔ
ｏｆ ｔｈｅ ｋｅｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｅｎｔｅｒ． Ｗｈｅｎ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｎｇ ａ
ｍｅｓｓａｇｅ， ｔｈｅ ｓｅｎｄｅｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ ｓｈｏｕｌｄ ｃｏｍｐｌｙ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ａｇｒｅｅｍｅｎｔ： ｔｈｅ ｋｅｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｅｎｔｅｒ
ｒａｎｄｏｍｌｙ ｓｅｌｅｃｔｓ ａｎ ｅｎｃｏｄｉｎｇ ｒｕｌｅ ｅ ∈ Ｅ ａｎｄ ｔｒａｎｓｍｉｔｓ
ｅｉ ＝ πｉ（ｅ） ｔｏ ｔｈｅ ｉｔｈ ｓｅｎｄｅｒ Ｕｉ（１，２，…，ｎ） ｓｅｃｒｅｔｌｙ，
ｔｈｅｎ ｉｔ ｃｏｍｐｕｔｅｓ ｅＲ ｂｙ ｅ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ａｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ａｎｄ ｓｅｃｒｅｔｌｙ ｔｒａｎｓｍｉｔｓ ｅＲ ｔｏ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ Ｒ ．
Ｉｆ ｔｈｅ ｓｅｎｄｅｒｓ ｗｏｕｌｄ ｌｉｋｅ ｔｏ ｔｒａｎｓｍｉｔ ａ ｓｏｕｒｃｅ ｓｔａｔｅ ｓ ｔｏ
ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ Ｒ， Ｕｉ ｃｏｍｐｕｔｅｓ ｔｉ ＝ ｆｉ（ ｓ，ｅｉ） （ ｉ ＝ １，２，…，
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ｎ） ａｎｄ ｔｒａｎｓｍｉｔｓ ｍｉ ＝ （ ｓ，ｔｉ）（ ｉ ＝ １，２， …，ｎ） ｔｏ ｔｈｅ
ｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｒ ｔｈｒｏｕｇｈ ａｎ ｏｐｅｎ ｃｈａｎｎｅｌ． Ｔｈｅ ｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｒ
ｒｅｃｅｉｖｅｓ ｔｈｅ ｍｅｓｓａｇｅ ｍｉ ＝ （ ｓ，ｔｉ）（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） ａｎｄ
ｃｏｍｐｕｔｅｓ ｔ ＝ ｈ（ ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ） ｂｙ ｔｈｅ ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｈ ， ｔｈｅｎ ｔｒａｎｓｍｉｔｓ ｔｈｅ ｍｅｓｓａｇｅ ｍ ＝ （ ｓ，ｔ） ｔｏ ｔｈｅ
ｒｅｃｅｉｖｅｒ， ｉｔ ｃｈｅｃｋｓ ｔｈｅ ａｕｔｈｅｎｔｉｃｉｔｙ ｂｙ ｉｄｅｎｔｉｆｙｉｎｇ
ｗｈｅｔｈｅｒ ｔ ＝ ｇ（ ｓ，ｅＲ） ｏｒ ｎｏｔ． Ｉｆ ｔｈｅ ｅｑｕａｌｉｔｙ ｈｏｌｄｓ， ｔｈｅ
ｍｅｓｓａｇｅ ｉｓ ａｕｔｈｅｎｔｉｃ ａｎｄ ｉｓ ａｃｃｅｐｔｅｄ． Ｉｆ ｎｏｔ， ｔｈｅ
ｍｅｓｓａｇｅ ｉｓ ｒｅｊｅｃｔｅｄ．

Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈｅ ｋｅｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｅｎｔｅｒ ｉｓ ｒｅｌｉａｂｌｅ，
ｔｈｏｕｇｈ ｈｅ ｋｎｏｗｓ ｔｈｅ ｓｅｎｄｅｒｓ􀆳 ａｎｄ ｒｅｃｅｉｖｅｒ􀆳ｓ ｅｎｃｏｄｉｎｇ
ｒｕｌｅｓ， ｉｔ ｗｉｌｌ ｎｏｔ ｐａｒｔｉｃｉｐａｔｅ ｉｎ ａｎｙ ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ
ａｃｔｉｖｉｔｉｅｓ． Ｗｈｅｎ ｓｅｎｄｅｒｓ ａｎｄ ｒｅｃｅｉｖｅｒ ａｒｅ ｄｉｓｐｕｔｉｎｇ，
ｔｈｅ ｋｅｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｅｎｔｅｒ ｓｏｌｖｅｓ ｉｔ． Ａｔ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｔｉｍｅ，
ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈｅ Ｋｅｒｃｋｈｏｆｆ􀆳ｓ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ
ｗｈｉｃｈ ｅｘｃｅｐｔｓ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｕｓｅｄ ｋｅｙｓ， ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ
ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｗｈｏｌｅ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｐｕｂｌｉｃ．

Ｉｎ ａ Ｍｕｌｔｉ⁃ｓｅｎｄｅｒ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ， ｓｕｐｐｏｓｅ
ｔｈａｔ ｔｈｅ ｗｈｏｌｅ ｓｅｎｄｅｒｓ ａｒｅ ｃｏｏｐｅｒａｔｅｄ ｔｏ ｆｏｒｍ ａ ｖａｌｉｄ
ｍｅｓｓａｇｅ， ｔｈａｔ ｉｓ， ａｌｌ ｓｅｎｄｅｒｓ ａｓ ａ ｗｈｏｌｅ ａｎｄ ｒｅｃｅｉｖｅｒ
ａｒｅ ｒｅｌｉａｂｌｅ． Ｂｕｔ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｓｏｍｅ ｍａｌｉｃｉｏｕｓ ｓｅｎｄｅｒｓ，
ｔｈｅｙ ｕｎｉｔｅ ｔｏ ｄｅｃｅｉｖｅ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ， ｔｈｅ ｐａｒｔ ｏｆ ｓｅｎｄｅｒｓ
ａｎｄ ｒｅｃｅｉｖｅｒ ａｒｅ ｎｏｔ ｒｅｌｉａｂｌｅ， ｔｈｅｙ ｃａｎ ｔａｋｅ
ｉｍｐｅｒｓｏｎａｔｉｏｎ ａｔｔａｃｋ ａｎｄ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｏｎ ａｔｔａｃｋ． Ｉｎ ｔｈｅ
ｗｈｏｌｅ ｓｙｓｔｅｍ， ｓｕｐｐｏｓｅ ｛Ｕ１，Ｕ２，…，Ｕｎ｝ ａｒｅ ｓｅｎｄｅｒｓ，
Ｒ ｉｓ ａ ｒｅｃｅｉｖｅｒ， Ｅ ｉ ｉｓ ｔｈｅ ｅｎｃｏｄｉｎｇ ｒｕｌｅｓ ｓｅｔ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｅｎｄｅｒ Ｕｉ， ｅＲ ｉｓ ｔｈｅ ｄｅｃｏｄｉｎｇ ｒｕｌｅｓ ｓｅｔ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ
Ｒ． Ｉｆ ｔｈｅ ｓｏｕｒｃｅ ｓｔａｔｅ ｓｐａｃｅ Ｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｋｅｙ ｓｐａｃｅ ＥＲ ｏｆ
ｒｅｃｅｉｖｅｒ Ｒ ｃｏｎｆｏｒｍ ｔｏ ａ ｕｎｉｆｏｒｍ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ， ｔｈｅｎ ｔｈｅ
ｍｅｓｓａｇｅ ｓｐａｃｅＭ ａｎｄ ｔｈｅ ｔａｇ ｓｐａｃｅ Ｔ ａｒｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ
ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｓ ａｎｄ ＥＲ ．Ｗｅ ｄｅｎｏｔｅ Ｌ ＝
｛ｉ１，ｉ２，…，ｉｌ｝ ⊂ ｛１，２，…，ｎ｝ ， ｌ ＜ ｎ， ＵＬ ＝ ｛Ｕｉ１，Ｕｉ２，

…，Ｕｉｌ｝，ＥＬ ＝ ｛Ｅ ｉ１，Ｅ ｉ２，…，Ｅ ｉｌ｝ ． Ｎｏｗ ｓｔｕｄｙ ｔｈｅ
ａｔｔａｃｋｓ ｆｒｏｍ ｍａｌｉｃｉｏｕｓ ｇｒｏｕｐｓ ｏｆ ｔｒａｎｓｍｉｔｔｅｒｓ． Ｗｅ
ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｒｅｅ ｋｉｎｄｓ ｏｆ ｓｐｏｏｆｉｎｇ ａｔｔａｃｋ：

１ ） Ｔｈｅ ｏｐｐｏｎｅｎｔ􀆳ｓ ｉｍｐｅｒｓｏｎａｔｉｏｎ ａｔｔａｃｋ ｔｏ
ｒｅｃｅｉｖｅｒ． ＵＬ， ａｆｔｅｒ ｒｅｃｅｉｖｉｎｇ ｔｈｅｉｒ ｓｅｃｒｅｔ ｋｅｙｓ， ｅｎｃｏｄｅｓ
ａ ｍｅｓｓａｇｅ ａｎｄ ｔｒａｎｓｍｉｔｓ ｉｔ ｔｏ ｒｅｃｅｉｖｅｒ． ＵＬ ｉｓ ｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌ
ｉｆ ｒｅｃｅｉｖｅｒ ａｃｃｅｐｔｓ ｉｔ ａｓ ｌｅｇｉｔｉｍａｔｅ ｍｅｓｓａｇｅ． Ｄｅｎｏｔｅ ＰＩ

ｔｈｅ ｌａｒｇｅｓｔ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｓｏｍｅ ｏｐｐｏｎｅｎｔ􀆳ｓ ｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌ
ｉｍｐｅｒｓｏｎａｔｉｏｎ ａｔｔａｃｋ ｔｏ ｒｅｃｅｉｖｅｒ， ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ
ａｓ：

ＰＩ ＝ ｍａｘ
ｍ∈Ｍ

｛ｅＲ ∈ ＥＲ ｅＲ ⊂ ｍ｝
ＥＲ

{ }
２ ） Ｔｈｅ ｏｐｐｏｎｅｎｔ􀆳ｓ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｏｎ ａｔｔａｃｋ ｔｏ ｔｈｅ

ｒｅｃｅｉｖｅｒ． ＵＬ ｕｓｅｓ ａｎｏｔｈｅｒ ｍｅｓｓａｇｅ ｍ′ ｉｎｓｔｅａｄ ｏｆ ｔｈｅ
ｍｅｓｓａｇｅ ｍ ， ａｆｔｅｒ ｔｈｅｙ ｏｂｓｅｒｖｅ ａ ｌｅｇｉｔｉｍａｔｅ ｍｅｓｓａｇｅ
ｍ． ＵＬ ｉｓ ｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌ ｉｆ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ ａｃｃｅｐｔｓ ｉｔ ａｓ ａ
ｌｅｇｉｔｉｍａｔｅ ｍｅｓｓａｇｅ， ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａｓ：

ＰＳ ＝ ｍａｘ
ｍ∈Ｍ

ｍａｘ
ｍ′≠ｍ∈Ｍ

｛ｅＲ ∈ ＥＲ ｅＲ ⊂ ｍ，ｍ′｝

｛ｅＲ ∈ ＥＲ ｅＲ ⊂ ｍ｝{ }
３）Ｔｈｅｒｅ ｍｉｇｈｔ ｂｅ ｌ ｍａｌｉｃｉｏｕｓ ｓｅｎｄｅｒｓ ｗｈｏ ｕｎｉｔｅ

ｔｏ ｃｈｅａｔ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ， ｔｈａｔ ｉｓ， ｔｈｅ ｐａｒｔ ｏｆ ｓｅｎｄｅｒｓ ａｎｄ
ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ ａｒｅ ｎｏｔ ｒｅｌｉａｂｌｅ， ｔｈｅｙ ｃａｎ ｔａｋｅ
ｉｍｐｅｒｓｏｎａｔｉｏｎ ａｔｔａｃｋ．

Ｌｅｔ Ｌ ＝ ｛ｉ１，ｉ２，…，ｉｌ｝ ⊂｛１，２，…，ｎ｝， ｌ ＜ ｎ，ＥＬ ＝
｛Ｅ ｉ１，Ｅ ｉ２，…，Ｅ ｉｌ｝ ． Ａｓｓｕｍｅ ＵＬ ＝ ｛Ｕｉ１，Ｕｉ２，…，Ｕｉｌ｝，
ＵＬ ａｆｔｅｒ ｒｅｃｅｉｖｉｎｇ ｔｈｅｉｒ ｓｅｃｒｅｔ ｋｅｙｓ， ｔｒａｎｓｍｉｔｓ ａ
ｍｅｓｓａｇｅ ｍ ｔｏ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ Ｒ， ＵＬ ｉｓ ｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌ ｉｆ ｔｈｅ
ｒｅｃｅｉｖｅｒ ａｃｃｅｐｔｓ ｉｔ ａｓ ａ ｌｅｇｉｔｉｍａｔｅ ｍｅｓｓａｇｅ． Ｄｅｎｏｔｅ
ＰＵ（Ｌ） ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｓｕｃｃｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｉｍｐｅｒｓｏｎａｔｉｏｎ ａｔｔａｃｋ ｔｏ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ． Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ
ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａｓ：

　 　 　 　 　 　 ＰＵ（Ｌ） ＝ ｍａｘ
ｅＬ∈ＥＬ，

ｍａｘ
ｅＬ∈ｅｕ

ｍａｘ
ｍ∈Ｍ

｜ ｛ｅＲ ∈ ＥＲ ｜ ｅＲ ⊂ ｍ，ａｎｄ ｐ（ｅＲ，ｅＵ） ≠ ０｝ ｜

｜ ｛ｅＲ ∈ ＥＲ ｜ ｐ（ｅＲ，ｅＵ） ≠ ０｝ ｜{ }

２　 Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｙ Ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ

２． １ 　 Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ Ｆｉｎｉｔｅ Ｆｉｅｌｄｓ ａｎｄ Ｓｏｍｅ
Ｒｅｌｅｖａｎｔ Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

　 　 Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２．１．１　 Ａ ｆｉｎｉｔｅ ｆｉｅｌｄ ｉｓ ａ ｆｉｅｌｄ ｔｈａｔ
ｃｏｎｔａｉｎｓ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．１．２　 Ｌｅｔ Ｆｑ ｂｅ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｆｉｅｌｄ ｗｉｔｈ ｑ
ｅｌｅｍｅｎｔｓ， ｄｅｎｏｔｅ Ｆ∗

ｑ ａｌｌ ｎｏｎｚｅｒｏ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｓｅｔ ｏｆ Ｆｑ ，
ａｎｄ Ｆ∗

ｑ ｆｏｒｍｓ ａ ｃｙｃｌｅ ｇｒｏｕｐ．
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２．１．３　 Ａ ｇｅｎｅｒａｔｏｒ α ｏｆ Ｆ∗

ｑ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ
ａ ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｆ Ｆｑ ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２．１．４　 Ｌｅｔ α ｂｅ ａ ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ ｅｌｅｍｅｎｔ

ｏｆ Ｆｑ ， ｔｈｅｎ １，α，α２，…，αｎ－１ ａｒｅ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ，
ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， α，α２，…，αｎ ｎ ＜ ｑ( ) ａｒｅ ａｌｓｏ ｌｉｎｅａｒｌｙ
ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．１．５ 　 Ｌｅｔ α ｂｅ ａ ｇｅｎｅｒａｔｏｒ ｏｆ Ｆ∗
ｑ ，

ａｎｄ ｉｆ ｋ ｉｓ ａｎ ｉｎｔｅｇｅｒ ｔｈａｔ ｉｓ ｒｅｌａｔｉｖｅｌｙ ｐｒｉｍｅ ｔｏ ｍ ，
ｔｈｅｎ αｋ ｉｓ ａｌｓｏ ａ ｇｅｎｅｒａｔｏｒ ｏｆ Ｆ∗

ｑ ．
Ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ｃｏｍｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅ Ｒｅｆ．［１７］ ．

２．２　 Ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ａｎｄ Ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ ｏｆ ａ Ｍａｔｒｉｘ
ａｎｄ ｔｈｅ Ｒｅｌｅｖａｎｔ Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ

　 　 Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２． ２． １ 　 Ｌｅｔ Ａ ｂｅ ａ ｍａｔｒｉｘ ｏｖｅｒ
Ｆｑ

ｎ×ｎ ， ｘ ｂｅ ａ ｎ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｎｏｎ⁃ｚｅｒｏ ｃｏｌｕｍｎ ｖｅｃｔｏｒ
ｏｖｅｒ Ｆｑ， λ ∈Ｆｑ ｂｅ ａ ｎｕｍｂｅｒ， ｉｆ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ Ａｘ ＝λｘ
ｈｏｌｄｓ， ｔｈｅｎ ｗｅ ｃａｌｌ ｘ ａｎ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ ｏｆ Ａ ， ａｎｄ ｃａｌｌ λ

·２５·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２６， Ｎｏ．１， ２０１９

ａｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｏｆ Ａ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｘ ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．２．２　 Ａ ｎ × ｎｍａｔｒｉｘ Ａ ｉｓ ｄｉａｇｏｎａｌｉｚｅｄ

ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ Ａ ｈａｓ ｎ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ
ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．２．３　 Ｌｅｔ Ａ ｂｅ ａ ｎ × ｎ ｄｉａｇｏｎａｌｉｚｅｄ
ｍａｔｒｉｘ ｏｖｅｒ Ｆｑ， ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ ｂｅ ｎ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ
ｕｎｉｔ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ （ｃｏｌｕｍｎ ｖｅｃｔｏｒ） ｏｆ Ａ ， ａｎｄ λ １， λ ２，
…，λ ｎ ｂｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ ｏｆ ｘ１，ｘ２， …，ｘｎ

ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｉｆ ｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｃｅｓ
Ｐ ＝ ［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］

Λ ＝

λ １ ０ … ０
０ λ ２ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … λ ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ Ａ ＝ ＰΛＰ －１ ｈｏｌｄｓ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．２．４　 Ａ ｎ ｏｒｄｅｒ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌ

ｍａｔｒｉｘ ｍｕｓｔ ｂｅ ｄｉａｇｏｎａｌｉｚｅｄ．
Ｌｅｍｍａ ２．２．５　 Ｉｆ Ａ ｉｓ ａ ｎ × ｎ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ

ｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌ ｍａｔｒｉｘ， ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ ｏｆ
ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ａｒｅ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ．
Ｍａｋｉｎｇ ｔｈｅｓｅ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ ｗｈｉｃｈ
ａｒｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｏｆ Ａ ａｒｅ
ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｔｏ ｅａｃｈ ｏｔｈｅｒ ｂｙ Ｓｃｈｍｉｄｔ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ
ｍｅｔｈｏｄ， ａｎｄ ｍａｋｉｎｇ ｔｈｅｍ ｕｎｉｔｉｚａｔｉｏｎ ａｇａｉｎ， ｗｅ ｇｅｔ ａ
ｇｒｏｕｐ ｏｆ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｕｎｉｔｉｚａｔｉｏｎ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ ξ１，ξ２，…，
ξ ｎ ． Ｄｅｎｏｔｅ Ｐ ＝ ［ξ １，ξ ２，…，ξ ｎ］ ， ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ， Ｐ ｉｓ ａｎ
ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｍａｔｒｉｘ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ Ａ ＝ ＰΛＰ －１ ｈｏｌｄｓ．

Ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ｃｏｍｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅ Ｐｅｆ．［１８］ ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．２．６［１９］ 　 Ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ

ｍａｔｒｉｘ ｏｖｅｒ Ｆｑ
ｎ×ｎ ｉｓ

Π
ｊ ＝ ０

ｎ－１
（ｑｎ － ｑ ｊ） ＝ ｑ

ｎ（ｎ－１）
２ Π

ｎ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．２．７［１８］ 　 Ｉｆ ｆｏｒ ａｎｙ ｎ ｏｒｄｅｒ ｓｑｕａｒｅ
ｍａｔｒｉｘ Ａ ， ａ ｎ ｏｒｄｅｒ ｓｑｕａｒｅ ｍａｔｒｉｘ Ｐ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ
ｅｑｕａｔｉｏｎ ＡＰ ＝ ＰＡ ， ｔｈｅｎ Ｐ ｉｓ ａ ｎ ｏｒｄｅｒ ｓｃａｌａｒ ｍａｔｒｉｘ．
２．３　 Ｒｅｌａｔｅｄ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ Ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ

Ｃｏｄｅｓ
　 　 Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２．３．１［３］ 　 Ｌｅｔ Ｓ ， Ｅ ａｎｄ Ｍ ｂｅ
ｎｏｎｅｍｐｔｙ ｓｅｔ． Ａｓｓｕｍｅ ｆ：Ｓ × Ｅ → Ｍ ｉｓ ａ ｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅ
ｍａｐｐｉｎｇ ｆｒｏｍ Ｓ × Ｅ ｔｏ Ｍ ， ｉｆ ｆｏｒ ａｎｙ ｇｉｖｅｎ ｅ ∈ Ｅ，
ｍ ∈ Ｍ ， ｓ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｆ（ ｓ，ｅ） ＝ ｍ ｉｓ ｕｎｉｑｕｅｌｙ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｅ ａｎｄ ｍ ， ｔｈｅｎ ｗｅ ｃａｌｌｅｄ ｔｈｅ ｔｅｔｒａｄ
（Ｓ，Ｅ，Ｍ；ｆ） ａｎ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅ．
２．４　 Ｓｏｍｅ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ａｎｄ Ｒｅｌａｔｅｄ Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ

ｏｆ Ｇｒｏｕｐ Ｔｈｅｏｒｙ
　 　 Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２．４．１　 Ｓｕｐｐｏｓｅ Ｇ ｉｓ ａ ｇｒｏｕｐ， Ｈ ｉｓ ａ
ｓｕｂｇｒｏｕｐ ｏｆ Ｇ ， ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｌｅｆｔ （ ｏｒ ｒｉｇｈｔ）
ｃｏｓｅｔｓ ｏｆ Ｈ ｉｎ Ｇ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ｉｎｄｅｘ ｏｆ Ｈ ｉｎ Ｇ ， ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ
［Ｇ ∶ Ｈ］ ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．４．２　 Ｌｅｔ Ｇ ｂｅ ａ ｆｉｎｉｔｅ ｇｒｏｕｐ． Ｉｆ Ｈ ｉｓ
ａ ｓｕｂｇｒｏｕｐ ｏｆ Ｇ ， ｔｈｅｎ ｜ Ｇ ｜ ＝｜ Ｈ ｜ ［Ｇ ∶ Ｈ］ ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２．４．３　 Ｓｕｐｐｏｓｅ Ω ｂｅ ｔｈｅ ｏｂｊｅｃｔ ｓｅｔ
ａｎｄ ｔｈｅ ｇｒｏｕｐ Ｇ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｎ Ω ， ａ ∈ Ω ， ｔｈｅｎ Ωａ ＝
｛ｇ（ａ） ｜ ｇ ∈ Ｇ｝ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａｎ ｏｒｂｉｔ ｏｆ Ω ｕｎｄｅｒ Ｇ ， ａ ｉｓ
ｃａｌｌｅｄ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｂｉｔ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２．４．４　 Ｌｅｔ ｔｈｅ ｇｒｏｕｐ Ｇ ｅｆｆｅｃｔ ｏｎ Ω ，
ａ ∈ Ω ， ｔｈｅｎ Ｇａ ＝ ｛ｇ ｜ ｇ ∈ Ｇ，ｇ（ａ） ＝ ａ｝ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ
ｓｔａｂｌｅ ｓｕｂｇｒｏｕｐ ａｂｏｕｔ ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａ， ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ
Ｓｔａｂａ

Ｇ ．
　 　 Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．４．５　 Ｆｏｒ ｔｈｅ ｇｒｏｕｐ Ｇ， ｔｈｅ ｏｒｂｉｔ Ωａ

ａｎｄ ｔｈｅ ｓｔａｂｌｅ ｓｕｂｇｒｏｕｐ Ｇａ ， ｔｈｅ ｏｒｂｉｔ ｆｏｒｍｕｌａ ａｂｏｕｔ
ｔｈｅｍ ｉｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ： ｜ Ωａ ｜ ＝ ［Ｇ ∶ Ｇａ］ ．

Ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ｃｏｍｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅ Ｒｅｆ．［２０］ ．
２．５ 　 Ｓｏｍｅ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ａｎｄ Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ

Ｍａｔｒｉｘ Ｏｖｅｒ Ｆｉｎｉｔｅ Ｆｉｅｌｄｓ
　 　 Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２．５．１ 　 Ｌｅｔ Ｓ ｂｅ ａｎ ｎ × ｎ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ
ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｍａｔｒｉｘ ｏｖｅｒ Ｆｑ ， ａ ｎ × ｎ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ
ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｍａｔｒｉｘ Ｔ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ
ｔｏ Ｓ ， ｉｆ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｈｏｌｄｓ： ＴＳＴＴ ＝ Ｓ ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．５．２　 Ａ ｎ × ｎ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ
ｍａｔｒｉｘ ｏｖｅｒ Ｆｑ ｉｓ ｃｏｇｒｅｄｉｅｎｔ ｔｏ ｏｎｅ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｆｏｕｒ ｎｏｒｍａｌ ｆｏｒｍｓ：

Ｓ２ν ＝ ０ Ｉ（ν）

Ｉ（ν） ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｓ２ν ＋１，１ ＝
０ Ｉ（ν） ０
Ｉ（ν） ０ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Ｓ２ν ＋１，ｚ ＝
０ Ｉ（ν） ０
Ｉ（ν） ０ ０
０ ０ ｚ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Ｓ２ν ＋２ ＝

０ Ｉ（ν） ０ ０
Ｉ（ν） ０ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ － ｚ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

Ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｉｓ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｆｏｒｍ ｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅｌｙ
ｗｈｅｎ ｎ ＝ ２ν ， ｎ ＝ ２ν ＋ １， ｎ ＝ ２ν ＋ １ ａｎｄ ｎ ＝ ２ν ＋ ２
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｃｏｖｅｒ ｔｈｅ ｆｏｕｒ ｃａｓｅｓ ａｔ ｔｈｅ
ｓａｍｅ ｔｉｍｅ， ｗｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ｔｈｅ ｓｉｇｎ Ｓ２ν＋δ，Δ ， ｗｈｅｒｅ ν ｉｓ
ｉｔｓ ｉｎｄｅｘ， Δ ｄｅｎｏｔｅｓ ｉｔｓ ｄｅｆｉｎｉｔｅ ｐａｒｔ， ｔｈｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ
Δ ｉｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

Δ ＝

ϕ，　 　 　 　 δ ＝ ０
１( ) ｏｒ ｚ( ) ，　 δ ＝ １
１ 　 ０
０ － ｚ

é

ë
êê

ù

û
úú ，　 　 δ ＝ ２

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．５．３ 　 Ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ａｌｌ ｍａｔｒｉｃｅｓ
ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ Ｓ２ν＋δ，Δ ｏｖｅｒ Ｆｑ ｂｙ
Ｏ２ν ＋δ，Δ（Ｆｑ） ，ｔｈｅｎ，

·３５·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２６， Ｎｏ．１， ２０１９

Ｏ２ν ＋δ，Δ（Ｆｑ）
＝ ｑν（ν ＋δ －１）∏

ν

ｉ ＝ １
（ｑｉ － １）∏

ν ＋δ －１

ｉ ＝ ０
（ｑｉ ＋ １）

Ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ｃｏｍｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅ Ｒｅｆ．［１９］ ．

３　 Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｍｕｌｔｉ⁃ｓｅｎｄｅｒ Ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ
Ｃｏｄｅ

３．１　 Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｍｕｌｔｉ⁃ｓｅｎｄｅｒ
Ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ Ｃｏｄｅ

　 　 Ｌｅｔ Ｆｑ ｂｅ ａ ｆｉｎｉｔｅ ｆｉｅｌｄ ｏｆ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｎｏｔ ２，
ｗｉｔｈ ｑ≥５， Ａ ｂｅ ａ ｎｏｎｓｉｎｇｕｌａｒ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｍａｔｒｉｘ ｏｖｅｒ
Ｆｎ×ｎ

ｑ ， λ １， λ ２， … ， λ ｎ ｂｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ Ａ ， ξ １， ξ ２，
…，ξ ｎ ｂｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｕｎｉｔ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ，
Ｐ ＝ ［ξ １，ξ ２，…，ξｎ］ ， ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ Ｐ ｉｓ ａｎ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ
ｍａｔｒｉｘ， Λ ｂｅ ａ ｄｉａｇｏｎａｌ ｍａｔｒｉｘ ｏｖｅｒ Ｆｎ×ｎ

ｑ ， ｉｔｓ ｆｏｒｍ ｉｓ
ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

Λ ＝

λ １ ０ … ０
０ λ ２ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … λ ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Ｆｒｏｍ Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．２．５， ｗｅ ｋｎｏｗ ｔｈａｔ Ａ ＝ＰΛＰ －１ ，
Λ ＝ Ｐ －１ＡＰ． Ｓｅｔ α ｉｓ ａ ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｆ Ｆｑ， Ｎ ＝
｛１，２，…，ｎ｝ ．

Ｔｈｅ ｓｏｕｒｃｅ ｓｔａｔｅｓ ｓｅｔ Ｓ ＝ Ｆ∗
ｑ ；

Ｔｈｅ ｅｎｃｏｄｉｎｇ ｒｕｌｅｓ ｓｅｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｎｄｅｒｓ ｉｓ ＥＵｉ
＝

｛（λ １，ｉ） ｜ λ ｉ ∈ Ｆ∗
ｑ ，ｉ ∈ Ｎ｝（１ ≤ ｉ ≤ ｎ） ．

Ｔｈｅ ｄｅｃｏｄｉｎｇ ｒｕｌｅｓ ｓｅｔ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ ｉｓ ＥＲ ＝
｛（Ｐ，Ａ，α） ｜ Ｐ，Ａ∈ Ｆｎ×ｎ

ｑ ， α ｉｓ ａ ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ ｅｌｅｍｅｎｔ｝；
Ｔｈｅ ｌａｂｅｌ ｓｅｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｎｄｅｒ Ｔｉ ＝ Ｆ∗

ｑ （１≤ ｉ≤ ｎ） ；
Ｔｈｅ ｌａｂｅｌ ｓｅｔ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ ｉｓ Ｔ ＝ Ｆ∗

ｑ ；
Ｔｈｅ ｅｎｃｏｄｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｎｄｅｒ Ｕｉ ： ｆｉ ：
Ｓ × ＥＵｉ → Ｔｉ ， ｆｉ（ ｓ，ｅＵｉ

） ＝ λ ｉｓｉ，１ ≤ ｉ ≤ ｎ
Ｔｈｅ ｄｅｃｏｄｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ Ｒ ：
　 　 ｇ：Ｓ × ＥＲ → Ｔ

ｇ（ ｓ，ｅＲ） ＝ ［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］Ｐ －１ＡＰ

α
α２

︙
α ｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

　 　 Ｔｈｅ Ｍｕｌｔｉ⁃ｓｅｎｄｅｒ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅ ｗｏｒｋｓ ａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ：

１） Ｋｅｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｋｅｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｅｎｔｅｒ
ｒａｎｄｏｍｌｙ ｇｅｎｅｒａｔｅｓ ａ ｎ × ｎ ｎｏｎｓｉｎｇｕｌａｒ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ
ｍａｔｒｉｘ Α ｏｖｅｒ Ｆｑ ． Ｈｅ ｃｏｍｐｕｔｅｓ ｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ａｎｄ ｎ
ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｕｎｉｔ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ， ａｎｄ
ｓｅｌｅｃｔｓ ａ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｒａｎｄｏｍｌｙ， ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ λ ｉ ． Ｉｆ λ ｉ ｉｓ
ａ ｋ⁃ ｔｕｐｌｅｓ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ， ｔｈｅｎ ｉｔ ｉｓ ｔａｋｅｎ ｋ ｔｉｍｅｓ ａｔ ｍｏｓｔ，
ａｎｄ ｉｔ ｓｅｌｅｃｔｓ ａ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ ｆｒｏｍ ａｌｌ ｔｈｅｓｅ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ
ｕｎｉｔ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ ｂｅｌｏｎｇｉｎｇ ｔｏ λ ｉ ， ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ ξ ｉ ，
ａｎｄ ｉｔ ｓｅｎｄｓ ｐｒｉｖａｔｅｌｙ （λ ｉ，ｉ） ｔｏ ｔｈｅ ｓｅｎｄｅｒ Ｕｉ（１≤ ｉ≤

ｎ） ， ｉｔ ｍｅａｎｓ ｅＵｉ
＝ （λ ｉ，ｉ） ． Ａｆｔｅｒ ａｌｌ ｅＵｉ

ｈａｖｅ ｂｅｅｎ
ｓｅｎｔ， ξ １，ξ ２，…，ξ ｎ ｗｉｌｌ ｂｅ ｄｅｆｉｎｅｄ． Ｗｈｅｎ ｈｅ ｇｅｎｅｒａｔｅｓ
ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ Ｐ ＝ ［ξ １，ξ ２，…，ξｎ］ ， ｈｅ ｓｅｌｅｃｔｓ ａ ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ
ｅｌｅｍｅｎｔｓ α ｏｆ Ｆｑ ， ａｎｄ ｓｅｎｄｓ （Ａ，Ｐ，α） ｔｏ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ
Ｒ ， ｉｔ ｍｅａｎｓ ｅＲ ＝ （Ａ，Ｐ，α） ．

２ ） Ｂｒｏａｄｃａｓｔ． Ｉｆ ｔｈｅ ｓｅｎｄｅｒｓ ｗｏｕｌｄ ｌｉｋｅ ｔｏ
ｔｒａｎｓｍｉｔ ａ ｓｏｕｒｃｅ ｓｔａｔｅ ｓ ∈ Ｓ ｔｏ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ Ｒ ， ｔｈｅｎ
ｔｈｅ ｓｅｎｄｅｒ Ｕｉ ｃｏｍｐｕｔｅｓ ｔｉ ＝ ｆｉ（ ｓ，ｅＵｉ

） ＝ λ ｉｓｉ（１≤ ｉ≤ ｎ）
ａｎｄ ｓｅｎｄｓ ｔｉ ｔｏ ｔｈｅ ｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｒ Ｈ ．

３） Ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ．Ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｒ ｒｅｃｅｉｖｅｓ ｔ１，ｔ２，
…，ｔｎ ，ｉｔ ｃｏｍｐｕｔｅｓ ｈ（ ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ） ＝ ｔ１α ＋ ｔ２α２ ＋ … ＋
ｔｎα ｎ ＝ ｔ ａｎｄ ｔｒａｎｓｍｉｔｓ ｍ ＝ （ ｓ，ｔ） ｔｏ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ Ｒ ．

４） Ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ． Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ Ｒ ｒｅｃｅｉｖｅｓｍ ＝
（ ｓ，ｔ） ， ｉｔ ｃａｌｃｕｌａｔｅｓ

ｔ′ ＝ ｇ（ ｓ，ｅＲ） ＝ ［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］Ｐ －１ＡＰ

α
α２

︙
α ｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

Ｉｆ ｔ ＝ ｔ′ ， ｉｔ ａｃｃｅｐｔｓ ｔ； Ｉｆ ｎｏｔ，ｉｔ ｒｅｊｅｃｔｓ ｉｔ．
Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅｓｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ， ｗｅ

ｋｎｏｗ ｗｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ｎｏ ａｔｔａｃｋ．

ｔ′ ＝ ［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］Ｐ －１ＡＰ

α
α２

︙
α ｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝

［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］Λ

α
α２

︙
α ｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝

［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］

λ １ ０ … ０
０ λ ２ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … λ ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

α
α２

︙
α ｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝

λ １ｓα ＋ λ ２ｓ２α２ ＋ … ＋ λ ｎｓｎα ｎ ＝
ｔ１α ＋ ｔ２α２ ＋ … ＋ ｔｎα ｎ ＝ ｔ

３．２　 Ｔｈｅ Ｒａｔｉｏｎａｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ
Ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ Ｃｏｄｅ

　 　 Ｌｅｍｍａ ３．２．１ Ｌｅｔ Ｃｉ ＝（Ｓ，ＥＵｉ
，Ｔｉ；ｆｉ）（１≤ｉ≤ｎ）．

Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｃｏｄｅ ｉｓ ａｎ Ａ⁃ｃｏｄｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｅｎｄｅｒ．
Ｐｒｏｏｆ　 Ｆｏｒ ａｎｙ ｅＵｉ

∈ＥＵｉ
，ｓ∈ Ｓ ， ｂｅｃａｕｓｅ ＥＵｉ

＝
（Ｆ∗

ｑ ，Ｎ），Ｓ ＝ Ｆ∗
ｑ ， ｓｏ ｔｉ ＝ λ ｉｓｉ ∈ Ｆ∗

ｑ ＝ Ｔｉ ． Ｆｏｒ ａｎｙ
ｔｉ ∈ Ｔｉ ＝ Ｆ∗

ｑ ， ｂｅｃａｕｓｅ Ｆ∗
ｑ ｆｏｒｍｓ ａ ｃｙｃｌｉｃ ｇｒｏｕｐ ａｎｄ

ｔｈｅ ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ ｅｌｅｍｅｎｔ α ｏｆ Ｆｑ ｉｓ ａ ｇｅｎｅｒａｔｏｒ ｏｆ Ｆ∗
ｑ ， ｓｏ

ｗｅ ｃａｎ ａｓｓｕｍｅ ｔｉ ＝ αｋ ． Ｗｅ ｃｈｏｏｓｅ ｅＵｉ
＝ （λｉ，ｉ） ＝

（αｋ－ｉ，ｉ） ∈（Ｆ∗
ｑ ，Ｎ） ＝ ＥＵｉ

， ｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ｓ ＝ α ｓｕｃｈ ｔｈａｔ
ｆｉ（ ｓ，ｅＵｉ

） ＝λ ｉｓｉ ＝ αｋ－ｉ · αｉ ＝ αｋ ＝ ｔｉ ｈｏｌｄｓ， ｓｏ ｆｉ ｉｓ
ｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅ．

·４５·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２６， Ｎｏ．１， ２０１９

Ｉｆ ｓ′ ∈ Ｓ ｉｓ ａｎｏｔｈｅｒ ｓｏｕｒｃｅ ｓｔａｔｅ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｉ ＝
λ ｉｓｉ（１ ≤ ｉ ≤ ｎ）， ｔｈａｔ ｉｓ，

［ ｓ′，ｓ′２，…，ｓ′ｎ］

λ１ ０ … ０
０ λ２ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … λｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝

ｔ
ｔ２

︙
ｔｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

ｔｈｅｎ

［ ｓ′，ｓ′２，…，ｓ′ｎ］

λ１ ０ … ０
０ λ２ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … λｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝

ｔ
ｔ２

︙
ｔｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝

　 ［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］

λ１ ０ … ０
０ λ２ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … λｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

ａｎｄ

　 ［ｓ － ｓ′，ｓ２ － ｓ′２，…，ｓｎ － ｓ′ｎ］

λ１ ０ … ０
０ λ２ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … λｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝ ０

　 　 Ｂｅｃａｕｓｅ λ ｉ ∈ Ｆ∗
ｑ ， ｔｈａｔ ｉｓ ， λ ｉ ≠ ０，ｓｏ

λ１ ０ … ０
０ λ２ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … λｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

ｉｓ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ ［ｓ － ｓ′，ｓ２ － ｓ′２，…，ｓｎ － ｓ′ｎ］ ＝
［０，０，…，０］， ｔｈｅｎ ｓ′ ＝ ｓ ， ｔｈａｔ ｉｓ， ｓ ｉｓ ｔｈｅ ｕｎｉｑｕｅ
ｓｏｕｒｃｅ ｓｔａｔｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｅＵｉ ａｎｄ ｔｉ ．

Ｉｎ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ， Ｃ ｉ（１ ≤ ｉ ≤ ｎ） ｉｓ ａｎ Ａ⁃ｃｏｄｅ ｆｏｒ
ｔｈｅ ｓｅｎｄｅｒｓ．

Ｌｅｍｍａ ３．２．２　 Ｌｅｔ Ｃ ＝ （Ｓ，ＥＲ，Ｔ；ｇ） ， ｔｈｅｎ ｔｈｅ
ｃｏｄｅ ｉｓ ａｎ Ａ⁃ｃｏｄｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ．

Ｐｒｏｏｆ　 （１） Ｆｏｒ ａｎｙ ｓ∈ Ｓ ， ｅＲ ∈ ＥＲ ， ｂｅｃａｕｓｅ
Ｓ ＝ Ｆ∗

ｑ ， ＥＲ ＝ ｛ （Ｐ，Ａ，α） ｜ Ｐ，Ａ ∈ Ｆｎ×ｎ
ｑ ， α ｉｓ ａ

ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ ｅｌｅｍｅｎｔ｝， ｔｈｅｎ
ｇ（ｓ，ｅＲ） ＝ ［ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］Ｐ－１ＡＰ ［α，α２，…，αｎ］Ｔ ＝

ｔ ∈ Ｆ∗
ｑ

ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ， ｗｅ ｓｕｐｐｏｓｅ
［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］Ｐ －１ＡＰ ［α，α２，…，α ｎ］ Ｔ ＝ ｔ ＝ ０

　 　 Ｂｅｃａｕｓｅ α１，α２，…，α ｎ ｉｓ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ， ｓｏ
［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］Ｐ －１ＡＰ ＝ ０， ｂｕｔ Ｐ －１ＡＰ ｉｓ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ， ｓｏ
［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］ ＝ ［０，０，…，０］ ， ｔｈａｔ ｉｓ， ｓ ＝ ０， ｉｔ ｉｓ ａ
ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ ｔｏ ｓ ∈ Ｓ ＝ Ｆ∗

ｑ ． Ｍｅａｎｗｈｉｌｅ， ｆｏｒ ａｎｙ ｔ ∈
Ｔ， ｗｅ ｃｈｏｏｓｅ ｅＲ ∈ ＥＲ ． Ｓｉｎｃｅ ｓ ∈ Ｓ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ
ｇ（ ｓ，ｅＲ） ＝ ｔ ｈｏｌｄｓ， ｔｈｅｎ

［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］

λ １ ０ … ０
０ λ ２ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … λ ｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

α
α２

︙
α ｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝ ｔ

Ｉｔ ｉｓ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｔｏ

　 　 ［α１，α２，…，α ｎ］

λ １ ０ … ０
０ λ ２ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … λ ｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

ｓ
ｓ２

︙
ｓｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝ ｔ

Ｌｅｔ ｘ１ ＝ ｓ，ｘ２ ＝ ｓ２，…，ｘｎ ＝ ｓｎ ｂｅ ｕｎｋｎｏｗｎ
ｖａｒｉａｂｌｅ， ｇｅｔｔｉｎｇ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ Ｂ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

Ｂ ＝ ［α１，α２，…，α ｎ］

λ １ ０ … ０
０ λ ２ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … λ ｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

Ｓｏ ｇｅｔｔｉｎｇ ａ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ

ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ：Ｂ

ｘ１

ｘ２

︙
ｘｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝ ｔ

ｗｈｅｒｅ Ｂ ｉｓ ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ
ｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ ｒａｎｋ（Ｂ） ＝ １，Ｂ

－
＝ ［Ｂ，ｔ］ ｉｓ

ｔｈｅ ａｕｇｍｅｎｔｅｄ ｍａｔｒｉｘ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，
ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ α ， λ ｉ， ｔ ， ｗｅ ｋｎｏｗ ｒａｎｋ（Ｂ

－
） ＝

１ ， ｔｈａｔ ｉｓ， ｒａｎｋ （Ｂ） ＝ ｒａｎｋ（Ｂ
－
） ＝ １． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｆｒｏｍ

Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．２．８， ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｈａｓ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ｔｈａｔ ｉｓ， ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ｓ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｇ（ ｓ，ｅＲ） ＝ ｔ ．
Ｓｏ ｇ ｉｓ ｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅ．

（２） Ｉｆ ｓ′ ｉｓ ａｎｏｔｈｅｒ ｓｏｕｒｃｅ ｓｔａｔｅ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔ ＝
ｇ（ ｓ′，ｅＲ） ， ｓｏ ｇｅｔ

［ ｓ′，ｓ′２，…，ｓ′ｎ］

λ １ ０ … ０
０ λ ２ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … λ ｎ
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úú

＝ ｔ ＝

　 ［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］

λ １ ０ … ０
０ λ ２ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … λ ｎ
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［ｓ － ｓ′，ｓ２ － ｓ′２，…， ｓｎ － ｓ′ｎ］

λ１ ０ … ０
０ λ２ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … λｎ
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úú
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＝ ０

［α１，α２，…，αｎ］

λ１ ０ … ０
０ λ２ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … λｎ

é
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ê
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êê
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ｓ － ｓ′
ｓ２ － ｓ′２

　 ︙
ｓｎ － ｓ ′ｎ
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＝ ０ （１）
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Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２６， Ｎｏ．１， ２０１９

Ｂｅｃａｕｓｅ α ｉｓ ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ ｅｌｅｍｅｎｔ， ｆｒｏｍ Ｔｈｅｏｒｅｍ
２．１．４， ｗｅ ｋｎｏｗ ｔｈａｔ α，α２，…，α ｎ ｌｉｎｅａｒｌｙ
ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ． Ｓｏ

λ １ ０ … ０
０ λ ２ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … λ ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｓ － ｓ′
ｓ２ － ｓ′２

︙
ｓｎ － ｓ′ｎ
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êê

ù

û
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ú
úú

＝ ０

Ｂｅｃａｕｓｅ λ ｉ ≠ ０ １ ≤ ｉ ≤ ｎ( ) ，
λ １ ０ … ０
０ λ ２ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … λ ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｉｓ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｔｈｅ Ｅｑ．
（１） ｈａｓ ｏｎｌｙ ｚｅｒｏ ｓｏｌｕｔｉｏｎ． Ｔｈｅｎ

［ ｓ － ｓ′，ｓ２ － ｓ′２，…，ｓｎ － ｓ′ｎ］ ＝ ［０，０，…，０］
　 　 Ｓｏ ｓ － ｓ′ ＝ ０，ｓ′ ＝ ｓ， ｔｈａｔ ｉｓ， ｓ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｇ（ｓ，ｅＲ）＝
ｔ ｉｓ ｔｈｅ ｕｎｉｑｕｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｅＲ ａｎｄ ｔ ．

Ｉｎ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ， ｔｈｅ ｃｏｄｅ ｉｓ ａｎ Ａ⁃ｃｏｄｅ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｒｅｃｅｉｖｅｒ．

Ｆｒｏｍ Ｌｅｍｍａｓ ３．２．１ ａｎｄ ３．２．２， ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ
ｔｈａｔ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｉｓ Ｍｕｌｔｉ⁃ｓｅｎｄｅｒ
ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅ ｉｓ ｒｅａｓｏｎａｂｌｅ． Ｎｅｘｔ， ｗｅ ｗｉｌｌ ｂｅｇｉｎ
ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈｅ ｒｅｌｅｖａｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ
Ｍｕｌｔｉ⁃ｓｅｎｄｅｒ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅ．
３．３　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｒｅｌｅｖａｎｔ Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

Ａｂｏｕｔ ｔｈｅ Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ Ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ
Ｃｏｄｅ

　 　 Ｌｅｍｍａ ３． ３． １ 　 Ｓｏｍｅ ｒｅｌｅｖａｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ
Ｍｕｌｔｉ⁃ｓｅｎｄｅｒ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅ ａｒｅ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

｜ Ｓ ｜ ＝ ｑ － １， ｜ Ｔ ｜ ＝ ｑ － １， ｜ Ｔｉ ｜ ＝ ｑ － １
ＥＵｉ

＝ ｎ ｑ － １( ) １ ≤ ｉ ≤ ｎ( )

Ｐｒｏｏｆ　 Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｓ ， Ｔ ， Ｔｉ ａｎｄ
ＥＵｉ

， ｔｈｅｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｏｂｖｉｏｕｓ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ ３． ３． ２ 　 Ｌｅｔ Ａ ｂｅ ｎ × ｎ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ

ｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌ ｍａｔｒｉｘ ｏｖｅｒ Ｆｑ ． Ｉｆ Ａ ｉｓ ｃｏｇｒｅｄｉｅｎｔ ｔｏ
Ｓ２υ ＋δ，Δ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．５．２， ｗｈｅｒｅ ２υ ＋ Δ ＝ ｎ ， ｔｈｅｎ ｔｈｅ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｕｃｈ Ａ ｉｓ：

Θ ＝
ｑｎ ｎ－１( ) ∏

ｎ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ － １( )

ｑυ υ ＋δ －１( ) ∏
υ

ｉ ＝ １
ｑｉ － １( ) ∏

υ ＋δ －１

ｉ ＝ ０
ｑｉ ＋ １( )

Ｐｒｏｏｆ　 Ｌｅｔ Ｇ ｂｅ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ａｌｌ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ ｍａｔｒｉｘ
ｏｖｅｒ Ｆｎ×ｎ

ｑ ． Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ， （Ｇ， ×） ｉｓ ａ ｇｒｏｕｐ， ｗｈｅｒｅ × ｉｓ
ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｍａｔｒｉｘ， Ω ｂｅ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ａｌｌ
ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌ ｍａｔｒｉｘ ｏｖｅｒ Ｆｎ×ｎ

ｑ ． Ｃｈｏｏｓｅ
Ｓ２υ ＋δ ∈Ω ． Ｗｅ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ Ω ｆｏｒｍｓ ａｎ ｏｒｂｉｔ ｕｎｄｅｒ Ｇ，
ΩＳ２υ ＋δ

＝｛Ｔ（Ｓ２υ ＋δ，Δ）Ｔ ∈ Ｇ｝， ｗｈｅｒｅ Ｔ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ
Ｔ（Ｓ） ＝ＴＳＴＴ ． Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ， Ｔ（Ｓ） ｉｓ ｃｏｇｒｅｄｉｅｎｔ ｔｏ Ｓ，

ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｓｔａｂｌｅ ｓｕｂｇｒｏｕｐ ｏｆ Ｓ２υ ＋δ，Δ ｉｓ：
ＧＳ２υ ＋δ，Δ

＝ ｛Ｔ ｜ Ｔ ∈ Ｇ，Ｔ（Ｓ２υ ＋δ，Δ） ＝ Ｓ２υ ＋δ，Δ｝
Ｔ ｃｏｎｔａｉｎｅｄ ｉｎ ＧＳ２υ ＋δ，Δ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ

Ｔ（Ｓ２υ ＋δ，Δ） ＝ ＴＳ２υ ＋δ，ΔＴＴ ＝ Ｓ２υ ＋δ，Δ ． Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２． ５． １， Ｔ ｉｓ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ
Ｓ２υ ＋δ，Δ ， ＧＳ２υ ＋δ，Δ ｉｓ ｃｏｍｐｏｓｅｄ ｏｆ ａｌｌ Ｔ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｗｉｔｈ
ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ Ｓ２υ ＋δ，Δ ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｆｒｏｍ Ｔｈｅｏｒｅｍ ２． ５． ３，
ｗｅ ｋｎｏｗ ｔｈａｔ
　 　 ｜ ＧＳ２υ ＋δ，Δ ｜ ＝｜ ＯＳ２υ ＋δ，Δ（Ｆｑ） ｜ ＝

　 　 　 　 ｑυ（υ ＋δ －１）∏
υ

ｉ ＝ １
（ｑｉ － １）∏

υ ＋δ －１

ｉ ＝ ０
（ｑｉ ＋ １）

　 　 Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｂｙ Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．４．４ ａｎｄ Ｔｈｅｏｒｅｍ
２．４．７， ｗｅ ｇｅｔ

｜ ΩＳ２υ ＋δ，Δ ｜ ＝ ｜ Ｇ ∶ ＧＳ２υ ＋δ，Δ ｜ ＝
｜ Ｇ ｜

｜ ＧＳ２υ ＋δ，Δ ｜
　 　 Ｂｅｃａｕｓｅ Ｇ ｉｓ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ａｌｌ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ ｍａｔｒｉｃｅｓ ｏｖｅｒ
Ｆｎ×ｎ

ｑ ａｇａｉｎ， ｂｙ Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．２．６， ｗｅ ｋｎｏｗ

｜ Ｇ ｜ ＝ｑ
ｎ（ｎ－１）

２ ∏
ｎ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １） ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，

｜ ΩＳ２υ ＋δ，Δ ｜ ＝
｜ Ｇ ｜

｜ ＧＳ２υ ＋δ，Δ ｜
＝

　 　 　 　 　
ｑｎ（ｎ－１）∏

ｎ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

ｑυ（υ ＋δ －１）∏
υ

ｉ ＝ １
（ｑｉ － １）∏

υ ＋δ －１

ｉ ＝ ０
（ｑｉ ＋ １）

Ｓｉｎｃｅ ΩＳ２υ ＋δ，Δ ｉｓ ｍａｄｅ ｕｐ ｏｆ ａｌｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ Ａ ｗｈｉｃｈ
ａｒｅ ｃｏｇｒｅｄｉｅｎｔ ｔｏ Ｓ２υ ＋δ，Δ， ｜ ΩＳ２υ ＋δ，Δ ｜ ｉｓ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｔｈｅ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌ ｍａｔｒｉｘ ｏｖｅｒ Ｆｎ×ｎ

ｑ

ｃｏｇｒｅｄｉｅｎｔｉｎｇ ｔｏ Ｓ２υ ＋δ，Δ ， ｔｈａｔ ｉｓ，

Θ ＝
ｑｎ（ｎ－１）∏

ｎ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

ｑυ（υ ＋δ －１）∏
υ

ｉ ＝ １
（ｑｉ － １）∏

υ ＋δ －１

ｉ ＝ ０
（ｑｉ ＋ １）

Ｌｅｍｍａ ３．３．３ 　 Ｉｆ α ｉｓ ａ ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｆ
Ｆｑ ， ｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ φ（ｎ － １） ｃｈｏｉｃｅｓ ｆｏｒ α， ｗｈｅｒｅ
φ（ｎ － １） ｅｘｐｒｅｓｓｅｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ ｑ － １ ａｎｄ
ｒｅｌａｔｉｖｅｌｙ ｐｒｉｍｅ ｔｏ ｑ － １．

Ｐｒｏｏｆ　 Ｂｅｃａｕｓｅ α ｉｓ ａ ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｆ Ｆｑ，
ｂｙ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２．１．３， α ｉｓ ａ ｇｅｎｅｒａｔｏｒ ｏｆ Ｆ∗

ｑ ， ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ
ｏｆ α ｉｓ ｍ ， ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｔｏｒ，
ｍ ＝｜ Ｆ∗

ｑ ｜ ＝ｑ － １． Ｉｆ ｋ ｉｓ ａｎ ｉｎｔｅｇｅｒ ｔｈａｔ ｒｅｌａｔｉｖｅｌｙ
ｐｒｉｍｅ ｔｏ ｍ， ｂｙ Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．１．５， αｋ ｉｓ ａ ｇｅｎｅｒａｔｏｒ ｏｆ
Ｆ∗

ｑ ， ｔｈａｔ ｉｓ， αｋ ｉｓ ａ ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｆ Ｆｑ ．
Ｗｈｅｎ ｋ ＞ ｍ，αｋ ＝ αｋ－ｍ ａｎｄ ｋ － ｍ ｒｅｌａｔｉｖｅｌｙ ｐｒｉｍｅ

ｔｏ ｍ， ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｔｏｒ ｉｎ Ｆ∗
ｑ ｉｓ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｔｈｅ

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ ｍ ａｎｄ ｒｅｌａｔｉｖｅｌｙ
ｐｒｉｍｅ ｗｉｔｈ ｍ， ｂｅｃａｕｓｅ ｍ ＝ ｑ － １． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｅｒｅ ａｒｅ

·６５·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２６， Ｎｏ．１， ２０１９

φ（ｎ － １） ｃｈｏｉｃｅｓ ｏｆ α ．
Ｌｅｍｍａ ３．３．４

｜ ＥＲ ｜ ＝ Θφ（ｑ － １）ｎ！ ∏
ｍ

ｉ ＝ １

ｑｓｉ（ ｓｉ－１） ／ ２∏
ｓｉ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

ｓｉ！
ｗｈｅｒｅ Θ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ Ｔｈｅｏｒｅｍ ３． ３． ２， ｓｉ ｍｅａｎｓ ｔｈｅ
ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ λ ｉ ａｎｄ ｗｈｅｎ ｉ ≠ ｊ，

λ ｉ ≠ λ ｊ，１ ≤ ｉ，ｊ ≤ ｍ，∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｓｉ ＝ ｎ．

Ｐｒｏｏｆ 　 Ｆｏｒ ａｎｙ ｇｉｖｅｎ ｎ × ｎ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ
ｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌ ｍａｔｒｉｘ Ａ ｏｖｅｒ Ｆｑ， ｉｔ ｈａｓ ｍ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ
λ １，λ ２，…，λｍ ａｎｄ ｔｈｅｙ ａｒｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒｏｍ ｅａｃｈ ｏｔｈｅｒ，
ｗｈｅｒｅ λ ｉ ｉｓ ｓｉ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ， １≤ ｉ≤ｍ≤ ｎ ａｎｄ

∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｓｉ ＝ ｎ ． Ｂｅｃａｕｓｅ Ａ ｉｓ ａ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌ ｍａｔｒｉｘ， ｔｈｅ

ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ λ ｉ ｈａｓ ｓｉ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ．
Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ ｏｆ
λ ｉ ， ｎｅｅｄ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
（λ ｉＥ － Α）ｘ ＝ ０． Ｓｉｎｃｅ ｔｈｅ ｒａｎｋ ｏｆ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｍａｔｒｉｘ
λ ｉＥ － Α ｉｓ ｎ － ｓｉ， ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｓｉ ｆｒｅｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ， ｔｈｅ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｌｉｎｅａｒ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｓ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ ｍａｔｒｉｘ，
ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ ｍａｔｒｉｘ ｉｓ ｓｉ ｏｖｅｒ Ｆｑ ． Ｂｙ
ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｍ ２． ２． ５， ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｕｃｈ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ
ｍａｔｒｉｘ ｉｓ

∏
ｓｉ－１

ｊ ＝ ０
（ｑｓｉ － ｑ ｊ） ＝ ｑｓｉ（ ｓｉ－１） ／ ２∏

ｓｉ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

　 　 Ｏｎｃｅ ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ λ ｉＥ － Ａ ｉｓ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ， ｔｈｅｎ ｓｉ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ
ｏｆ λ ｉ ａｒｅ ａｌｓｏ ｕｎｉｑｕｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ａｎｄ ｔｈｅｓｅ
ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ ａｒｅ ｉｎ ｏｒｄｅｒ， ｗｈｅｎ ｔｈｅｓｅ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ ａｒｅ
ｎｏ ｏｒｄｅｒ， ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｋｉ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｃｈｏｉｃｅｓ ｆｏｒ ｓｉ
ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ， ｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ：

ｋｉｓｉ！ ＝ ｑｓｉ（ ｓｉ－１） ／ ２∏
ｓｉ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

ｓｏ

ｋｉ ＝
ｑｓｉ（ ｓｉ－１） ／ ２∏

ｓｉ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

ｓｉ！
Ｂｙ Ｓｃｈｍｉｄｔ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｍｅｔｈｏｄ， ｂｅｃａｕｓｅ ｔｈｅ

ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｖｅｃｔｏｒ ｇｒｏｕｐ ｘ１，ｘ２，
…，ｘｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｖｅｃｔｏｒ ｇｒｏｕｐ ｋｘ１，ｋｘ２，…，ｋｘｎ（ｋ ≠ ０）
ａｒｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ， ｓｏ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ

ｋｉ

ｑ － １
＝
ｑ
ｓｉ（ ｓｉ－１）

２ ∏
ｓｉ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ － １( )

ｑ － １( ) ｓｉ！
ｃｈｏｉｃｅ ｆｏｒ ｓｉ ｕｎｉｔ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ ｏｆ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ λ ｉ ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｆｏｒ ａｎｙ ｇｉｖｅｎ ｍａｔｒｉｘ Ａ ， ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ

ξ １，ξ ２，…，ξ ｎ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｃｈｏｉｃｅ ｉｓ

∏
ｍ

ｉ ＝ １

ｋｉ

ｑ － １
＝ ∏

ｍ

ｉ ＝ １

ｑ
ｓｉ（ ｓｉ－１）

２ ∏
ｓｉ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

（ｑ － １） ｓｉ！
ｗｈｅｒｅ ξ １，ξ ２，…，ξ ｎ ａｒｅ ｎｏ ｏｒｄｅｒ．

Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ Ｐ ｆｒｏｍ ｔｈｅ
ａｂｏｖｅ， ｅｖｅｒｙ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｃｈｏｉｃｅ ｏｆ Ｐ ａｌｌ ｉｓ ａ ｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎ
ｆｏｒ ξ １，ξ ２，…，ξ ｎ ， ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｆｏｒ ａｎｙ ｇｉｖｅｎ ξ １，ξ ２，…，
ξ ｎ ， ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｎ！ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｃｈｏｉｃｅ ｏｆ Ｐ． Ｓｏ ｆｏｒ ａｎｙ
ｇｉｖｅｎ Ａ ， ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａｌｌ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｃａｓｅｓ ｏｆ Ｐ ｉｓ

ｎ！ ∏
ｍ

ｉ ＝ １

ｑ
ｓｉ（ ｓｉ－１）

２ ∏
ｓｉ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

（ｑ － １） ｓｉ！
　 　 Ｂｅｃａｕｓｅ ｅＲ ＝ Ａ，Ｐ，α( ) ， ｗｈｅｒｅ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ Θ
ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｃａｓｅｓ ｆｏｒ Ａ ， ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ Ｐ ｉｓ

ｎ！ ∏
ｍ

ｉ ＝ １

ｑ
ｓｉ（ ｓｉ－１）

２ ∏
ｓｉ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

（ｑ － １） ｓｉ！
ａｎｄ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ φ（ｎ － １） ｃｈｏｉｃｅ ｆｏｒ α． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｅｒｅ
ａｒｅ

Θｎ！ ∏
ｍ

ｉ ＝ １

ｑ
ｓｉ（ ｓｉ－１）

２ ∏
ｓｉ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

（ｑ － １） ｓｉ！
ｃｈｏｉｃｅ ｆｏｒ ｅＲ ＝ （Ａ，Ｐ，α） ． Ｔｈａｔ ｉｓ，

｜ ＥＲ ｜ ＝ Θφ（ｑ － １）ｎ！ ∏
ｍ

ｉ ＝ １

ｑ
ｓｉ（ ｓｉ－１）

２ ∏
ｓｉ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

（ｑ － １） ｓｉ！
Ｌｅｍｍａ ３．３．５　 Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｍ∈Ｍ ， ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ

ｅＲ ｃｏｎｔａｉｎｅｄ ｉｎ ｍ ｉｓ ２φ３（ｑ － １） ．
Ｐｒｏｏｆ　 Ｆｏｒ ｅａｃｈ

ｍ ＝ （ ｓ，ｔ） ∈ Ｍ，ｅＲ ＝ （Ｐ，Ａ，α） ∈ ＥＲ

ｉｆ ｅＲ ⊂ ｍ， ｔｈｅｎ
ｇ（ ｓ，ｅＲ） ＝
　 ［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］Ｐ －１ＡＰ ［α，α２，…，α ｎ］ Ｔ ＝
　 ［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］Λ ［α，α２，…，α ｎ］ Ｔ ＝ ｔ
Ｆｏｒ ａｎｙ α， ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａｎｏｔｈｅｒ Λ′ ｓｕｃｈ ｔｈａｎ

［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］Λ′ ［α，α２，…，α ｎ］ Ｔ ＝ ｔ． Ｗｅ ｈａｖｅ
［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］（Λ － Λ′） ［α，α２，…，α ｎ］ Ｔ ＝ ０

　 　 Ｂｅｃａｕｓｅ α，α２，…，α ｎ ａｒｅ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ，
ｗｅ ｇｅｔ ［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］（Λ －Λ′）＝ ０， ｆｒｏｍ ［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］
ｉｓ ａｒｂｉｔｒａｒｉｌｙ， ｗｅ ｈａｖｅ Λ － Λ′ ＝ ０， ｔｈａｔ ｉｓ， Λ ＝ Λ′ ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， Λ ｉｓ ｏｎｌｙ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ α ， ｓｏ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ
ｏｆ α ｉｓ φ（ｑ － １） ．

Ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ， ｗｅ ｗｉｌｌ ｄｉｓｃｕｓｓ ｗｈｅｎ Λ ｉｓ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ， ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ Ａ ａｎｄ Ｐ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ Ｐ －１ＡＰ．
Ｌｅｔ Ｇ ｂｅ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ａｌｌ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ ｍａｔｒｉｘ ｏｖｅｒ Ｆｎ×ｎ

ｑ ．
Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ， （Ｇ， × ） ｉｓ ａ ｇｒｏｕｐ， ｗｈｅｒｅ ＂ ×＂ ｉｓ

·７５·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２６， Ｎｏ．１， ２０１９

ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｍａｔｒｉｘ． Ｌｅｔ Ω ｂｅ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ａｌｌ
ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌ ｍａｔｒｉｘ ｏｖｅｒ Ｆｎ×ｎ

ｑ ． Ｗｅ ｃｈｏｏｓｅ
Ａ ∈ Ω ａｎｄ ａｓｓｕｍｅ Ω ｆｏｒｍｓ ａｎ ｏｒｂｉｔ ΩＡ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ
ａｃｔｉｏｎ ｏｆ Ｇ：ΩＡ ＝ ｛Ｐ（Ａ） ｜ Ｐ ∈ Ｇ｝， ｗｈｅｒｅ Ｐ（Ａ） ＝
Ｐ －１ＡＰ ， ｔｈｅｎ ｓｔａｂｌｅ ｓｕｂｇｒｏｕｐ ｏｆ Ａ ｉｓ ＧＡ ＝ ｛Ｐ ｜ Ｐ ∈
Ｇ，Ｐ（Ａ）＝Ａ｝， Ｐ ｃｏｎｔａｉｎｅｄ ｉｎ ＧＡ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ
Ｐ（Ａ） ＝Ｐ －１ＡＰ ＝Ａ ｉ．ｅ． ＡＰ ＝ＰＡ ． Ｂｙ Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．２．７，
ｓｕｃｈ Ｐ ｉｓ ｓｃａｌａｒ ｍａｔｒｉｘ λＥ， ｂｅｃａｕｓｅ Ｐ ∈ Ｇ ｉｓ ａｎ
ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｍａｔｒｉｘ， ＰＰＴ ＝ Ｅ ． Ｓｏ λ ＝ ± １，Ｐ ＝ ± Ｅ ，
ｗｈｅｒｅ Ｅ ｉｓ ａ ｎ ｏｒｄｅｒ ｕｎｉｔ ｍａｔｒｉｘ． Ｔｈｅｎ ｜ ＧＡ ｜ ＝ ２．

Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｏｒｂｉｔ ｆｏｒｍｕｌａ ａｎｄ ｔｈｅ Ｌａｇｒａｎｇｅ
ｔｈｅｏｒｅｍ， ｗｅ ｋｎｏｗ ｔｈａｔ ｜ Ｇ ｜ ＝｜ ΩＡ ｜·｜ ＧＡ ｜ ． Ｎｏｗ
ｂｅｃａｕｓｅ ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ΩＡ ｔａｋｉｎｇ ｔｈｅ ｆｏｒｍ Ｐ（Ａ） ＝
Ｐ －１ＡＰ ａｎｄ Ｐ －１ＡＰ ｉｓ ｏｎｌｙ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ α， ｆｏｒ
Ｐ －１ＡＰ， ｔｈｅｒｅ ａｒｅ φ（ｑ － １） ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｃａｓｅｓ， ｔｈａｔ ｉｓ，
｜ ΩＡ ｜ ＝ φ（ｑ － １） ． Ｓｏ ｜ Ｇ ｜ ＝ ２φ（ｑ － １） ， ｔｈａｔ ｉｓ，
ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ２φ（ｑ － １） ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｃｈｏｉｃｅｓ ｆｏｒ Ｐ．

Ｂｅｃａｕｓｅ ｜ ΩＡ ｜ ｉｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａｌｌ Ａ ｔｕｒｎｅｄ ｉｎｔｏ
ｄｉａｇｏｎａｌ ｍａｔｒｉｘ ｂｙ ｔｈｅ ｓｉｍｉｌａｒｉｔｙ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ
Ｐ －１ＡＰ， ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ Ａ ｉｓ φ（ｑ － １） ｎｏｗ．
Ｓｏ ｗｈｅｎ Ｐ－１ＡＰ ｉｓ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ， ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ （Ａ，Ｐ） ｉｓ
２φ２（ｑ － １）． Ｉｎ ｓｕｍｍａｒｙ， ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉｐｌｅ （Ａ，
Ｐ，α） ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ ｋｎｏｗｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｓ ２φ３（ｑ － １），
ｔｈａｔ ｉｓ， ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｅＲ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｃｏｎｔａｉｎｅｄ ｉｎ ｍ ｉｓ
２φ３（ｑ － １） ．
　 　 Ｌｅｍｍａ ３．３．６ 　 Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｍ ＝ （ ｓ，ｔ） ∈ Ｍ， ａｎｄ
ｍ′ ＝ （ ｓ′，ｔ′） ∈ ｍ′ ｗｉｔｈ ｓ ≠ ｓ′， ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｅＲ
ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｃｏｎｔａｉｎｅｄ ｍ ａｎｄ ｍ′ ｉｓ ２φ２（ｑ － １） ．

Ｐｒｏｏｆ　 Ｗｅ ａｓｓｕｍｅ ｅＲ ＝ （Ｐ，Ａ，α） ． Ｉｆ ｅＲ ⊂ ｍ
ａｎｄ ｅＲ ⊂ ｍ′ ， ｔｈｅｎ

ｇ（ｓ′，ｅＲ）＝ ［ｓ′，ｓ′２，…，ｓ′ｎ］Ｐ－１ＡＰ ［α，α２，…，αｎ］Ｔ ＝
［ ｓ′，ｓ′２，…，ｓ′ｎ］Λ ［α，α２，…，α ｎ］ Ｔ ＝ ｔ′

Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ
［ｓ － ｓ′，ｓ２ － ｓ′２，…，ｓｎ － ｓ′ｎ］Λ［α，α２，…，αｎ］Ｔ ＝ ｔ － ｔ′ 　
　 Ｉｆ ｔ ＝ ｔ′， ｔｈｅｎ ｔ － ｔ′ ＝ ０． Ｓｉｎｃｅ α，α２，…，α ｎ ｉｓ
ｌｉｎｅａｒｌｙ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ，

［ ｓ － ｓ′，ｓ２ － ｓ′２，…，ｓｎ － ｓ′ｎ］Λ ＝ ０
Ｂｅｃａｕｓｅ Λ ｉｓ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ， ｗｅ ｇｅｔ

［ ｓ － ｓ′，ｓ２ － ｓ′２，…，ｓｎ － ｓ′ｎ］ ＝ ０
　 　 ｓｏ ｓ ＝ ｓ′， ｉｔ ｉｓ ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｋｎｏｗｎ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ． Ｓｏ ｔ ≠ ｔ′，ｔ － ｔ′ ≠ ０． Ｗｅ ｏｂｔａｉｎ

（ｔ － ｔ′） －１⌊［ｓ － ｓ′，ｓ２ － ｓ′２，…，ｓｎ － ｓ′ｎ］Λ
［α，α２，…，α ｎ］ Ｔ」 ＝ １

　 　 Ｆｏｒ ａｎｙ ｇｉｖｅｎ ｍ ＝ （ ｓ，ｔ） ， ｍ′ ＝ （ ｓ′，ｔ′） ， ｗｈｅｒｅ
ｓ， ｓ′，ｔ ａｎｄ ｔ′ ａｒｅ ｏｎｌｙ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ． Ｆｒｏｍ ｔｈｅ
ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｏｆ ｉｎｖｅｒｓｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｖｅｒ ｆｉｎｉｔｅ ｆｉｅｌｄｓ，
Λ ［α，α２，…，α ｎ］ Ｔ ｉｓ ｏｎｌｙ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ． Ｆｒｏｍ ｔｈｅ
ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ Λ ａｎｄ α， ｗｅ ｋｎｏｗ ｔｈａｔ ｓｕｃｈ Λ ａｎｄ α ａｒｅ
ａｌｓｏ ｏｎｌｙ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｓｉｍｉｌａｒ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ
ｏｆ Ｌｅｍｍａ ３．３．５， ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｗｏ⁃ｔｕｐｌｅ （Ａ，Ｐ） ｉｓ
２φ２（ｑ － １） ． Ｓｏ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｅＲ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｃｏｎｔａｉｎｅｄ ｍ
ａｎｄ ｍ′ ｉｓ ２φ２（ｑ － １） ．

Ｌｅｍｍａ ３．３．７ 　 Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｅＵ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ａ ｇｉｖｅｎ
ｅＬ， ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｅＲ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｗｉｔｈ ｅＵ ｉｓ

ＥＲ ＝ Θφ（ｑ － １）ｎ！ ∏
ｍ

ｉ ＝１

ｑｓｉ（ｓｉ－１） ／ ２∏
ｓｉ

ｊ ＝１
（ｑｊ － １）

（ｑ － １）ｓｉ！
Ｐｒｏｏｆ 　 Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ

ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｅＵ ａｎｄ ｅＲ ， ｗｅ ｋｎｏｗ ｔｈａｔ ｆｏｒ ａｎｙ
ｓｏｕｒｃｅ ｓｔａｔｅ ｓ，

ＥＲ ＝ Θφ（ｑ － １）ｎ！ ∏
ｍ

ｉ ＝ １

ｑｓｉ（ ｓｉ－１） ／ ２∏
ｓｉ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

（ｑ － １） ｓｉ！
Ｌｅｍｍａ ３．３．８ 　 Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｅＵ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ａ ｇｉｖｅｎ

ｅＬ， ａｎｄ ｍ ＝ （ ｓ，ｔ）， ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｅＲ ｗｈｉｃｈ ｉｓ
ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｗｉｔｈ ｅＵ ａｎｄ ｃｏｎｔａｉｎｅｄ ｉｎ ｍ ｉｓ ２φ２（ｑ － １） ．

Ｐｒｏｏｆ　 Ｆｏｒ ａｎｙ ｓ ∈ Ｓ ， ｅＲ ∈ ＥＲ， ｆｒｏｍ Ｌｅｍｍａ
３．３．７， ｗｅ ｋｎｏｗ ｔｈａｔ ｆｏｒ ａｎｙ ｇｉｖｅｎ ｅＵ ， ａｌｌ ｏｆ ｅＲ ａｒｅ
ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｗｉｔｈ ｅＵ Ｂｅｃａｕｓｅ ｅＲ ⊂ ｍ， ｓｏ

ｇ（ｓ，ｅＲ） ＝ ［ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］Ｐ－１ＡＰ ［α，α２，…，αｎ］Ｔ ＝
［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］Λ ［α，α２，…，α ｎ］ Ｔ ＝ ｔ

Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｔ －１［ ｓ，ｓ２，…，ｓｎ］Λ ［α，α２，…，α ｎ］ Ｔ ＝ １．
　 　 Ｓｉｍｉｌａｒ ｔｏ Ｌｅｍｍａ ３． ３． ６， ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ ｔｈａｔ
Λ ［α，α２，…，αｎ］Ｔ ｉｓ ｕｎｉｑｕｅｌｙ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，
ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｅＲ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｗｉｔｈ ｅＵ ａｎｄ
ｃｏｎｔａｉｎｅｄ ｉｎ ｍ ｉｓ ２φ２（ｑ － １） ．
３．４　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ａｔｔａｃｋ Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ

Ａｂｏｕｔ ｔｈｅ Ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ Ｃｏｄｅ
　 　 Ｔｈｅｏｒｅｍ ３． ４． １ 　 Ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ Ｍｕｌｔｉ⁃
ｓｅｎｄｅｒ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅ， ｉｆ ｔｈｅ ｓｅｎｄｅｒｓ􀆳 ｅｎｃｏｄｉｎｇ
ｒｕｌｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｒ􀆳ｓ ｄｅｃｏｄｉｎｇ ｒｕｌｅｓ ａｒｅ ｃｈｏｓｅｎ
ｃｏｎｆｏｒｍｉｎｇ ｔｏ ａ ｕｎｉｆｏｒｍ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ， ｔｈｅｎ
ｔｈｅ ｌａｒｇｅｓｔ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｉｅｓ ｏｆ ｓｕｃｃｅｓｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｙｐｅｓ
ｏｆ ｓｐｏｏｆｉｎｇ ａｔｔａｃｋ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ ａｒｅ：

ＰＩ ＝
２φ２（ｑ － １）

ｎ！
ｑｎ（ｎ－１） ／ ２∏

ｎ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

ｑｖ（ｖ＋δ－１）∏
ｖ

ｉ ＝ １
（ｑｉ － １）∏

ｖ＋δ－１

ｉ ＝ ０
（ｑｉ ＋ １）

∏
ｍ

ｉ ＝ １

ｑｓｉ（ ｓｉ－１） ／ ２∏
ｓｉ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

（ｑ － １） ｓｉ！

·８５·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２６， Ｎｏ．１， ２０１９

ＰＳ ＝ １
φ ｎ － １( )

ＰＵ Ｌ( ) ＝ ２φ（ｑ － １）

ｎ！
ｑｎ（ｎ－１） ／ ２∏

ｎ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

ｑｖ（ｖ＋δ－１）∏
ｖ

ｉ ＝ １
（ｑｉ － １）∏

ｖ＋δ－１

ｉ ＝ ０
（ｑｉ ＋ １）

∏
ｍ

ｉ ＝ １

ｑｓｉ（ ｓｉ－１） ／ ２∏
ｓｉ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

（ｑ － １） ｓｉ！

　 　 　 Ｐｒｏｏｆ　 Ｂｙ Ｌｅｍｍａ ３．３．４ ａｎｄ Ｌｅｍｍａ ３．３．５，

ＰＩ ＝ ｍａｘ
ｍ∈Ｍ

｛ｅＲ ∈ ＥＲ ｅＲ ⊂ ｍ｝
ＥＲ

{ } ＝ ２φ３ ｑ － １( )

Θφ ｑ － １( ) ｎ！ ∏
ｍ

ｉ ＝ １

ｑｓｉ（ ｓｉ－１） ／ ２∏
ｓｉ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ － １( )

ｑ － １( ) ｓｉ！

＝

　 　 ２φ２（ｑ － １）

ｎ！
ｑｎ（ｎ－１） ／ ２∏

ｎ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

ｑｖ（ｖ＋δ－１）∏
ｖ

ｉ ＝ １
（ｑｉ － １）∏

ｖ＋δ－１

ｉ ＝ ０
（ｑｉ ＋ １）

∏
ｍ

ｉ ＝ １

ｑｓｉ（ ｓｉ－１） ／ ２∏
ｓｉ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

（ｑ － １） ｓｉ！

　 　 Ｂｙ Ｌｅｍｍａ ３．３．５ ａｎｄ Ｌｅｍｍａ ３．３．６， ｗｅ ｇｅｔ

ＰＳ ＝ ｍａｘ
ｍ∈Ｍ

ｍａｘ
ｍ≠ｍ＇∈Ｍ

｛ｅＲ ∈ ＥＲ ｜ ｅＲ ⊂ ｍ，ｍ＇｝

｛ｅＲ ∈ ＥＲ ｜ ｅＲ ⊂ ｍ｝{ } ＝ ２φ２（ｑ － １）
２φ３（ｑ － １）

＝ １
φ（ｑ － １）

　 　 Ｂｙ Ｌｅｍｍａ ３．３．７ ａｎｄ Ｌｅｍｍａ ３．３．８， ｗｅ ｇｅｔ

ＰＵ Ｌ( ) ＝ ｍａｘ
ｅＬ∈ＥＬ，

ｍａｘ
ｅＬ∈ｅｕ

ｍａｘ
ｍ∈Ｍ

｛ｅＲ ∈ＥＲ ｅＲ ⊂ｍ，ａｎｄ ｐ ｅＲ，ｅＵ( ) ≠０｝

｛ｅＲ ∈ＥＲ ｐ ｅＲ，ｅＵ( ) ≠０｝{ } ＝ ２φ２ ｑ － １( )

Θφ ｑ － １( ) ｎ！ ∏
ｍ

ｉ ＝１

ｑｓｉ（ｓｉ－１） ／ ２∏
ｓｉ

ｊ ＝１
ｑｊ － １( )

ｑ － １( ) ｓｉ！

＝

　 　 　 ２φ（ｑ － １）

ｎ！
ｑｎ（ｎ－１） ／ ２∏

ｎ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

ｑｖ（ｖ＋δ－１）∏
ｖ

ｉ ＝ １
（ｑｉ － １）∏

ｖ＋δ－１

ｉ ＝ ０
（ｑｉ ＋ １）

∏
ｍ

ｉ ＝ １

ｑｓｉ（ ｓｉ－１） ／ ２∏
ｓｉ

ｊ ＝ １
（ｑ ｊ － １）

（ｑ － １） ｓｉ！

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

［１］Ｇｉｌｂｅｒｔ Ｅ Ｎ， Ｍａｃｗｉｌｉａｍｓ Ｆ Ｊ ， Ｓｌｏａｎ Ｎ Ｊ． Ｃｏｄｅｓ ｗｈｉｃｈ
ｄｅｔｅｃｔ ｄｅｃｅｐｔｉｏｎ． Ｂｅｌｌ Ｌａｂｓ Ｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ， １９７４，
５３（３）：４０５ － ４２４． ＤＯＩ： １０． １００２ ／ ｊ． １５３８ － ７３０５． １９７４．
ｔｂ０２７５１．ｘ．

［２］Ｄｅｓｍｅｄｔ Ｙ， Ｆｒａｎｋｅｌ Ｙ， Ｙｕｎｇ Ｍ． Ｍｕｌｔｅｒ⁃ｒｅｃｅｉｖｅｒ ／ Ｍｕｌｔｉ⁃
ｓｅｎｄｅｒ ｎｅｔｗｏｒｋ ｓｅｃｕｒｉｔｙ：Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｅｄ ｍｕｌｔｉｃａｓｔ ／
ｆｅｅｄｂａｃｋ． ＩＮＦＯＣＯＭ ＇ ９２． Ｅｌｅｖｅｎｔｈ Ａｎｎｕａｌ Ｊｏｉｎｔ
Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ＩＥＥＥ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ ａｎｄ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ
Ｓｏｃｉｅｔｉｅｓ． Ｐｉｓｃａｔａｗａｙ：ＩＥＥＥ， １９９２． ２０４５－２０５４． ＤＯＩ： １０．
１１０９ ／ ＩＮＦＣＯＭ．１９９２．２６３４７６．

［３］Ｐｅｉ Ｄｉｎｇｙｉ． Ｍｅｓｓａｇｅ Ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ Ｃｏｄｅｓ． ＡｎＨｕｉ： Ｃｈｉｎａ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ Ｐｒｅｓｓ， ２００９．

［４］Ｃｈｅｎ Ｓｈａｎｇｄｉ， Ｃｈａｎｇ Ｌｉｚｈｅｎ． Ｔｗｏ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｍｕｌｔｉ⁃
ｓｅｎｄｅｒ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅｓ ｗｉｔｈ ａｒｂｉｔｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｌｉｎｅａｒ
ｃｏｄｅｓ． Ｗｓｅａｓ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０１２， １１
（１２）：１１０３－１１１３．

［５］Ｓａｆａｖｉ⁃Ｎａｉｎｉ Ｒ， Ｗａｎｇ Ｈ． Ｎｅｗ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｎ ｍｕｌｔｉ⁃ｒｅｃｅｉｖｅｒ
ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅｓ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｃｒｙｐｔｏｌｏｇｙ⁃ＥＵＲＯＣＲＹＰＴ􀆳９８，
Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ ｔｈｅ Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ
Ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｉｃ Ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ． １９９８，１４０３：５２７－５４１． ＤＯＩ： １０．
１００７ ／ ＢＦｂ００５４１５１．

［６］Ｇａｏ Ｙｏｕ， Ｙｕ Ｈｕａｆｅｎｇ． Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎｎ
ｃｏｄｅｓ ｗｉｔｈ ａｒｂｉｔｒａｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ａｌｔｅｒｎａｔｅ ｍａｔｒｉｘ ｏｖｅｒ ｆｉｎｉｔｅ
ｆｉｅｌｄｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｔｕｒｅ Ｓｃｉｅｎｃｅ ｏｆ Ｈｅｉｌｏｎｇｊｉａｎｇ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２０１５， ２９（１）：４２－５０．

［７］Ｌｉｕ Ｙａｎｑｉｎ， Ｇａｏ Ｙｏｕ， Ｚｈａｎｇ Ｄａｋｅ． Ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆ

·９５·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２６， Ｎｏ．１， ２０１９

Ａ３ ⁃ｃｏｄｅ ｆｒｏｍ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｐｓｅｕｄｏ⁃ｓｙｍｐｌｅ ｃｔｉｃ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｏｖｅｒ
ｆｉｎｉｔｅ ｆｉｅｌｄｓ． Ｗｓｅａｓ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０１５，１４：
７７－８６．

［８］Ｇａｏ Ｙｏｕ， Ｗａｎｇ Ｇａｎｇ， Ｈｅ Ｙｉｆａｎ． Ａ ｎｅｗ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆ
ｍｕｌｔｉｓｅｎｄｅｒ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅｓ ｗｉｔｈ ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｍｏｄｅｌ
ｆｒｏｍ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｏｖｅｒ ｆｉｎｉｔｅ ｆｉｅｌｄｓ． Ａｒｓ
Ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａ，２０１５，１１８：９５－１０７．

［９］Ｃｈｅｎ Ｓｈａｎｇｄｉ， Ｚｈａｎｇ Ｘｉａｏｌｉａｎ， Ｍａ Ｈａｏ． Ｔｗｏ
ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓ ｏｆ Ａ３ ⁃ｃｏｄｅｓ ｆｒｏｍ ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｉｎ
ｆｉｎｉｔｅ ｆｉｅｌｄｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｈｉｎａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｉｅｓ ｏｆ Ｐｏｓｔｓ ａｎｄ
Ｔｅｌｅｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１５，２２（２）：５２－５９．ＤＯＩ： １０．１０１６ ／
Ｓ１００５－８８８５（１５）６０６３９－２．

［１０］Ｃｈｅｎ Ｓｈａｎｇｄｉ， Ｚｈａｎｇ Ｘｉａｏｌｉａｎ． Ｔｈｒｅｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓ ｏｆ
ｐｅｒｆｅｃｔ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅｓ ｆｒｏｍ ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｏｖｅｒ
ｆｉｎｉｔｅ ｆｉｅｌｄｓ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，
２０１５，２５３：３０８－３１７．ＤＯＩ： １０．１０１６ ／ ｊ．ａｍｃ．２０１４．１２．０８８．

［１１］Ｃｈｅｎ Ｓｈａｎｇｄｉ， Ｃｈａｎｇ Ｌｉｚｈｅｎ． Ａ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃
ｒｅｃｅｉｖｅｒ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｄｅｓ ｗｉｔｈ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｅｎｄｅｒ ｆｒｏｍ
ｌｉｎｅａｒ ｃｏｄｅｓ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，
２０１６，１２９：２２７－２３６．

［１２］Ｃｈｅｎ Ｓｈａｎｇｄｉ， Ｓｏｎｇ Ｍｉｎｊｕａｎ． Ｔｗｏ ｎｅｗ ａｕｔｈｅｎｔｉｃａｔｉｏｎ
ｓｃｈｅｍｅｓ ｆｒｏｍ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｏｖｅｒ ｆｉｎｉｔｅ
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