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Ｐｌａｔｅｓ ａｎｄ ｓｈｅｌｌ ｐａｎｅｌｓ ａｒｅ ｗｉｄｅｌｙ ｕｓｅｄ ｉｎ ｍｏｄｅｒｎ
ｉｎｄｕｓｔｒｙ ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙ ｉｎ ａｅｒｏｓｐａｃｅ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ． Ｉｎ
ｐｒａｃｔｉｃｅ， ｉｔ ｉｓ ｖｅｒｙ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｔｏ ｅｘａｃｔｌｙ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈｅ
ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｐｌａｔｅｓ ｗｈｅｎ ｔｈｅｙ ａｒｅ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｄｙｎａｍｉｃ
ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ．

Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｏｆ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ ｉｎｔｅｒｅｓｔ［１－２］，
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ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ．
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ｉｎｔｅｒｌａｍｉｎａｒ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｎｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｆｒｅｅ
ｅｄｇｅｓ ａｎｄ ｐｌｙ ｃｒａｃｋｓ． Ｆｏｒ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｆｒｅｅ ｅｄｇｅｓ， ｔｈｅ
ｄｉｆｆｉｃｕｌｔｙ ｏｆ ｓｔｒｉｃｔｌｙ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｔ ａ ｆｒｅｅ ｅｄｇｅ ｉｓ ｔｏ ｍａｋｅ ａ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ
ｔｗｏ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｔｏ ｂｅ ｚｅｒｏ ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｌｙ．

Ａｌｌ ｔｈｅｓｅ ｗｏｒｋｓ ｄｅａｌ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｓｔａｔｉｃ ｏｒ
ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｌａｔｅｓ， ｂｕｔ ｉｇｎｏｒｅ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ
ｄａｍｐｉｎｇ． Ｋａｐｕｒｉａ ａｎｄ Ａｃｈａｒｙ［２０］ ａｎｄ Ｋａｐｕｒｉａ ａｎｄ
Ｎａｉｒ［２１］ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｅｘａｃｔ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ
ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｃｒｏｓｓ⁃ｐｌｙ
ｈｙｂｒｉｄ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄａｍｐｉｎｇ． Ｌｏｒｅｄｏ［２２］ ｓｔｕｄｉｅｄ ｔｈｅ
ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｄａｍｐｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ
ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｇｅｎｅｒａｌ ｌａｍｉｎａｔｅｓ． Ｉｎ ｈｉｓ ｗｏｒｋ， ｌａｍｉｎａｔｅｓ
ｍａｄｅ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｗｅｒｅ ｓｔｕｄｉｅｄ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ
ａｇｒｅｅｄ ｐｅｒｆｅｃｔｌｙ ｗｉｔｈ ｔｈｏｓｅ ｏｆ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ＦＥＭ ａｎａｌｙｓｉｓ． Ｉｔ ｗａｓ ｆｏｕｎｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｕｓｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ３Ｄ ＦＥＭ ｍｏｄｅｌ
ｗｅｒｅ ｓｕｉｔａｂｌｅ ｔｏ ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ， ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｅｒｅ ｎｏｔ
ｓｏ ｇｏｏｄ ｗｈｅｎ ｏｔｈｅｒ ｓｅｔ ｏｆ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ
ｕｓｅｄ．

Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ａ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｔａｔｅ ｓｐａｃｅ
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ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｔｗｏ ｆｒｅｅ ｅｄｇｅｓ ａｎｄ
ｔｗｏ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｅｄｇｅｓ． Ａ ｃｏｍｐｌｅｘ ｄａｍｐｉｎｇ
ｍｏｄｅｌ ｗａｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ， ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗｈｉｃｈ
ｓａｔｉｓｆｙ ａｌｌ ｔｈｅ ｇｏｖｅｒｎｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ． Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｏｓｅ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ
ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａｎ ｅｘｃｅｌｌｅｎｔ ａｇｒｅｅｍｅｎｔ ｆｏｒ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ．
Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔｓ ｏｆ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｄｅｖｉａｔｅｄ，
ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗｅｄ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｓｈｅａｒ
ｓｔｒｅｓｓｅｓ τｙｚ ａｎｄ τｚｘ ａｔ ｔｏｐ ａｎｄ ｂｏｔｔｏｍ ｓｕｒｆａｃｅｓ． Ｔｈｅ
ｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆｆｅｒｓ ｂｅｔｔｅｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｈａｎ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ．

２　 Ｂａｓｉｃ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

２．１　 Ｔｈｅ Ｐｒｏｂｌｅｍ ａｎｄ Ｂａｓｉｃ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
Ｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｌｅｎｇｔｈ ａ， ｗｉｄｔｈ ｂ ａｎｄ

ｔｏｔａｌ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｈ， ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ．１． Ｔｈｅ ｚ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｉｓ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ⁃ｈａｎｄｅｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ． Ｔｈｅ
ｔｗｏ ｅｄｇｅｓ ａｔ ｘ ＝ ０， ａ ｉｓ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｗｏ
ｅｄｇｅｓ ａｔ ｙ ＝ ０， ｂ ａｒｅ ｆｒｅｅ． Ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ
ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｑｅｉωｔ ｉｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｔｏｐ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ
ｔｈｅ ｐｌａｔｅ．
　 　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｌｏｎｇ ｘ， ｙ， ａｎｄ ｚ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ ａｒｅ
ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ Ｕ， Ｖ， Ｗ， ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ σｘ， σｙ， σｚ，
ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓｅｓ τｙｘ， τｙｚ， τｚｘ， ａｎｄ ｔｈｅ ｌａｔｅｒａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｒｅ

Ｗ ＝ Ｖ ＝ σｘ ＝ ０ ａｔ ｘ ＝ ０，ａ
σｙ ＝ τｙｚ ＝ τｙｘ ＝ ０ ａｔ ｙ ＝ ０，ｂ{ （１）
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Ｆｉｇ．１　 Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｅｄｇｅｓ ｏｆ ａ ｐｌａｔｅ

　 　 Ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｒｅ
σｘ

σｙ

σｚ

τｙｚ

τｘｚ

τｘｙ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

＝

Ｃ１１ Ｃ１２ Ｃ１３ ０ ０ ０
Ｃ１２ Ｃ２２ Ｃ２３ ０ ０ ０
Ｃ１３ Ｃ２３ Ｃ３３ ０ ０ ０
０ ０ ０ Ｃ４４ ０ ０
０ ０ ０ ０ Ｃ５５ ０
０ ０ ０ ０ ０ Ｃ６６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ξｘ
ξｙ
ξｚ
γｙｚ

γｘｚ

γｘｙ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２）

ｗｈｅｒｅ Ｃ ｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ １，２，…６） ａｒｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｐｌａｔｅ． Ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ
ｅｌｉｍｉｎａｔｉｎｇ ｓｔｒｅｓｓ σｘ， σｙ ａｎｄ τｘｙ ｆｒｏｍ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ，
ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｎｄ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ：

　 　 　 ∂
∂Ｚ

Ｕ
Ｖ
Ｚ
Ｘ
Ｙ
Ｗ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

＝ Ｄ

Ｕ
Ｖ
Ｚ
Ｘ
Ｙ
Ｗ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（３）

Ｄ ＝

０ ０ ０ Ｃ８ ０ － α

０ ０ ０ ０ Ｃ９ － β

０ ０ ０ － α － β ξ２

ξ２ － Ｃ２α２ － Ｃ６β２ － （Ｃ３ ＋ Ｃ６）αβ Ｃ１α ０ ０ ０

－ （Ｃ３ ＋ Ｃ６）αβ ξ２ － Ｃ６α２ － Ｃ４β２ Ｃ５β ０ ０ ０

Ｃ１α Ｃ５β Ｃ７ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（４）

ｗｈｅｒｅ
Ｘ ＝ τ ｚｘ， Ｙ ＝ τ ｚｙ， Ｚ ＝ σ ｚ

α ＝ ∂ ／ ∂ｘ， β ＝ ∂ ／ ∂ｙ， ξ ２ ＝ ρ∂２ ／ ∂ｔ２

Ｃ１ ＝ － Ｃ１３ ／ Ｃ３３， Ｃ２ ＝ Ｃ１１ － Ｃ２
１３ ／ Ｃ３３

Ｃ３ ＝ Ｃ１２ － Ｃ１３Ｃ２３ ／ Ｃ３３， Ｃ４ ＝ Ｃ２２ － Ｃ２
２３ ／ Ｃ３３

Ｃ５ ＝ － Ｃ２３ ／ Ｃ３３， Ｃ６ ＝ Ｃ６６， Ｃ７ ＝ １ ／ Ｃ３３

Ｃ８ ＝ １ ／ Ｃ５５， Ｃ９ ＝ １ ／ Ｃ４４

ρ ｉｓ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ．
Ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ σ ｘ， σ ｙ ａｎｄ τ ｘｙ ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

σｘ

σｙ

τｘｙ

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

＝
Ｃ２α Ｃ３β － Ｃ１

Ｃ３α Ｃ４β － Ｃ５

Ｃ６β Ｃ６α ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Ｕ
Ｖ
Ｚ

{ } （５）

２．２　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ Ｐｒｏｂｌｅｍ
Ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｉｓ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｄａｍｐｉｎｇ ｆｏｒ ａ

ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｐｌａｔｅ， ｓｏ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｄａｍｐｉｎｇ ｍｏｄｅｌ
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Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２６， Ｎｏ．３， ２０１９

ｂｅｉｎｇ ａｄｏｐｔｅｄ， ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｕｎｉａｘｉａｌ
ｓｔｒｅｓｓｅｄ ｓａｔｅ ｉｓ

σ ＝ （１ ＋ ｉγ）Ｅξ （６）
ｗｈｅｒｅ γ ｉｓ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｄａｍｐｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ．

Ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆｒｅｅ ｅｄｇｅｓ ａｔ ｙ ＝
０， ｂ ａｒｅ ｓｅｐａｒａｔｅｌｙ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ Ｖ（０）（ｘ，ｚ，ｔ） ａｎｄ Ｖ（ｂ）（ｘ，
ｚ，ｔ） ． Ｗｅ ａｓｓｕｍｅ

　

Ｕ ＝ Ｕ
－
＋ ｂ

２
１ － ｙ

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

αＶ（０）（ｘ，ｚ，ｔ） －

　 ｂ
２

ｙ
ｂ

æ

è
ç

ö
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÷

２

αＶ（ｂ）（ｘ，ｚ，ｔ）

Ｖ ＝ Ｖ
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ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｖ（０）（ｘ，ｚ，ｔ） ＋ ｙ

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｖ（ｂ）（ｘ，ｚ，ｔ）

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（７）
Ｅｑ．（３） ｃａｎ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ｉｎｔｏ ｓｔａｔｅ⁃ｓｐａｃｅ ｆｏｒｍ．

　 ∂
∂ｚ

［Ｕ
－
Ｖ
－
Ｚ Ｘ Ｙ Ｗ］Ｔ ＝ Ｄ ［Ｕ

－
Ｖ
－
Ｚ Ｘ Ｙ Ｗ］Ｔ ＋ Ｂ （８）

ｗｈｅｒｅ
Ｂ ＝ ［Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ Ｂ５ Ｂ６］ Ｔ （９）

Ｂ１ ＝ － ｂ
２

１ － ｙ
ｂ
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∂ｚ
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÷

２
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ｂ
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（１０）

Ｓｔｒｅｓｓｅｓ σ ｘ， σ ｙ ａｎｄ τ ｘｙ ｃａｎ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ

σ ｘ ＝ Ｃ２αＵ
－
＋ Ｃ３βＶ

－
－ Ｃ１Ｚ ＋

　 　 Ｃ２
ｂ
２
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－
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（１１）

Ｔｏ ｓｏｌｖｅ Ｅｑ． （８）， ｗｅ ｗｒｉｔｅ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｔａｔｅ ｓｐａｃｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｓ ａ ｆｏｒｍ ｏｆ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ ， ａｓｓｕｍｉｎｇ

Ｕ
－
＝ ∑

ｍ
∑

ｎ
Ｕ
－
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ａ

ｃｏｓ ｎπｙ
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（１２）

Ｖ（０） ＝ ∑
ｍ
Ｖ（０）

ｍ （ ｚ）ｓｉｎ ｍπｘ
ａ

ｅｉωｔ

Ｖ（ｂ） ＝ ∑
ｍ
Ｖ（ｂ）

ｍ （ ｚ）ｓｉｎ ｍπｘ
ａ

ｅｉωｔ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１３）

Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ ｍ ａｎｄ ｎ， ｌｅｔｔｉｎｇ ζ ＝
ｍπ ／ ａ， η ＝ ｎπ ／ ｂ， ｔｈｅｎ

ｄ
ｄｚ
Ｒｍｎ ＝ ＤｍｎＲｍｎ ＋ Ｂｍｎ （１４）

ｗｈｅｒｅ

Ｒｍｎ ＝ ［Ｕ
－

ｍｎ（ｚ） Ｖ
－

ｍｎ（ｚ） Ｚｍｎ（ｚ） Ｘｍｎ（ｚ） Ｙｍｎ（ｚ） Ｗｍｎ（ｚ）］Ｔ

（１５）
Ｂｍｎ ＝ ［Ｂｍｎ，１ Ｂｍｎ，２ Ｂｍｎ，３ Ｂｍｎ，４ Ｂｍｎ，５ Ｂｍｎ，６］ Ｔ

（１６）
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Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２６， Ｎｏ．３， ２０１９

Ｄｍｎ ＝

０ ０ ０ Ｃ８ ０ － ζ
０ ０ ０ ０ Ｃ９ η
０ ０ ０ ζ － η － ρω２

－ ρω２ ＋ Ｃ２ζ２ ＋ Ｃ６η２ － （Ｃ３ ＋ Ｃ６）ζη Ｃ１ζ ０ ０ ０
－ （Ｃ３ ＋ Ｃ６）ζη － ρω２ ＋ Ｃ６ζ２ ＋ Ｃ４η２ － Ｃ５η ０ ０ ０

－ Ｃ１ζ Ｃ５η Ｃ７ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（１７）

ｗｈｅｎ ｎ ≠ ０：

Ｂｍｎ，１ ＝ － ２
ｎ２π２ｂ

∂
∂ｚ
Ｖ（０）

ｍ （ｚ）ζ ＋ ２ｃｏｓ ｎπ
ｎ２π２ ｂ ∂

∂ｚ
Ｖ（ｂ）

ｍ （ｚ）ζ

Ｂｍｎ，２ ＝ － ２
ｎπ

∂
∂ｚ
Ｖ（０）

ｍ （ ｚ） ＋ ２
ｎπ

ｃｏｓｎπ ∂
∂ｚ
Ｖ（ｂ）

ｍ （ ｚ）

Ｂｍｎ，３ ＝ ０

Ｂｍｎ，４ ＝ （－ ρω２ζ ＋ Ｃ２ζ３） ２ｂ
ｎ２π２［Ｖ

（０）
ｍ （ｚ） － ｃｏｓｎπＶ（ｂ）

ｍ （ｚ）］

Ｂｍｎ，５ ＝ （ － ρω２ － Ｃ３ζ２） ２
ｎπ

［Ｖ（０）
ｍ （ｚ） － ｃｏｓｎπＶ（ｂ）

ｍ （ｚ）］

Ｂｍｎ，６ ＝ － Ｃ１ζ２ ２ｂ
ｎ２π２［Ｖ

（０）
ｍ （ｚ） － ｃｏｓｎπＶ（ｂ）

ｍ （ｚ）］

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１８）
ｗｈｅｎ ｎ ＝ ０：

Ｂｍｎ，１ ＝ － ｂ
６

∂
∂ｚ
Ｖ（０）

ｍ （ ｚ）ζ ＋ ｂ
６

∂
∂ｚ
Ｖ（ｂ）

ｍ （ ｚ）ζ

Ｂｍｎ，２ ＝ ０
Ｂｍｎ，３ ＝ ０

Ｂｍｎ，４ ＝ （－ ρω２ζ ＋ Ｃ２ζ３） ｂ
６

＋
Ｃ３

ｂ
ζ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｖ（０）

ｍ （ｚ） －[

　 　 　 Ｖ（ｂ）
ｍ （ ｚ） ]

Ｂｍｎ，５ ＝ ０

Ｂｍｎ，６ ＝ － Ｃ１ζ２ ｂ
６

－
Ｃ５

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｖ（０）

ｍ （ｚ） － Ｖ（ｂ）
ｍ （ｚ）[ ]

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１９）

　 　 Ｆｒｏｍ Ｅｑｓ．（７）， （１２） ａｎｄ （１３）， ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ
ｔｈａｔ ｔｈｅ ｌａｔｅｒａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ
ｅｘｃｅｐｔ ｆｏｒ σ ｙ ＝ ０ ａｔ ｙ ＝ ０， ｂ． Ｔｈｅ ｒｅｓｔ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ
ｉｓ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ Ｖ（０）

ｍ （ ｚ） ａｎｄ Ｖ（ｂ）
ｍ （ ｚ） ｂｙ ｕｔｉｌｉｚｉｎｇ ｔｈｅ

ｒｅｍａｉｎｉｎｇ ｌａｔｅｒａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ． Ｆｏｒ ｔｈｉｓ
ｒｅａｓｏｎ， ｔｈｅ ｐｌａｔｅ ｉｓ ｓｐｌｉｔ ｉｎｔｏ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｌａｙｅｒｓ ｔｏ
ｅｎｓｕｒｅ ｂｏｔｈ Ｖ（０）

ｍ （ ｚ） ａｎｄ Ｖ（ｂ）
ｍ （ ｚ） ａｒｅ ｌｉｎｅａｒ ｗｉｔｈｉｎ

ｅｖｅｒｙ ｌａｙｅｒ， ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ．２． Ａｓｓｕｍｅ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ
ｏｆ ｌａｙｅｒｓ ｉｓ ｐ， ｓｏ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｌａｙｅｒ ｅｄｇｅｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ
ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｉｓ ｐ ＋ １．
　 　 Ｉｎｓｉｄｅ ｔｈｅ ｊｔｈ ｌａｙｅｒ， ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ Ｖ（０）

ｍ．ｊ （ｚ）
ａｔ ｔｈｅ ｊｔｈ ａｎｄ ｔｈｅ （ ｊ ＋ １）ｔｈ ｌａｙｅｒ ｅｄｇｅ ａｒｅ Ａｍ，ｊ ａｎｄ

Ａｍ，ｊ ＋１， ａｎｄ ｔｈｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ Ｖ（ｂ）
ｍ．ｊ （ ｚ） ａｔ ｔｈｅ ｊｔｈ ａｎｄ ｔｈｅ （ ｊ ＋

１）ｔｈ ｌａｙｅｒ ｅｄｇｅ ａｒｅ Ｂｍ，ｊ ａｎｄ Ｂｍ，ｊ ＋１， ｔｈｅｎ

　 　
Ｖ（０）

ｍ．ｊ （ ｚ） ＝
ｚ ｊ ＋１ － ｚ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ

Ａｍ，ｊ ＋
ｚ － ｚ ｊ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ

Ａｍ，ｊ ＋１

Ｖ（ｂ）
ｍ．ｊ （ ｚ） ＝

ｚ ｊ ＋１ － ｚ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ

Ｂｍ，ｊ ＋
ｚ － ｚ ｊ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ

Ｂｍ，ｊ ＋１

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２０）

y

z

h

o

a

b
x

Ｆｉｇ．２　 Ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｔｈｉｃｋ ｐｌａｔｅ

　 　 Ｌｅｔｔｉｎｇ

Ｌｍ， ｊ ＝ ［Ａｍ， ｊ Ｂｍ， ｊ］ Ｔ， Γｍ， ｊ（ ｚ） ＝ ［Ｖ（０）
ｍ， ｊ（ ｚ） Ｖ（ｂ）

ｍ， ｊ（ ｚ）］ Ｔ

　 　 Ｅｑ．（２０） ｃａｎ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ

Γｍ， ｊ（ ｚ） ＝
ｚ ｊ ＋１ － ｚ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ

Ｌｍ， ｊ ＋
ｚ － ｚ ｊ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ

Ｌｍ，ｊ ＋１ （２１）

　 　 Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ ｍ ａｎｄ ｎ， ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ
Ｅｑ．（１４） ｉｓ
　 　 　 Ｒｍｎ（ ｚ ｊ ＋１） ＝ ｅＤｍｎ，ｊ（ ｚｊ＋１－ｚｊ）Ｒｍｎ（ ｚ ｊ） ＋

∫ｚ ｊ ＋１
ｚ ｊ

ｅＤｍｎ， ｊ（ ｚｊ＋１－τ）Ｂｍｎ（τ）ｄτ （２２）

Ｌｅｔｔｉｎｇ

Ｂｍｎ， ｊ（τ） ＝ Ｃｍｎ， ｊ（τ）Ｌｍ， ｊ ＋ Ｃ
－

ｍｎ， ｊ（τ）Ｌｍ， ｊ ＋１ （２３）
Ｂｍｎ， ｊ（ ｚ） ＝ Ｎｍｎ， ｊΓｍ， ｊ（ ｚ） （２４）

ｗｈｅｒｅ

·２８·
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Ｎｍｎ， ｊ ＝

－ ２
ｎ２π２ｂ

∂
∂ｚ
ζ ２ｃｏｓｎπ

ｎ２π２ ｂ ∂
∂ｚ
ζ

－ ２
ｎπ

∂
∂ｚ

２
ｎπ

ｃｏｓｎπ ∂
∂ｚ

０ ０

（ － ρω２ζ ＋ Ｃ２ζ３） ２ｂ
ｎ２π２ （ － ρω２ζ ＋ Ｃ２ζ３） ２ｂ

ｎ２π２（ － ｃｏｓｎπ）

（ － ρω２ － Ｃ３ζ２） ２
ｎπ

（ρω２ ＋ Ｃ３ζ２） ２
ｎπ

ｃｏｓｎπ

－ Ｃ１ζ２ ２ｂ
ｎ２π２ Ｃ１ζ２ ２ｂ

ｎ２π２ｃｏｓｎπ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，ｎ ≠ ０ （２５）

Ｎｍｎ， ｊ ＝

－ ｂ
６

∂
∂ｚ
ζ ｂ

６
∂
∂ｚ
ζ

０ ０
０ ０

（ － ρω２ζ ＋ Ｃ２ζ３） ｂ
６

＋
Ｃ３

ｂ
ζ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

－ （ － ρω２ζ ＋ Ｃ２ζ３） ｂ
６

－
Ｃ３

ｂ
ζ

０ ０

－ Ｃ１ζ２ ｂ
６

－
Ｃ５

ｂ
Ｃ１ζ２ ｂ

６
＋
Ｃ５

ｂ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

， ｎ ＝ ０ （２６）

ｔｈｅｎ

Ｃｍｎ，ｊ（ ｚ） ＝ Ｎｍｎ，ｊ

ｚ ｊ ＋１ － ｚ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

Ｃ
－

ｍｎ，ｊ（ ｚ） ＝ Ｎｍｎ，ｊ

ｚ － ｚ ｊ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２７）

Ｃｍｎ，ｊ ＝

２
ｎ２π２ｂζ

１
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

２ｃｏｓ ｎπ
ｎ２π２ ｂζ

－ １
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

２
ｎπ

１
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

２
ｎπ

ｃｏｓｎπ
－ １

ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ
０ ０

（ － ρω２ζ ＋ Ｃ２ζ３） ２ｂ
ｎ２π２

ｚ ｊ ＋１ － ｚ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

（ρω２ζ － Ｃ２ζ３） ２ｂ
ｎ２π２ｃｏｓｎπ

ｚ ｊ ＋１ － ｚ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

（ － ρω２ － Ｃ３ζ２） ２
ｎπ

ｚ ｊ ＋１ － ｚ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

（ρω２ ＋ Ｃ３ζ２） ２
ｎπ

ｃｏｓｎπ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

－ Ｃ１ζ２ ２ｂ
ｎ２π２

ｚ ｊ ＋１ － ｚ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

Ｃ１ζ２ ２ｂ
ｎ２π２ｃｏｓｎπ

ｚ ｊ ＋１ － ｚ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，ｎ ≠ ０ （２８）

Ｃｍｎ，ｊ ＝

ｂ
６
ζ １
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

ｂ
６
ζ

－ １
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

０ ０
０ ０

（ － ρω２ζ ＋ Ｃ２ζ３） ｂ
６

＋
Ｃ３

ｂ
ζ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｚ ｊ ＋１ － ｚ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

（ρω２ζ － Ｃ２ζ３） ｂ
６

－
Ｃ３

ｂ
ζ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｚ ｊ ＋１ － ｚ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

０ ０

－ Ｃ１ζ２ ｂ
６

－
Ｃ５

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｚ ｊ ＋１ － ｚ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

Ｃ１ζ２ ｂ
６

＋
Ｃ５

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｚ ｊ ＋１ － ｚ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
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ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
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ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， ｎ ＝ ０ （２９）
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Ｃ
－

ｍｎ，ｊ ＝

－ ２
ｎ２π２ｂζ

１
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

２ｃｏｓｎπ
ｎ２π２ ｂζ １

ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

－ ２
ｎπ

１
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

２ｃｏｓｎπ
ｎπ

１
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

０ ０

（ － ρω２ζ ＋ Ｃ２ζ３） ２ｂ
ｎ２π２

ｚ － ｚ ｊ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

（ρω２ζ － Ｃ２ζ３） ２ｂｃｏｓｎπ
ｎ２π２

ｚ － ｚ ｊ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

（ － ρω２ － Ｃ３ζ２） ２
ｎπ

ｚ － ｚ ｊ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

（ρω２ ＋ Ｃ３ζ２） ２ｃｏｓｎπ
ｎπ

ｚ － ｚ ｊ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

－ Ｃ１ζ２ ２ｂ
ｎ２π２

ｚ － ｚ ｊ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

Ｃ１ζ２ ２ｂｃｏｓｎπ
ｎ２π２

ｚ － ｚ ｊ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
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ú
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ú
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，ｎ ≠ ０ （３０）

Ｃ
－

ｍｎ，ｊ ＝

－ ｂ
６
ζ １
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

ｂ
６
ζ １
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

０ ０
０ ０

（ － ρω２ζ ＋ Ｃ２ζ３） ｂ
６

＋
Ｃ３

ｂ
ζ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｚ － ｚ ｊ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

（ρω２ζ － Ｃ２ζ３） ｂ
６

－
Ｃ３

ｂ
ζ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｚ － ｚ ｊ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

０ ０

－ Ｃ１ζ２ ｂ
６

－
Ｃ５

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｚ － ｚ ｊ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

Ｃ１ζ２ ｂ
６

＋
Ｃ５

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｚ － ｚ ｊ
ｚ ｊ ＋１ － ｚ ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，ｎ ＝ ０ （３１）

　 　 Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｌｏａｄ ｑｅｉωｔ ｃａｎ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ

ｑｅｉωｔ ＝ ∑
ｍ
∑

ｎ
ｑｍｎｓｉｎ

ｍπｘ
ａ

ｃｏｓ ｎπｙ
ｂ

ｅｉωｔ （３２）

ｗｈｅｒｅ

ｑｍｎ ＝
４ｑ ／ ｍπ， 　 ｎ ＝ ０，ｍ ＝ １，３，５，．．．．．．
０， 　 　 　 ｎ ＝ ０，ｍ ＝ ２，４，６，．．．．．．
０， 　 　 　 ｎ ≠ ０

{
（３３）

Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑ． （ ２３ ） ｆｏｒ Ｅｑ． （ ２２ ）， ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ：

Ｒｍｎ，ｊ ＋１ ＝ ｅＤｍｎ，ｊ（ｚｊ ＋１－ｚｊ）Ｒｍｎ，ｊ ＋ Ｍｍｎ， ｊＬｍ，ｊ ＋ Ｍ
－

ｍｎ，ｊＬｍ，ｊ ＋１

（３４）
ｗｈｅｒｅ ｊ ＞ ０， ａｎｄ

Ｍｍｎ，ｊ ＝ ∫ｚ ｊ ＋１
ｚ ｊ

ｅＤｍｎ，ｊ（ ｚｊ＋１－τ）Ｃｍｎ，ｊ（τ）ｄτ

Ｍ
－

ｍｎ，ｊ ＝ ∫ｚ ｊ ＋１
ｚ ｊ

ｅＤｍｎ，ｊ（ ｚｊ＋１－τ） Ｃ
－

ｍｎ，ｊ（τ）ｄτ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３５）

　 　 Ｌｅｔｔｉｎｇ

Ｒｍｎ，ｊ ＝ Πｍｎ，ｊＲｍｎ，１ ＋ Π－ ｍｎ，ｊ （３６）

Ｊｍｎ，ｊ，ｉ ＝
ｅＤｍｎ， ｊ －ｉ（ ｚｊ－ｉ＋１－ｚｊ）， １ ≤ ｉ ≤ ｊ － １
Ｉ， 　 　 　 　 ｉ ＝ ０{

（３７）

Ｆｍｎ，ｊ，ｉ ＝
∏

ｉ

ｋ ＝ １
Ｊｍｎ，ｊ，ｋ， １ ≤ ｉ ≤ ｊ － １

Ｉ， 　 　 　 ｉ ＝ ０{ （３８）

ｔｈｅｎ

Πｍｎ， ｊ ＝ Ｆｍｎ， ｊ， ｊ －１ （３９）

Π－ ｍｎ， ｊ ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ， ｗｈｉｃｈ ｃａｎ ｂｅ ｐｒｏｖｅｄ
ｗｉｔｈ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ．

Π－ ｍｎ， ｊ ＝

∑
ｊ －２

ｉ ＝ ０
Ｆｍｎ， ｊ， ｉＭｍｎ， ｊ －ｉ －１Ｌｍ， ｊ －ｉ －１ ＋(

　 Ｆｍｎ， ｊ， ｉ Ｍ
－

ｍｎ， ｊ －ｉ －１Ｌｍ，ｊ －ｉ ) ， ２ ≤ ｊ ≤ ｐ ＋ １
０， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｊ ＝ １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（４０）
　 　 Ｌｅｔｔｉｎｇ

Ｇｍｎ，ｊ，ｉ ＝ Ｆｍｎ，ｊ，ｉＭｍｎ，ｊ －ｉ －１，Ｇ
－

ｍｎ，ｊ，ｉ ＝ Ｆｍｎ，ｊ，ｉ Ｍ
－

ｍｎ，ｊ －ｉ

（４１）
ｔｈｅｎ

Π－ ｍｎ，ｊ ＝

∑
ｊ －２

ｉ ＝ ０
（Ｇｍｎ， ｊ， ｉＬｍ，ｊ －ｉ －１ ＋

　 　 Ｇ
－

ｍｎ， ｊ， ｉＬｍ，ｊ －ｉ）， 　 　 　 ２ ≤ ｊ ≤ ｐ ＋ １
０， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｊ ＝ １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（４２）
　 　 Ｗｉｔｈ Ｅｑｓ． （１１）， （１２） ａｎｄ （ １３）， σ ｙ ｃａｎ ｂｅ

·４８·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２６， Ｎｏ．３， ２０１９

ｒｅｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

σｙ ＝ Ｃ３∑
ｍ
∑

ｎ
Ｕ
－

ｍｎ（ｚ）ｓｉｎ
ｍπｘ
ａ

ｃｏｓ ｎπｙ
ｂ

－ ｍπ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｉωｔ ＋

　 　 Ｃ４∑
ｍ
∑

ｎ
Ｖ
－

ｍｎ（ ｚ）ｓｉｎ
ｍπｘ
ａ

ｃｏｓ ｎπｙ
ｂ

ｎπ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｉωｔ －

　 　 Ｃ５∑
ｍ
∑

ｎ
Ｚｍｎ（ ｚ）ｓｉｎ

ｍπｘ
ａ

ｃｏｓ ｎπｙ
ｂ

ｅｉωｔ ＋

　 　 Ｃ３
ｂ
２
（１ － ｙ

ｂ
）２∑

ｍ
Ｖ（０）
ｍ ｓｉｎ ｍπｘ

ａ
（－ １） ｍπ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｅｉωｔ ＋

　 　 Ｃ３
ｙ２

２ｂ∑ｍ
Ｖ（ｂ）

ｍ ｓｉｎ ｍπｘ
ａ

ｍπ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｅｉωｔ ＋

　 　
Ｃ４

ｂ ∑ｍ
（ － Ｖ（０）

ｍ ＋ Ｖ（ｂ）
ｍ ）ｓｉｎ ｍπｘ

ａ
ｅｉωｔ （４３）

Ｌｅｔｔｉｎｇ

σ ｙ ＝ ∑
ｍ
ｆｍｓｉｎ

ｍπｘ
ａ

ｅｉωｔ

ｆｍ ＝ Ｃ３∑
ｎ

Ｕ
－

ｍｎ（ ｚ）ｃｏｓ
ｎπｙ
ｂ

－ ｍπ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

Ｃ４∑
ｎ

Ｖ
－

ｍｎ（ ｚ）ｃｏｓ
ｎπｙ
ｂ

ｎπ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

Ｃ５∑
ｎ
Ｚｍｎ（ ｚ）ｃｏｓ

ｎπｙ
ｂ

＋

Ｃ３ － ｂ
２

（１ － ｙ
ｂ
）

２

Ｖ（０）
ｍ

ｍπ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋é

ë
êê

ｙ２

２ｂ
Ｖ（ｂ）

ｍ
ｍπ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
ù

û
úú ＋

Ｃ４

ｂ
（ － Ｖ（０）

ｍ ＋ Ｖ（ｂ）
ｍ ）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（４４）

ｋ１，ｍｎ ＝ Ｃ３ － ｍπ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ｎπｙ

ｂ
　 Ｃ４ｃｏｓ

ｎπｙ
ｂ

ｎπ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 　 － Ｃ５ｃｏｓ

ｎπｙ
ｂ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｋ２，ｍ ＝ － ｂ
２

（１ － ｙ
ｂ
）

２

Ｃ３
ｍπ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－
Ｃ４

ｂ
　 Ｃ３

ｙ２

２ｂ
ｍπ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
Ｃ４

ｂ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４５）

ｔｈｅｎ

ｆｍ ＝ ∑
ｎ
ｋ１，ｍｎ ［Ｕ

－

ｍｎ（ ｚ） Ｖ
－

ｍｎ（ ｚ） Ｚｍｎ］ Ｔ ＋

　 　 　 　 ｋ２，ｍ ［Ｖ（０）
ｍ Ｖ（ｂ）

ｍ ］ Ｔ （４６）
　 　 Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｅｑ．（３６）， ｗｅ ｇｅｔ

Ｕ
－

Ｖ
－

Ｚ

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï
ｍｎ，ｊ

＝
π１１ π１２ π１６

π２１ π２２ π２６

π３１ π３２ π３６

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｍｎ，ｊ

Ｕ
－

Ｖ
－

Ｗ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

ｍｎ，１

＋

　 　
π１３ π１４ π１５

π２３ π２４ π２５

π３３ π３４ π３５

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｍｎ，ｊ

Ｚ
Ｘ
Ｙ

{ }
ｍｎ，１

＋
π－ １

π－ ２

π－ ３

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

ｍｎ，ｊ

（４７）

　 　 Ｓｉｎｃｅ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｂｏｔｔｏｍ ｓｕｒｆａｃｅ ａｒｅ ｚｅｒｏ，
ｔｈｅｎ

　 　 ０ ＝
Ｚ
Ｘ
Ｙ

{ }
ｍｎ，ｐ＋１

＝
π３１ π３２ π３３ π３４ π３５ π３６

π４１ π４２ π４３ π４４ π４５ π４６

π５１ π５２ π５３ π５４ π５５ π５６

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

·

　 　 　 　

Ｕ
－

Ｖ
－

Ｚ
Ｘ
Ｙ
Ｗ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ｍｎ，１

＋
π－ ３

π－ ４

π－ ５

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

ｍｎ，ｊ

（４８）

Ｕ
－

Ｖ
－

Ｗ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

ｍｎ，１

＝
π３１ π３２ π３６

π４１ π４２ π４６

π５１ π５２ π５６

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

－１

ｍｎ，ｐ＋１

·

　 　 －
π３３ π３４ π３５

π４３ π４４ π４５

π５３ π５４ π５５

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｍｎ，ｐ＋１

Ｚ
Ｘ
Ｙ

{ }
ｍｎ，１

－
π－ ３

π－ ４

π－ ５

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

ｍｎ，ｐ＋１

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

（４９）
　 　 Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑ．（４９） ｆｏｒ Ｅｑ．（４７）， ｗｅ ｈａｖｅ

　
Ｕ
－

Ｖ
－

Ｚ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

ｍｎ，ｊ

＝ Ｈｍｎ，ｊ

Ｚ
Ｘ
Ｙ

{ }
ｍｎ，１

＋ Ｓｍｎ，ｊ

π－ ３

π－ ４

π－ ５

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

ｍｎ，ｐ＋１

＋

π－ １

π－ ２

π－ ３

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

ｍｎ，ｊ

（５０）
ｗｈｅｒｅ

Ｈｍｎ，ｊ ＝ －
π１１ π１２ π１６

π２１ π２２ π２６

π３１ π３２ π３６

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｍｎ，ｊ

π３１ π３２ π３６

π４１ π４２ π４６

π５１ π５２ π５６

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

－１

ｍｎ，ｐ＋１

·

　 　 　
π３３ π３４ π３５

π４３ π４４ π４５

π５３ π５４ π５５

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｍｎ，ｐ＋１

＋
π１３ π１４ π１５

π２３ π２４ π２５

π３３ π３４ π３５

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｍｎ，ｊ

Ｓｍｎ，ｊ ＝ －
π１１ π１２ π１６

π２１ π２２ π２６

π３１ π３２ π３６

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｍｎ，ｊ

π３１ π３２ π３６

π４１ π４２ π４６

π５１ π５２ π５６

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

－１

ｍｎ，ｐ＋１

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（５１）

·５８·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２６， Ｎｏ．３， ２０１９

　 　 Ｗｅ ｃａｎ ｄｅｆｉｎｅ

Π（３，４，５）
ｍｎ，ｊ ＝ ［π－ ３π

－
４π
－

５］ Ｔ
ｍｎ，ｊ

Π（１，２，３）
ｍｎ，ｊ ＝ ［π－ １π

－
２π
－

３］ Ｔ
ｍｎ，ｊ

{ （５２）

Ｇ（３，４，５）
ｍｎ，ｊ，ｉ ＝

ｇ３１ ｇ３２

ｇ４１ ｇ４２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｍｎ，ｊ，ｉ

Ｇ
－

（３，４，５）
ｍｎ，ｊ，ｉ ＝

ｇ－ ３１ ｇ
－
３２

ｇ－ ４１ ｇ
－
４２

ｇ－ ５１ ｇ
－
５２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｍｎ，ｊ，ｉ

Ｇ（１，２，３）
ｍｎ，ｊ，ｉ ＝

ｇ１１ ｇ１２

ｇ２１ ｇ２２

ｇ３１ ｇ３２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｍｎ，ｊ，ｉ

Ｇ
－

（１，２，３）
ｍｎ，ｊ，ｉ ＝

ｇ－ １１ ｇ
－
１２

ｇ－ ２１ ｇ
－
２２

ｇ－ ３１ ｇ
－
３２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｍｎ，ｊ，ｉ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（５３）

　 　 Ｔｈｅｎ， ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｅｑｓ． （ ４２ ）， （ ５２ ）， ａｎｄ
（５３）， Ｅｑ．（５０） ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

Ｕ
－

Ｖ
－

Ｚ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï
ｍｎ，ｊ

＝ Ｈｍｎ，ｊ

Ｚ
Ｘ
Ｙ{ }

ｍｎ，１

＋ Ｓｍｎ，ｊ∑
ｐ＋１－２

ｉ ＝ ０
Ｇ（３，４，５）

ｍｎ，ｐ＋１，ｉＬｍ，ｐ＋１－ｉ－１ ＋(

Ｇ
－

（３，４，５）
ｍｎ，ｐ＋１，ｉＬｍ，ｐ＋１－ｉ ) ＋ ∑

ｊ －２

ｉ ＝ ０
Ｇ（１，２，３）

ｍｎ，ｊ，ｉ Ｌｍ，ｊ －ｉ －１ ＋(

Ｇ
－

（１，２，３）
ｍｎ，ｊ，ｉ Ｌｍ，ｊ －ｉ ) （５４）

　 　 Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ σ ｙ ＝ ０ ａｔ ｙ ＝ ０， ｂ
ｍｕｓｔ ｂｅ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ ａｔ ｅｖｅｒｙ ｌａｙｅｒ ｅｄｇｅ ｆｏｒ ｒａｎｄｏｍ ｘ， ｓｏ

　 ０ ＝ ｆｍ，ｊ ＝ ∑
ｎ
ｋ１，ｍｎＨｍｎ，ｊ

Ｚ
Ｘ
Ｙ{ }

ｍｎ，１

＋ ∑
ｎ

［ｋ１，ｍｎＳｍｎ，ｊ·

∑
ｐ＋１－２

ｉ ＝ ０
（Ｇ（３，４，５）

ｍｎ，ｐ＋１，ｉＬｍ，ｐ＋１－ｉ－１ ＋ Ｇ
－

（３，４，５）
ｍｎ，ｐ＋１，ｉＬｍ，ｐ＋１－ｉ）］ ＋

∑
ｎ

［ｋ１，ｍｎ∑
ｊ－２

ｉ ＝ ０
（Ｇ（１，２，３）

ｍｎ，ｊ，ｉ Ｌｍ，ｊ－ｉ－１ ＋ Ｇ
－
（１，２，３）
ｍｎ，ｊ，ｉ Ｌｍ，ｊ－ｉ）］ ＋

　 　 　 ｋ２，ｍＬｍ，ｊ （５５）
Ｔｈｉｓ ｉｓ ａｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌｍ，ｊ ． Ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ ｍ， ｔｈｅ

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｕｎｋｎｏｗｎｓ ａｎｄ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｂｏｔｈ ２（１ ＋
ｐ）， ｓｏ Ｌｍ， ｊ ｃａｎ ｂｅ ｓｏｌｖｅｄ， ａｎｄ ａｌｌ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｎｄ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｒｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ， ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｔｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ．

３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｅｘａｍｐｌｅｓ ａｎｄ Ｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ

Ａｓ ａｎ ｅｘａｍｐｌｅ， ｌｅｔ ｕｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｌｅｎｇｔｈ
ａ ＝ １ ｍ ａｎｄ ｗｉｄｔｈ ｂ ＝ １ ｍ． Ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ⁃ｌｅｎｇｔｈ ｒａｔｉｏ
ｈ ／ ａ ｉｓ ｔａｋｅｎ ａｓ ０． １． Ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ ｉｓ
ａｌｕｍｉｎｕｍ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ． Ｙｏｕｎｇ’ｓ ｍｏｄｕｌｕｓ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｐｌａｔｅ ｉｓ ７０ ＧＰａ， Ｐｏｉｓｓｏｎ’ ｓ ｒａｔｉｏ ｉｓ ０． ３３， ａｎｄ ｔｈｅ
ｍａｔｅｒｉａｌ ｄａｍｐｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｉｓ ０． ０１， ｑ ＝ １ Ｐａ， ｆ ＝
５００ Ｈｚ， ｐ ＝ ２０． Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｈａｓ ｃｏｎｖｅｒｇｅｄ ｗｉｔｈ ｆｅｗ
ｓｅｒｉｅｓ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｅｘａｍｐｌｅ， ｍ ＝ １，３，…，１５， ｎ ＝ ０，２，．．．，
１４． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ａ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｔｗｏ ｆｒｅｅ ｅｄｇｅｓ ｉｓ
ｇｉｖｅｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｉｍｅ． Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｉｓ ｍａｄｅ ｂｅｔｗｅｅｎ
ｔｈｅ ｃｕｒｒｅｎｔ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｒｅａｌ
ａｎｄ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔｓ ａｎｄ ｔｈａｔ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｔ
ｘ ＝ ａ ／ ４， ｙ ＝ ｂ ／ ４， ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇｓ．３－１１． Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ ａ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ＭＳＣ． Ｎａｓｔｒａｎ ｍｏｄｅｌ ｉｎ ｄｉｒｅｃｔ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ
ａｎａｌｙｓｉｓ． Ｉｔ ｓｈｏｕｌｄ ｂｅ ｍｅｎｔｉｏｎｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｂｙ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ．
Ｓｉｎｃｅ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｉｓ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ， ｔｈｉｓ ｗｉｌｌ
ｒｅｓｕｌｔ ｉｎ ｔｈｅ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｆ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｎｏｄｅ
ｗｉｔｈｉｎ ａｄｊａｃｅｎｔ ｅｌｅｍｅｎｔｓ． Ｓｏ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ
ｖａｌｕｅ ｉｓ ｔａｋｅｎ ａｓ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｏｆ ａ ｎｏｄｅ．

Present

3DFEM

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0
-0.5 0 0.5 1.0

Re(U/a)(10-10)

z/h

Present

3DFEM

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0-2 -1 0 1 2
Im(U/a)(10-13)

z/h

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｒｏｕｇｈ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ Ｕ
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Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２６， Ｎｏ．３， ２０１９

Present

3DFEM

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0
-1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0

Re(V/a)(10-11)

z/h

Present

3DFEM

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0
-4 -2 0 2 4

Im(V/a)(10-14)

z/h

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｒｏｕｇｈ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ Ｖ

Present
3DFEM

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0
-4.095 -4.090 -4.085 -4.080 -4.075 -4.070

Re(W/a)(10-10)

z/h

Present
3DFEM

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0
-1.265 -1.260 -1.255 -1.250 -1.245

Im(W/a)(10-12)

z/h

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｒｏｕｇｈ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ Ｗ

Present
3DFEM

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0
-20 -10 0 10 20

Re(σx/q)

z/h

Present
3DFEM

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0

z/h

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2
Im(σx/q)

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｒｏｕｇｈ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ σｘ

Present
3DFEM

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0

z/h

-2 -1 0 1 2
Re(σy/q)

Present
3DFEM

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0

z/h

-0.04 -0.02 0 0.02 0.04
Im(σy/q)

Ｆｉｇ．７　 Ｔｈｒｏｕｇｈ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ σｙ
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Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２６， Ｎｏ．３， ２０１９

Present
3DFEM

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0

z/h

-1.5 -1.0 -0.5 0
Re(σz/q)

Present
3DFEM

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0

z/h

-5 0 5 10
Im(σz/q)

Ｆｉｇ．８　 Ｔｈｒｏｕｇｈ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ σｚ

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0

z/h

Present
3DFEM

-2 -1 0 1 2
Re(τxy/q)

Present
3DFEM

-0.02 -0.01 0 0.01 0.05
Im(τxy/q)

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0

z/h

Ｆｉｇ．９　 Ｔｈｒｏｕｇｈ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ τｘｙ

Present
3DFEM

Re(τyz/q)

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0

z/h

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Present
3DFEM

Im(τyz/q)(10-3)

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0

z/h

-3 -2 -1 0 1

Ｆｉｇ．１０　 Ｔｈｒｏｕｇｈ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ τｙｚ

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0

z/h

Present
3DFEM

Re(τzx/q)
-1.5 -1.0 -0.5 0 0.5

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0

z/h

Present
3DFEM

Im(τzx/q)(10-3)
-15 -10 -5 0 5

Ｆｉｇ．１１　 Ｔｈｒｏｕｇｈ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ τｚｘ

·８８·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２６， Ｎｏ．３， ２０１９

　 　 Ｂｙ ｃｏｍｐａｒｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔｓ， ｉｔ ｉｓ ｅｖｉｄｅｎｔ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａｎ ｅｘｃｅｌｌｅｎｔ
ａｇｒｅｅｍｅｎｔ ｆｏｒ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ， ａｓ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｂｙ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ａｒｅ ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ．
Ｗｉｔｈ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｔｏｐ ｓｕｒｆａｃｅ， ｔｈｅ
ｒｅａｌ ａｎｄ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔｓ ｏｆ Ｕ ａｎｄ Ｖ ａｒｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙ
ｌｉｎｅａｒ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ， ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ
Ｗ ｉｓ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ．
　 　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｈａｓ ｓｈｏｗｎ ｔｈａｔ
ｔｈｅ ｒｅａｌ ｐａｒｔｓ ａｒｅ ｖｅｒｙ ｃｌｏｓｅ． Ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔｓ
ｄｅｖｉａｔｅ， ｔｈｅ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔ ｏｆ σｚ ｉｎ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｍｏｄｅｌ ａｔ ｔｈｅ ｔｏｐ ｓｕｒｆａｃｅ ｉｓ ｎｏｔ ｚｅｒｏ． Ｉｎ ｃｏｎｔｒａｓｔ， ｔｈｅ
ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔ ｏｆ ｑ ｉｓ ｚｅｒｏ． Ｉｔ ｉｓ ｃｌｅａｒ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｃａｎ ｓａｔｉｓｆｙ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
ａｔ ｔｈｅ ｔｏｐ ａｎｄ ｂｏｔｔｏｍ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ， ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ
ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ τｙｚ ａｎｄ τｚｘ ａｔ
ｂｏｔｈ ｓｕｒｆａｃｅｓ， ｔｈｕｓ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｎｏｔ
ｓｔｒｉｃｔｌｙ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ．
　 　 Ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｕｎｋｎｏｗｎｓ ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ ｍ ｉｓ ４２ ａｓ ｔｈｅ
ｐｌａｔｅ ｉｓ ｓｐｌｉｔ ｉｎｔｏ ２０ ｌａｙｅｒｓ ｉｎ ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ． Ｈｏｗｅｖｅｒ，
ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｉｎ ＭＳＣ．Ｎａｓｔｒａｎ ｉｓ ｂｕｉｌｔ ｏｆ ６０×
６０×２０ ｓｉｘ⁃ｓｉｄｅｄ ｓｏｌｉｄ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ａ ｔｏｔａｌ ｏｆ ７８１４１
ｎｏｄｅｓ， ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｔｉｍｅ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｉｓ
ｅｖｉｄｅｎｔｌｙ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ ｔｈａｔ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ．

４　 Ｃｏｎｃｌｕｄｉｎｇ Ｒｅｍａｒｋｓ

Ａ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｔａｔｅ ｓｐａｃｅ ｍｅｔｈｏｄ ｈａｓ ｂｅｅｎ
ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ａ
ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｔｗｏ ｆｒｅｅ ｅｄｇｅｓ ａｎｄ ｔｗｏ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ
ｅｄｇｅｓ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ， ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｎｄ
ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｄａｍｐｉｎｇ ｍｏｄｅｌ ｗａｓ
ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ， ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗｈｉｃｈ ｓａｔｉｓｆｙ ａｌｌ
ｔｈｅ ｇｏｖｅｒｎｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ
ｏｂｔａｉｎｅｄ．

Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｏｖｅｒｃｏｍｅ ｔｈｅ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔｙ ｏｆ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ａｌｌ
ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｔ ｆｒｅｅ ｅｄｇｅｓ， ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆｒｅｅ ｅｄｇｅｓ ｗｅｒｅ ａｓｓｕｍｅｄ． Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｓｔｒｉｃｔｌｙ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
ｒａｔｅ ｗａｓ ｇｏｏｄ． Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｔｉｍｅ ｗａｓ ｅｖｉｄｅｎｔｌｙ ｌｅｓｓ
ｔｈａｎ ｔｈａｔ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ．

Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｔｈｏｓｅ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａｎ ｅｘｃｅｌｌｅｎｔ
ａｇｒｅｅｍｅｎｔ ｆｏｒ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ． Ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔｓ
ｏｆ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｄｅｖｉａｔｅｄ， ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔｓ
ｓｈｏｗｅｄ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓｅｓ τｙｚ ａｎｄ τｚｘ ａｔ ｂｏｔｈ
ｓｕｒｆａｃｅｓ， ｓｏ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｎｏｔ ｓｔｒｉｃｔｌｙ
ｓａｔｉｓｆｉｅｄ． Ｉｔ ｉｓ ａｐｐａｒｅｎｔ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆｆｅｒｓ
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ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｉｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｏ ｂｅ ｕｎｉｆｏｒｍ，
ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ， ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ
ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｉｓ ｓｕｉｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｒａｎｄｏｍ
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ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ
ｔｈｉｃｋ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅｓ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ （ Ｅｎｇｌｉｓｈ Ｅｄｉｔｉｏｎ）， ２０１４， ３５ （ １１）： １４６７ －
１４７８． ＤＯＩ ：１０．１００７ ／ ｓ１０４８３－０１４－１８７１－７．

［２］ Ｙｕａｎ Ｊ Ｈ， Ｃｈｅｎ Ｗ Ｑ． Ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ
ｆｌｅｘｕｒａｌ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｃｉｒｃｕｌａｒ Ｍｉｎｄｌｉｎ
ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ （Ｅｎｇｌｉｓｈ Ｅｄｉｔｉｏｎ）， ２０１７，３８（４）：５０５ － ５２６．
ＤＯＩ ：１０．１００７ ／ ｓ１０４８３－０１７－ ２１８７－６．

［３］ Ａｌｉｂｅｉｇｌｏｏ Ａ． Ｔｈｒｅｅ⁃ｄｅｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｃａｒｂｏｎ ｎａｎｏｔｕｂｅ ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｐｌａｔｅ ｅｍｂｅｄｄｅｄ ｉｎ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｓｅｎｓｏｒ ａｎｄ
ａｃｔｕａｔｏｒ ｌａｙｅｒｓ． Ｃｏｍｐｏｓ． Ｓｔｒｕｃｔ．， ２０１４， １１８ （ １）： ４８２ －
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［９］ Ｌｅｅ Ｊ Ｓ， Ｊｉａｎｇ Ｌ Ｚ． Ｅｘａｃｔ ｅｌｅｃｔｒｏｅｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ
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ｃｒａｃｋｉｎｇ ｅｆｆｅｃｔ ｉｎ ｃｒｏｓｓ⁃ｐｌｙ ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ ｕｎｄｅｒ
ｕｎｉｆｏｒｍ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅｒｍａｌ ｌｏａｄｉｎｇ． Ｃｏｍｐｏｓ． Ｓｔｒｕｃｔ．，
２００６， ７６ （ ４）： ３１４ － ３２５． ＤＯＩ： １０． １０１６ ／ ｊ． ｃｏｍｐｓｔｒｕｃｔ．
２００５．０４．０２１．

［２０］ Ｋａｐｕｒｉａ Ｓ， Ａｃｈａｒｙ Ｇ Ｇ Ｓ． Ｅｘａｃｔ ３Ｄ ｐｉｅｚｏｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｈｙｂｒｉｄ ｃｒｏｓｓ⁃ｐｌｙ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄａｍｐｉｎｇ ｕｎｄｅｒ
ｈａｒｍｏｎｉｃ ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｌｏａｄｓ． Ｊ． Ｓｏｕｎｄ Ｖｉｂ．，
２００５， ２８２（３－５）： ６１７－６３４． ＤＯＩ： １０．１０１６ ／ ｊ． ｊｓｖ．２００４．
０３．０３０．

［ ２１ ］ Ｋａｐｕｒｉａ Ｓ， Ｎａｉｒ Ｐ Ｇ． Ｅｘａｃｔ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｐｉｅｚｏｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ
ｃｒｏｓｓ⁃ｐｌｙ ｈｙｂｒｉｄ ｐｌａｔｅｓ ｆｅａｔｕｒｉｎｇ ｉｎｔｅｒｌａｍｉｎａｒ ｂｏｎｄｉｎｇ
ｉｍｐｅｒｆｅｃｔｉｏｎｓ． Ｃｏｍｐ． Ｓｃｉ Ｔｅｃｈｎ．， ２０１０， ７０ （ ５）： ７５２ －
７６２． ＤＯＩ： １０．１０１６ ／ ｊ． ｃｏｍｐｓｃｉｔｅｃｈ．２０１０．０１．００６．

［２２］ Ｌｏｒｅｄｏ Ａ． Ｅｘａｃｔ ３Ｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｔａｔｉｃ ａｎｄ ｄａｍｐｅｄ
ｈａｒｍｏｎｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｇｅｎｅｒａｌ ｌａｍｉｎａｔｅｓ．
Ｃｏｍｐｏｓ． Ｓｔｒｕｃｔ．， ２０１３， １０８ （ １）： ６２５ － ６３４． ＤＯＩ： １０．
１０１６ ／ ｊ．ｃｏｍｐｓｔｒｕｃｔ．２０１３． ０９．０５９．

·０９·


