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ａｌ．［８］ ｓｔｕｄｉｅｄ ｔｈｅ ｐｌａｎｅ⁃ｂｅｎｄｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ
ｓｈｏｒｔ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｆｉｂｅｒ ｓｐａｃｉｎｇ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ
ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｂｅａｍｓ． Ｚｈａｎｇ Ｊｉｎｇｈｕａ ｅｔ ａｌ．［９］ ｕｓｅｄ ｔｈｅ
Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ Ｍｅｔｈｏｄ （ＤＱＭ） ｔｏ ａｎａｌｙｚｅ ｔｈｅ
ｅｌａｓｔｉｃ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ
ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｓｉｚｅ ａｎｄ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ
ｌｅｎｇｔｈ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ． Ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍｓ， Ｆｅｒｔｉｓ ａｎｄ
Ｔａｎｅｊａ［１０］ ｓｔｕｄｉｅｄ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ａｘｉａｌｌｙ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍｓ ｕｓｉｎｇ ｔｒｉａｌ ｍｅｔｈｏｄ． Ｉｎ Ｒｅｆｓ．
［１１⁃１２］， ｓｃｈｏｌａｒｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ
ａｎｄ ｔｈｅ ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｖａｒｙ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ
ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ， ａｎｄ
ｄｅｒｉｖｅｄ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ

ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｐｕｒｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ
ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌ．

Ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ，ｌｉｔｔｌｅ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｈａｓ
ｂｅｅｎ ｐｅｒｆｏｒｍｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍｓ， ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｒｅ
ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｌｙ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ ｔｏ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ． Ｈｏｗｅｖｅｒ， ｅｌａｓｔｉｃ⁃
ｐｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｉｓ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ｆｏｒ ｒｅｄｕｃｉｎｇ ｔｈｅ ｗｅｉｇｈｔ ｏｆ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ａｎｄ ｍａｋｉｎｇ ｆｕｌｌ ｕｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｓｔ⁃ｙｉｅｌｄ
ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｏｆ ｍａｔｅｒｉａｌｓ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｓｔｕｄｉｅｓ ｔｈｅ
ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｂｅｎｄｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ａｘｉａｌｌｙ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｐｒｅｍｉｓｅ ｏｆ ｓｍａｌｌ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ．

２　 Ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｒｏｂｌｅｍ

２．１　 Ｂａｓｉｃ Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ
Ａ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ

ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｉｓ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ
Ｆｉｇ．１．
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Ｆｉｇ．１　 Ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｓｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｓｔｒｅｓｓ

　 　 Ｔｈｅ ｗｉｄｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｉｓ ｂ，
ａｎｄ ｔｈｅ ｈｅｉｇｈｔ ｈ（ｘ） ｖａｒｉｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｏｆ ａｎ ａｒｂｉｔｒａｒｙ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ａｘｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ． Ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｏｆ
ｔｈｅ ｂｅａｍ ｉｓ ａ ｎｏｎ⁃ｕｎｉｆｏｒｍ， ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ， ｉｄｅａｌ
ｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ， ａｎｄ ｔｈｅ ｔｅｎｓｉｌｅ ａｎｄ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ
ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ａｒｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ． Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ
ｓｈｅａｒ ｏｎ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ ｙｉｅｌｄ ａｒｅ ｎｏｔ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｉｎ
ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ． Ｄｕｒｉｎｇ ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ， ｔｈｅ ｂｅａｍ
ｃｏｎｆｏｒｍｓ ｔｏ ｔｈｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｏｆ ｆｌａｔ ｓｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｍａｌｌ
ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ
ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

ｈ（ｘ） ＝ ｈ０ｇ（ｘ） （１ａ）
Ｅ（ｘ） Ｉ（ｘ） ＝ Ｅ０Ｉ０ ｆ（ｘ）ｇ３（ｘ） （１ｂ）

ｗｈｅｒｅ ｈ０ ａｎｄ Ｅ０ ａｒｅ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ， ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｉｎｇ ｔｈｅ
ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ
ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｉ０ ＝ ｂｈ３

０ ／ １２ ｉｓ
ｔｈｅ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ
ｓｅｃｔｉｏｎ． ｆ（ｘ） ａｎｄ ｇ（ｘ） ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ

ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ
ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ， ａｎｄ ｃａｎ ｔａｋｅ
ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ． Ｉｔ ｗａｓ ｆｕｒｔｈｅｒ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｖａｒｉｅｓ ａｒｂｉｔｒａｒｉｌｙ ａｌｏｎｇ
ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ， ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

σｓ（ｘ） ＝ σｓ０ｓ（ｘ） （２）
２．２　 Ｂａｓｉｃ Ｅｑｕａｔｉｏｎ

Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍ ｉｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｏｆ
ｅｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗ ｏｆ ａｎｙ ｐｏｉｎｔ ｏｎ
ｔｈｅ ｂｅａｍ ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ｂｙ ｗｅ ． Ｔｈｅｎ ｔｈｅ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
ｃｕｒｖｅ ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

ｄ２ｗｅ

ｄｘ２
＝ － Ｍ（ｘ）

Ｅ（ｘ） Ｉ（ｘ）
（３）

ｗｈｅｒｅ Ｍ（ｘ） ｉｓ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｍｏｍｅｎｔ． Ｉｎｔｅｇｒａｔｅ ｔｈｅ
ａｂｏｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｔｗｉｃｅ ｔｏ ｇｅｔ

ｗｅ ＝
１
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∫ － ∫ Ｍ（ｘ）ｄｘ
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Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２８， Ｎｏ．１， ２０２１

ｗｈｅｒｅ Ｃ１ ａｎｄ Ｃ２ ａｒｅ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ
ｂｙ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｔ ｂｏｔｈ ｅｎｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ．
Ｗｈｅｎ ｆ（ｘ） ， ｇ（ｘ） ， ａｎｄ ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｍｏｍｅｎｔ ｅｑｕａｔｉｏｎ
Ｍ（ｘ） ａｒｅ ｓｏｍｅ ｓｐｅｃｉａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ， ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｃａｎ ｂｅ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ． Ｆｏｒ ｏｔｈｅｒ
ｃｏｍｐｌｅｘ ｃａｓｅｓ， ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｃａｎ ｂｅ ｕｓｅｄ．

Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗａｓ
ａｎａｌｙｚｅｄ， ｉｎ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ａ ｐｌａｎｅ ｅｌａｓｔｉｃ
ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｓｈｏｒｔｅｒ ｌｅｎｇｔｈ ａｎｄ ｎａｒｒｏｗ
ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｗａｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ． Ｆｏｒ ｔｈｅ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｓｌｅｎｄｅｒ ｂｅａｍｓ， ｔｈｅ
ｖａｌｕｅ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｉｓ ｓｍａｌｌ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ
ｂｅｎｄｉｎｇ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｔｈｕｓ ｉｇｎｏｒｅｄ． Ｆｏｒ ｂｅａｍｓ
ｗｉｔｈ ｓｈｏｒｔｅｒ ｌｅｎｇｔｈ ａｎｄ ｎａｒｒｏｗ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｃｒｏｓｓ⁃
ｓｅｃｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｒｅｇｉｏｎ ｉｓ
ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ａｎｄ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｒｅｇｉｏｎ ｗｉｌｌ ｂｅ ｓｔｕｄｉｅｄ ｉｎ ａｎｏｔｈｅｒ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｉｎ
ｔｈｅ ｆｕｔｕｒｅ． Ａ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｓｈｏｒｔｅｒ ｌｅｎｇｔｈ ａｎｄ ｎａｒｒｏｗ
ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｗａｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ， ｗｈｉｃｈ ｗａｓ
ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ａ ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｌｏａｄ Ｐ （ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｆｏｒｃｅ）
ａｔ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ， ａｎｄ Ｐ ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ
ｏｆ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ ｔｏ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ａｓ ｂｅｌｏｗ：

Ｐ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２
∫ｂ ／ ２

－ｂ ／ ２
τｙｚｄｙｄｚ （５）

　 　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｆｏｒｃｅ （ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅ）
ａｔ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｅｎｄ （ ｆｒｅｅ ｅｎｄ） ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ ｏｂｅｙｉｎｇ
ａ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ．

Ｔｈｅｎ， ｔｈｅ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ ｔｈｅｏｒｙ ｉｎ ｍａｔｅｒｉａｌ
ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｗａｓ ａｄｏｐｔｅｄ ｔｏ ｄｅｒｉｖｅ ｔｈｅ ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ ｓｈｅａｒ
ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒｍｕｌａ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ． Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｒｅｆ．
［１３］， ｉｔ ｗａｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ
ａｔ ｅａｃｈ ｐｏｉｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｉｓ ｐａｒａｌｌｅｌ ｔｏ ｔｈａｔ ｏｆ
ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅ Ｐ， ａｎｄ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ ｉｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ
ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｗｉｄｔｈ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ⁃
ｓｅｃｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎ ａ ｂｅａｍ ｓｅｃｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ
ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

τｙｚ ＝ －
Ｐ

２Ｉ（ｘ）
（ｈ

２（ｘ）
４

－ ｙ２） （６）

　 　 Ｈｅｒｅ，ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｆｏｕｎｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ ｖａｒｉｅｓ
ｐａｒａｂｏｌｉｃａｌｌｙ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｚ⁃ａｘｉｓ， ａｎｄ ｔｈｅｒｅ ｉｓ

τｍａｘ ＝ －
Ｐｈ２（ｘ）
８Ｉ（ｘ）

＝ － ３Ｐ
２ｂｈ（ｘ）

ａｔ ｔｈｅ ｎｅｕｔｒａｌ ａｘｉｓ （ｙ ＝ ０） ．
Ｉｔ ｗａｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｌｉｎｅｓ ｔｈａｔ ｐａｒａｌｌｅｌ ｔｏ ｔｈｅ

ｎｅｕｔｒａｌ ａｘｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｓｅｃｔｉｏｎ ｂｅｆｏｒｅ ｔｈｅ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ａｒｅ ｓｔｉｌｌ ｐａｒａｌｌｅｌ ｔｏ ｅａｃｈ ｏｔｈｅｒ
ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ． Ｔｈｅｎ ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ［１３－１４］ ａｓ
ｄｗｓｈ

ｄｘ
＝ －

ａｓＰ
ＧＡ（ｘ）

＝ －
ａｓＰ

Ｇｂｈ（ｘ）
（７）

　 　 Ｅｑ．（８） ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｔｗｏ
ｓｉｄｅｓ ｏｆ Ｅｑ．（７）， ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｗｓｈ ＝ ∫ｌ
０
（ －

ａｓＰ
Ｇｂｈ（ｘ）

）ｄｘ ＋ Ｃｓｈ ＝

∫ｌ
０
（ －

ａｓＰ
Ｇｂｈ０ｇ（ｘ）

）ｄｘ ＋ Ｃｓｈ

（８）

　 　 Ｅｑ．（８） ｉｓ ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｆｏｒｍｕｌａ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ
ｓｈｅａｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ
ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ． Ｈｅｒｅ， Ｃｓｈ ｉｓ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｃｏｎｓｔａｎｔ ａｎｄ
ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｆｉｘｅｄ ｅｎｄ ｉｎ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｉｓ ｚｅｒｏ． αｓ ｉｓ
ｔｈｅ Ｃｏｗｐｅｒ’ｓ ｓｈｅａｒ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ， ｗｈｉｃｈ
ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ：

αｓ ＝
１２ ＋ １１ν
１０（１ ＋ ν）

（９）

　 　 Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｌｏａｄ ｏｎ ｔｈｅ
ｂｅａｍ， ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｓｅｃｔｉｏｎ ｗｉｌｌ
ｂｅ ｇｒａｄｕａｌｌｙ ｉｎｃｒｅａｓｅｄ． Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ
ａ ｓｅｃｔｉｏｎ ｅｑｕａｌｓ ｔｏ ｉｔｓ ｌｉｍｉｔ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｂｅｎｄｉｎｇ
ｍｏｍｅｎｔ， ｔｈｅ ｂｅａｍ ｅｎｔｅｒｓ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｌｉｍｉｔ． Ｆｏｒ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｃｒｏｓｓ⁃
ｓｅｃｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｌｉｍｉｔ ｍｏｍｅｎｔ Ｍｅ ｉｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ
ａｂｏｕｔ ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ， ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

Ｍｅ（ｘ） ＝ １
１２

ｂｈ２
０σｓ０ｇ２（ｘ） ｓ（ｘ） （１０）

　 　 Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｕｒｔｈｅｒ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｌｏａｄ，
ｔｈｅ ｂｅａｍ ｗｉｌｌ ｂｅ ｃｈａｎｇｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｌｉｍｉｔ ｓｔａｔｅ
ｔｏ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｓｔａｔｅ． Ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ
ｒｅｇｉｏｎ ｏｆ ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍｅｄ ｂｅａｍ， ｔｈｅ
ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｓｔｉｌｌ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ
Ｅｑ．（４） ． Ｆｏｒ ａｎｙ ｓｅｃｔｉｏｎ ｘ ｉｎ ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ
ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ’ ｓ ｌｅｎｇｔｈ， ｉｎ ｇｅｎｅｒａｌ， ｔｈｅｒｅ ａｒｅ
ｂｏｔｈ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅｓ ｉｎ ｔｈｉｓ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ． Ｉｎ
ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｒｅｇｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｓｅｃｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ
ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｉｓ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ． Ｉｎ ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ
ｒｅｇｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｓｅｃｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ
ｉｓ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｔｈｅ ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ （Ｆｉｇ．１） ． Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｌｉｎｅ
ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｒｅｇｉｏｎ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｒｅｇｉｏｎ ａｔ ｂｅａｍ ｓｅｃｔｉｏｎ ｘ
ｗａｓ ｓｅｔ ａｓ ｙｓ（ｘ） ． Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｏｎ ｔｈｅ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｌｉｎｅ ｔｈａｔ ｈａｓ ｒｅａｃｈｅｄ ｔｈｅ ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ， ｔｈｅ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｉｎ ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ
ｒｅｇｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｄ２ｗｐ

ｄｘ２
＝ －

σｓ（ｘ）
Ｅ（ｘ）ｙｓ（ｘ）

（１１）

ｗｈｅｒｅ ｗｐ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｒｅｇｉｏｎ

·４４·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２８， Ｎｏ．１， ２０２１

ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ， ａｎｄ ｙｓ（ｘ） ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ
ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｎａｌ ａｎｄ
ｅｘｔｅｒｎａｌ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｎ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ， ａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ：

Ｉ１（ｘ）
ｙｓ（ｘ）

＋ ｓ１（ｘ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ σｓ（ｘ） ＝ Ｍ（ｘ） （１２）

ｗｈｅｒｅ Ｉ１（ｘ） ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ ｏｆ ｔｈｅ
ｅｌａｓｔｉｃ ｒｅｇｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ａｂｏｕｔ ｔｈｅ ｚ⁃ａｘｉｓ，
ａｎｄ ｓ１（ｘ） ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｓｕｍ ｏｆ ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｓｔａｔｉｃ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｒｅｇｉｏｎ ａｂｏｕｔ ｔｈｅ
ｚ⁃ａｘｉｓ． ｙｓ（ｘ） ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｓｏｌｖｉｎｇ Ｅｑ．（１２） ａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｙｓ（ｘ） ＝ ３
２
ｈ（ｘ） １ － Ｍ（ｘ）

Ｍｐ（ｘ）
（１３）

ｗｈｅｒｅ Ｍｐ（ｘ） ＝ （１ ／ ４）ｂｈ２
０σｓ０ｇ２（ｘ） ｓ（ｘ） ｉｓ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ

ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ａ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ
ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ． Ｂｙ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑ． （ １３ ）
ｉｎｔｏ Ｅｑ．（１１）， ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ
ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｒｅｇｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

ｄ２ｗｐ

ｄｘ２
＝ －

２ ３σｓ（ｘ）
３Ｅ（ｘ）ｈ（ｘ）

１ － Ｍ（ｘ）
ＭＰ（ｘ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

－ １
２

（１４）

　 　 Ｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｔｗｉｃｅ， ｗｅ ｃａｎ
ｇｅｔ

ｗｐ ＝
σｓ０

Ｅ０ｈ０
∫ － ∫ ２ ３ｓ（ｘ）

３ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）
１ － Ｍ（ｘ）

ＭＰ（ｘ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

－ １
２é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄｘ{ } ｄｘ ＋

Ｄ１∫ｄｘ ＋ Ｄ２ （１５）

ｗｈｅｒｅ Ｄ１ ａｎｄ Ｄ２ ａｒｅ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ． Ｆｏｒ
ｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍｅｄ ｂｅａｍｓ， ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ
ｎｅｅｄｓ ｔｏ ｂｅ ｓｏｌｖｅｄ ｂｙ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ Ｅｑｓ．（４）， （８）， ａｎｄ
（１５） ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ Ｃ１ ａｎｄ Ｃ２ ｉｎ
Ｅｑ．（４）， Ｃｓｈ ｉｎ Ｅｑ．（８）， ａｎｄ Ｄ１ ａｎｄ Ｄ２ ｉｎ Ｅｑ．（１５）
ｗｅｒｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｔ ｂｏｔｈ
ｅｎｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｔ ｔｈｅ
ｊｕｎｃｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅｓ ａｌｏｎｇ
ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ． Ｉｎ Ｅｑ． （ １５）， ｗｈｅｎ ｆ（ｘ） ，
ｇ（ｘ） ， ｓ（ｘ） ， ａｎｄ Ｍ（ｘ） ａｒｅ ｓｏｍｅ ｓｐｅｃｉａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，
ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ．
Ｆｏｒ ｏｔｈｅｒ ｃａｓｅｓ， Ｅｑ．（１５） ｃａｎ ｂｅ ｓｏｌｖｅｄ ｂｙ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｍｅｔｈｏｄｓ． Ｓｉｎｃｅ ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ
ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ａｒｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ， ｗｈｅｎ
ｓｏｌｖｉｎｇ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ， ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｘｅｐ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｐｏｉｎｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ
ａｘｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｍｕｓｔ ｂｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｆｉｒｓｔ．

Ｌｅｔ

Ｍ（ｘｅｐ） － Ｍｅ（ｘｅｐ） ＝ ０ （１６）
ｗｈｅｒｅ ｘｅｐ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｓｏｌｖｉｎｇ Ｅｑ． （１６）， ａｎｄ
ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅｓ ａｌｏｎｇ
ｔｈｅ ａｘｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｅａｓｉｌｙ． Ｇｉｖｅｎ
ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｍｏｍｅｎｔ Ｍ（ｘ） ｏｆ ａ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ｂｅａｍ， ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ｄｅｐｔｈ ｏｆ ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ
ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ
ｓｅｃｔｉｏｎ， ｎａｍｅｌｙ ｘｅｐ ａｎｄ ｙｓ（ｘ）， ｃａｎ ｂｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ
Ｅｑｓ．（１３） ａｎｄ （１６） ．

Ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ⁃
ｐｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍ
ｗｅｒｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ， ｗｈｏｓｅ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ， ｅｌａｓｔｉｃ
ｍｏｄｕｌｕｓ， ａｎｄ ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｖａｒｉｅｄ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｓｏｍｅ
ｓｐｅｃｉａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ． Ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｓｅｓ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ
ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｉｓ ａｒｂｉｔｒａｒｉｌｙ ｃｈａｎｇｅｄ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ａｘｉｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅａｍ， ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ＤＱＭ ｗａｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｓｏｌｖｅ
ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ．

３　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｒｏｂｌｅｍ

３．１　 Ｅｌａｓｔｉｃ Ａｎａｌｙｓｉｓ
３．１．１　 Ｕｎｉｆｏｒｍ ｍａｔｅｒｉａｌ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｌｉｎｅａｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ

ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ
Ｉｔ ｗａｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｔｈｅ

ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍ ｖａｒｉｅｓ ｌｉｎｅａｒｌｙ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ
ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ， ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ
ｗａｓ ｋｅｐｔ ｃｏｎｓｔａｎｔ， ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｇ（ｘ） ＝ １ － λ１
ｘ
ｌ

（１７ａ）

ｆ（ｘ） ＝ ｃｏｎｓｔ （１７ｂ）
ｗｈｅｒｅ ０ ≤ λ１ ＜ １ ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ． Ｅｑ． （ １７ ） ｗａｓ
ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅｄ ｉｎｔｏ Ｅｑ．（４）， ａｎｄ ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ
ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｂｅａｍ
ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｑｓ．（４）
ａｎｄ （８） ． Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｆｉｘｅｄ ａｔ
ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｅｎｄ ａｎｄ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ Ｐ ａｔ
ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｅｎｄ ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｗｅ（ｘ） ＝ ６ｐｌ２

ｔ１
［λ１（λ１ ＋ １）ｘ ＋ ２ｌＩｎ（ ｌ －

λ１ｘ） ＋ ｔ２］ ＋
６ｐｌ４（λ１ － １）
ｔ１（ ｌ － λ１ｘ）

（１８ａ）

ｗｓｈ（ｘ） ＝
（１２ ＋ １１ν）αｓｐｌ２

１０Ｇｂλ１（１ ＋ ν）
［Ｉｎ ｜ １ －

λ１ｘ
ｌ

｜ ］

（１８ｂ）
ｗ（ｘ） ＝ ｗｅ（ｘ） ＋ ｗｓｈ（ｘ） （１８ｃ）

ｗｈｅｒｅ ｔ１ ＝ １２Ｅ０Ｉ０λ３
１， ｔ２ ＝ （λ１ － １） ｌ － ２ｌＩｎｌ， ａｎｄ Ｇ ＝

Ｅ ／ （２ ＋ ２ν） ． Ｇ ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅａｍ， ａｎｄ ｖ ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ．

·５４·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２８， Ｎｏ．１， ２０２１

Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ ｆｒｏｍ Ｅｑ．（１８ｃ） ｔｈａｔ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ｂｅａｍ ｉｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ λ１， ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｉｎｇ
ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ． Ｂｙ ｒｅａｓｏｎａｂｌｙ ｃｈｏｏｓｉｎｇ ｔｈｅ ｖａｌｕｅ
ｏｆ λ１， ｔｈｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｃａｎ ｂｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ
ｉｍｐｒｏｖｅｄ．

Ｉｎ Ｅｑ． （ １８ｃ）， ｗｈｅｎ λ１ → ０， ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ｏｆ ｔｈｅ
ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｉｓ

ｗ０（ｘ） ＝ ｌｉｍ
λ１→０

ｗ（ｘ） ＝ ｐｘ２（３ｌ － ｘ）
６Ｅ０Ｉ０

＋

ｐ（１２ ＋ １１ν）
１０Ｇｂｈ０（１ ＋ ν）

ｘ
（１９）

Ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｓ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ
ｏｆ ａ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｕｎｉｆｏｒｍ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ
ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｇｉｖｅｎ ｉｎ ｔｈｅ ｂｏｏｋ ｏｆ
ｍａｔｅｒｉａｌ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ［１５］ ．
３．１．２　 Ｕｎｉｆｏｒｍ ｍａｔｅｒｉａｌ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｃｈａｎｇｅ

ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ
Ｉｔ ｗａｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｔｈｅ

ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍ ｖａｒｉｅｓ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｌｙ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ
ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ， ａｎｄ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｍａｔｅｒｉａｌ ｗａｓ ｋｅｐｔ ｃｏｎｓｔａｎｔ．

ｇ（ｘ） ＝ ｅｘｐ ａ１
ｘ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （２０ａ）

ｆ（ｘ） ＝ ｃｏｎｓｔ （２０ｂ）
ｗｈｅｒｅ ａ１ ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ． Ｅｑ．（２０） ｗａｓ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅｄ ｉｎｔｏ
Ｅｑ．（４） ． Ｔｏ ｓｉｍｐｌｉｆｙ ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ， ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
ｉｓ ｎｏｔ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｌｅｎｄｅｒ ｂｅａｍ ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ．
Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ
ｂｅａｍ ｏｆ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ
ｌｏａｄ Ｐ ａｔ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｅｎｄ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ
ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｑ．（４）， ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｗｅ（ｘ） ＝ ４ｐｌ２

ｔ３
［３（３ａ１ － １）ａ１ｘ ＋ （２ － ３ａ１） ｌ］ ＋

４ｐｌ２

ｔ３
［３ａ１（ ｌ － ｘ） － ２ｌ］ｅｘｐ －

３ａ１

ｌ
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（２１）
ｗｈｅｒｅ ｔ３ ＝ １０８Ｅ０Ｉ０ａ３

１ ． Ｉｎ Ｅｑ．（２１）， ｗｈｅｎ ａ１ →０， ｔｈｅ
ｌｉｍｉｔ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｉｓ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｇｉｖｅｎ ｉｎ ｔｈｅ ｂｏｏｋ ｏｆ ｍａｔｅｒｉａｌ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ［１５］ ．
３．１．３　 Ｕｎｉｆｏｒｍ ｍａｔｅｒｉａｌ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｖａｒｉａｔｉｏｎ

ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ
Ｉｔ ｗａｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｔｈｅ

ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍ ｖａｒｉｅｓ ｉｎ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｆｏｒｍ， ａｎｄ
ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｗａｓ ｋｅｐｔ
ｕｎｃｈａｎｇｅｄ， ａｓ ｓｈｏｗｎ ｂｅｌｏｗ：

ｇ（ｘ） ＝ １ － β１
ｘ
ｌ

－ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

（２２ａ）

ｆ（ｘ） ＝ ｃｏｎｓｔ （２２ｂ）

ｗｈｅｒｅ β１ ≥ ０ ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ． Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗｉｌｌ
ｎｏｔ ｂｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｌｅｎｄｅｒ ｂｅａｍ ｔｏ ｓｉｍｐｌｉｆｙ ｔｈｅ
ａｎａｌｙｓｉｓ． Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ， Ｅｑ．（２２） ｗａｓ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅｄ ｉｎｔｏ Ｅｑ．
（４ ）， ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｏａｄ ｑ
ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｑ．（４） ．
Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ β１ ＝ １
ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

　 ｗｅ（ｘ） ＝ ９ｑｌ６

４ｔ４（３ｌ２ ＋ ４ｌｘ － ４ｘ２）
＋ ２１ｑｌ３

３２ｔ４
（２ｘ －

ｌ）ａｒｃｔａｎ １
２

－ ｘ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １２．４６４６ｑｌ４

３２ｔ４
（２３）

ｗｈｅｒｅ ｔ４ ＝ １２Ｅ０Ｉ０ ． Ｗｈｅｎ β１ ｉｓ ａｎ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｖａｌｕｅ， ｔｈｅ
ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｉｓ ｃｏｍｐｌｅｘ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｏｍｉｔｔｅｄ
ｈｅｒｅ． Ｗｈｅｎ β１ → ０， ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ
ｅｑｕａｌ ｓｅｃｔｉｏｎ ｃａｎ ａｌｓｏ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ｏｆ ｔｈｅ
ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ．
３．１． ４ 　 Ｅｑｕａｌ⁃Ｓｅｃｔｉｏｎ Ｂｅａｍ ｗｉｔｈ Ｌｉｎｅａｒ Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ

Ｅｌａｓｔｉｃ Ｍｏｄｕｌｕｓ
Ｉｔ ｗａｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｔｈｅ

ｍａｔｅｒｉａｌ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍ ｖａｒｉｅｓ ｌｉｎｅａｒｌｙ
ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ， ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅａｍ ｓｅｃｔｉｏｎ ｒｅｍａｉｎｓ ｕｎｃｈａｎｇｅｄ， ａｓ ｓｈｏｗｎ ｂｅｌｏｗ：

ｆ（ｘ） ＝ １ － λ２
ｘ
ｌ

（２４ａ）

ｇ（ｘ） ＝ ｃｏｎｓｔ （２４ｂ）
ｗｈｅｒｅ ０ ≤ λ２ ＜ １ ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ． Ａｇａｉｎ， ｔｈｅ ｓｈｅａｒ
ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｉｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｌｅｎｄｅｒ ｂｅａｍ ｆｏｒ
ｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ． Ｅｑ．（２４） ｗａｓ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅｄ ｉｎｔｏ Ｅｑ．（４）， ａｎｄ
ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｆｉｘｅｄ
ａｔ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｅｎｄ ａｎｄ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ Ｐ
ａｔ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｅｎｄ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ
ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｑ．（４） ａｓ

ｗｅ（ｘ） ＝ ６ｐｌ
ｔ５

｛２ｌ（λ２ － １）（λ２ｘ － ｌ）［Ｉｎｌ － Ｉｎ（ ｌ －

λ２ｘ）］ ＋ ２ｌ（λ２ － １）λ２ｘ ＋ λ２
２ｘ２｝ （２５）

ｗｈｅｒｅ ｔ５ ＝ １２Ｅ０Ｉ０λ３
２ ． Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ ｆｒｏｍ Ｅｑ．（２５） ｔｈａｔ

ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｉｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ
λ２， ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｉｎｇ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｏｆ
ｔｈｅ ｂｅａｍ． Ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｃａｎ ｂｅ
ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｂｙ ｒｅａｓｏｎａｂｌｙ ｃｈｏｏｓｉｎｇ ｔｈｅ
ｖａｌｕｅ ｏｆ λ２ ． Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ， ｆｏｒ Ｅｑ．（２５）， ｗｈｅｎ λ２ → ０，
ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ｏｆ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｉｓ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ ｍａｔｅｒｉａｌ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｅｑｕａｌ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ．
３．１．５　 Ｅｑｕａｌ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｃｈａｎｇｅ ｉｎ

ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ
Ｉｔ ｗａｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｔｈｅ

·６４·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２８， Ｎｏ．１， ２０２１

ｍａｔｅｒｉａｌ ｖａｒｉｅｓ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｌｙ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅａｍ， ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｒｅｍａｉｎｓ
ｕｎｃｈａｎｇｅｄ， ａｓ ｓｈｏｗｎ ｂｅｌｏｗ：

ｆ（ｘ） ＝ ｅｘｐ ａ２
ｘ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （２６ａ）

ｇ（ｘ） ＝ ｃｏｎｓｔ （２６ｂ）
ｗｈｅｒｅ ａ２ ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ． Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗｉｌｌ ｎｏｔ ｂｅ
ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｌｅｎｄｅｒ ｂｅａｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ ｏｆ
ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ａｎａｌｙｓｉｓ． Ｅｑ． （２６） ｗａｓ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅｄ ｉｎｔｏ
Ｅｑ． （ ４ ）， ａｎｄ ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ
ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ
ｌｏａｄ Ｐ ａｔ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｅｎｄ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ
ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｑ．（４）， ａｓ ｓｈｏｗｎ ｂｅｌｏｗ：

　 ｗｅ（ｘ） ＝ １２ｐｌ２

ｔ６
｛（ａ２ － １）ａ２ｘ ＋ ［（ａ２ － ２）ｌ － ａ２ｘ］ ×

ｅｘｐ －
ａ２

ｌ
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （２ － ａ２）ｌ｝ （２７）

ｗｈｅｒｅ ｔ６ ＝ １２Ｅ０Ｉ０ａ３
２ ． Ｆｏｒ Ｅｑ．（２７）， ｗｈｅｎ ａ２ →０， ｔｈｅ

ｌｉｍｉｔ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｉｓ ｔｈｅ ｓａｍｅ ａｓ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｗｉｔｈ
ｅｑｕａｌ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ３．１．１．
３． １． ６ 　 Ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ

ｍｏｄｕｌｕｓ ａｎｄ ｌｉｎｅａｒ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ
Ｉｔ ｗａｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｔｈｅ

ｍａｔｅｒｉａｌ ｖａｒｉｅｓ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｌｙ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ａｘｉｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅａｍ， ａｎｄ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ
ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍ ｖａｒｉｅｓ ｌｉｎｅａｒｌｙ， ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｆ（ｘ） ＝ ｅｘｐ ａ２
ｘ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （２８ａ）

ｇ（ｘ） ＝ １ － λ１
ｘ
ｌ

（２８ｂ）

　 　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｉｓ ｎｏｔ
ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｌｅｎｄｅｒ ｂｅａｍ （ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ ｏｆ
ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ａｎａｌｙｓｉｓ） ． Ｂｙ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑ． （２８） ｆｏｒ
Ｅｑ．（４）， ｔｈｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ
ｂｙ ｄｉｒｅｃｔ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｑ．（４） ．

Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｆｉｘｅｄ ａｔ ｔｈｅ
ｌｅｆｔ ｅｎｄ ａｎｄ ａｃｔｅｄ ｂｙ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ Ｐ ａｔ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ
ｅｎｄ ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｗｅ（ｘ） ＝ ｐｌ２

Ｅ０Ｉ０λ３
１ａ２

２

［ｗ１（ｘ） － ｗ２（ｘ） ＋ ｗ３］ （２９）

ｗｈｅｒｅ，

ｗ１（ｘ） ＝ ａ２λ２
１ｘ ＋ ａ２

２λ１（λ１ － １）ｅｘｐ －
ａ２

λ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｅ ｉ

ａ２

λ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ

ｗ２（ｘ） ＝ ［ａ２（λ１ － １） － λ１］λ１ ｌｅｘｐ －
ａ２ｘ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ａ２

２（λ１ －

１）ｅｘｐ －
ａ２

λ１

æ

è
ç

ö

ø
÷·Ｅ ｉ

ａ２

λ１

－
ａ２ｘ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （λ１ｘ － ｌ）

　 ｗ３（ｘ） ＝ λ１［ａ２（λ１ － １） － λ１］ ｌ － ａ２
２（λ１ －

１） ｌｅｘｐ －
ａ２

λ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｅｉ

ａ２

λ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｗｈｅｒｅ Ｅ ｉ（ ｚ） ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｉｎｔｅｇｒａｌ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ． Ｉｎ Ｅｑ．（２９）， ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｃａｎ
ｓｔｉｌｌ ｂｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ ａｓ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｗｉｔｈ ｅｑｕａｌ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ，
ｗｈｅｎ ａ２ → ０ ａｎｄ λ１ → ０． Ｆｏｒ ｏｔｈｅｒ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｂｅａｍｓ，
ｓｕｃｈ ａｓ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍｓ ａｎｄ ｓｔａｔｉｃａｌｌｙ
ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｐａｎｓ， ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ｂｅａｍ ｃａｎ ａｌｓｏ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｏｒ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ
ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ， ｉｆ ｔｈｅ ｍｏｍｅｎｔ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｉｓ
ｒｅｌａｔｉｖｅｌｙ ｓｉｍｐｌｅ．
３．２　 Ｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃ Ａｎａｌｙｓｉｓ

Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍ ｅｎｔｅｒｓ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ
ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ｄｅｐｔｈ ｏｆ
ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｌｅｎｇｔｈ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ
ｃａｎ ｂｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｅｑｓ．（１３） ａｎｄ （１６） ．
Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｒｅｇｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅａｍ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｅｑｓ．（４） ａｎｄ （１５） ．

Ｔｈｅｎ， ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｌｉｎｅａｒ
ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｗａｓ ｐｒｏｖｉｄｅｄ． Ｆｏｒ ｏｔｈｅｒ
ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｆｏｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ａｎｄ ｔｈｅ
ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ， ＤＱＭ ｗａｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｒｅａｌｉｚｅ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ
ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ．
３．２．１　 Ｐｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｅｑｕａｌ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ

ｌｉｎｅａｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ
Ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ａｎｄ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｔｈｅ

ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍ ｃｏｎｆｏｒｍｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｉｎ
Ｅｑ．（２４） ． Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｏｆ
ｔｈｅ ｂｅａｍ ｉｓ ｋｅｐｔ ｃｏｎｓｔａｎｔ， ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ａ
ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ Ｐ ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ
Ｅｑ．（１５）， ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｗｐ（ｘ） ＝ Ｄ１ ＋ Ｄ２ｘ －
Ｔ１（ｘ）
Ｔ２（ｘ）

（３０）

ｗｈｅｒｅ Ｄ１ ａｎｄ Ｄ２ ａｒｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ， ｗｈｉｃｈ ｃａｎ ｂｅ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ
ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｔ ｔｈｅ ｊｕｎｃｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ
ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ．

Ｔ１（ｘ） ＝ ４σｓ０ ｌ｛ － ｚ１ｚ２２（ｘ） ＋ ｐ（λ２ｘ － ｌ） ｚ２（ｘ） ×
ａｒｃｔａｎ［λ２ｚ２（ｘ） ／ ｚ１］｝ （３１ａ）

　 　 　 ｚ１ ＝ （λ２ － １）λ２ｐｌ － λ２
２Ｍｐ （３１ｂ）

　 　 　 　 Ｔ２（ｘ） ＝ ３ ／ Ｍｐ Ｅ０ｈ０ｐλ２ｚ１ｚ２（ｘ） （３１ｃ）
　 　 　 　 　 ｚ２（ｘ） ＝ （ｘ － ｌ）ｐ ＋ Ｍｐ （３１ｄ）
３．２．２　 Ｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ａｒｂｉｔｒａｒｙ

ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
Ｉｆ ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ａ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

·７４·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２８， Ｎｏ．１， ２０２１

ｂｅａｍ ｖａｒｉｅｓ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ａｎ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｌｏｎｇ
ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ， ｔｈｅ ｂａｓｉｃ Ｅｑｓ．（４） ａｎｄ （１５）
ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｃａｎ
ｎｏｔ ｂｅ ｓｏｌｖｅｄ ｂｙ ｄｉｒｅｃｔ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ． Ｔｈｕｓ， ｔｈｅ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗａｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ＤＱＭ，
ｗｈｉｃｈ ｉｓ ａｎ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ ｏｕｔｓｔａｎｄｉｎｇ ａｄｖａｎｔａｇｅｓ ｏｆ
ＤＱＭ ａｒｅ ｓｉｍｐｌｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ， ｓｔｒｏｎｇ
ｏｐｅｒａｂｉｌｉｔｙ， ｆａｓｔ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ， ａｎｄ ｈｉｇｈ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ
ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ． Ｉｎ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ， ＤＱＭ ｓｔａｒｔｓ ｄｉｒｅｃｔｌｙ ｆｒｏｍ
ｔｈｅ ｇｏｖｅｒｎｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ，
ａｎｄ ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｄｅｐｅｎｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｒ ｔｈｅ
ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｉｎ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｎｅｅｄ ｎｏｔ ｂｅ ｄｅａｌｔ ｗｉｔｈ ｓｅｐａｒａｔｅｌｙ， ｗｈｏｓｅ
ｂａｓｉｃ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｉｓ ｔｏ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｔｈｅ ｐａｒｔｉａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ
ｏｒ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｏｆ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｔ ａ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｐｏｉｎｔ ｂｙ ｕｓｉｎｇ
ｔｈｅ ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｓｕｍ ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ａｌｌ ｄｉｓｃｒｅｔｅ
ｐｏｉｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｄｏｍａｉｎ． Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ φ（ξ） ｉｓ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｙ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｂｌｅ ｉｎ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ ［ ０， １ ］， ｔｈｅ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｐａｒｔｉａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ
ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ φ（ξ） ａｔ ｔｈｅ ｉ⁃ｔｈ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｐｏｉｎｔ ｕｓｉｎｇ
ＤＱＭ［１６－１９］ ｃａｎ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ

∂ｒφ（ξ）
∂ξｒ ξｉ

＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ａ（ ｒ）

ｉｊ φ（ξ ｊ），ｉ ＝ １，２，．．．，Ｎ

ｗｈｅｒｅ Ｎ ｉｓ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｇｒｉｄ ｄｏｔｓ， ξｉ ｉｓ ｔｈｅ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｇｒｉｄ ｄｏｔ， ａｎｄ φ（ξ ｊ） ｉｓ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｖａｌｕｅ ａｔ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｐｏｉｎｔ ξ ｊ ． Ａ（ ｒ）

ｉｊ ｉｓ ｔｈｅ ｗｅｉｇｈｔ
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｔｈｅ ｒ⁃ｔｈ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ａｎｄ ｉｓ
ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

Ａ（ ｒ）
ｉｊ ＝ － ∑

Ｎ

ｖ ＝ １，ｖ≠ｉ
Ａ（ ｒ）

ｉｖ ，ｉ ＝ １，２，．．．，Ｎ，１ ≤ ｒ ≤ Ｎ － １

Ａ（１）
ｉｊ ＝

∏
Ｎ

ｖ ＝ １，ｖ≠ｉ
（ξｉ － ξｖ）

（ξｉ － ξ ｊ） ∏
Ｎ

ｖ ＝ １，ｖ≠ｊ
（ξ ｊ － ξｖ）

Ａ（ ｒ）
ｉｊ ＝ ｒ Ａ（ ｒ－１）

ｉｉ Ａ（１）
ｉｊ －

Ａ（ ｒ－１）
ｉｊ

ξｉ － ξ ｊ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｗｈｅｒｅ ｉ， ｊ ＝ １，２，．．．，Ｎ，ｊ ≠ ｉ；２ ≤ ｒ ≤ Ｎ － １．
Ｔｈｅ ｃｏｍｍｏｎｌｙ ｕｓｅｄ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ

ｅｑｕｉｄｉｓｔａｎｔ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｕｎｅｑｕａｌ ｓｐａｃｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ ａｒｅ ａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ：

ξｉ ＝
ｉ － １
Ｎ － １

ξｉ ＝
１
２

１ － ｃｏｓ π（ ｉ － １）
Ｎ － １

é

ë
êê

ù

û
úú ，ｉ ＝ １，２，．．．，Ｎ

　 　 Ｗｈｅｎ ｕｓｉｎｇ ＤＱＭ ｔｏ ｒｅａｌｉｚｅ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍｓ， ｉｔ ｉｓ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ｔｏ

ｆｉｒｓｔ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｐｈｙｓｉｃａｌ
ｑｕａｎｔｉｔｙ．

ξ ＝ ｘ
ｌ
，Ｗｅ ＝

Ｗｅ

ｌ
，Ｗｐ ＝

Ｗｐ

ｌ

Ｈ ＝ ｈ
ｌ
，Ｂ ＝ ｂ

ｌ
，Ｅ

＿
＝ Ｅ
Ｅ０

，σｓ

＿
＝
σｓ

Ｅ０

Ｍ
＿
＝ Ｍ
Ｅ０ ｌ３

，Ｍ
＿

ｐ ＝
ＭＰ

Ｅ０ ｌ３

　 　 Ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｗａｓ
ｐｅｒｆｏｒｍｅｄ ｏｎ Ｅｑｓ．（３） ａｎｄ （１４）， ａｎｄ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ．

Ｅｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ：

∑
Ｎ１

ｊ ＝ １
Ａ（２）

ｉｊ Ｗｅｊ ＝ －
１２Ｍ

－
（ξｉ）

Ｅ
－
（ξｉ）ＢＨ３（ξｉ）

　 　 Ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ：

∑
Ｎ２

ｊ ＝ １
Ａ（２）

ｉｊ Ｗｐｊ ＝ －
２ ３ σｓ

＿
（ξｉ）

３Ｅ
－
（ξｉ）Ｈ（ξｉ）

１ －
Ｍ
－
（ξｉ）

Ｍ
＿

ｐ（ξｉ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

－ １
２

ｗｈｅｒｅ Ａ（２）
ｉｊ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｗｅｉｇｈｔ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ

ｓｅｃｏｎｄ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ， ａｎｄ Ｎ１ ａｎｄ Ｎ２ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｄｏｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｒｅｇｉｏｎｓ
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅ
ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ
ｚｏｎｅ ａｒｅ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄ ｕｓｉｎｇ ＤＱＭ， ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ
ｅａｃｈ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｐｏｉｎｔｓ ｏｎ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍ ｃａｎ
ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ．

４　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ

Ｅｘａｍｐｌｅ １： Ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ａ ｆｉｘｅｄ ｌｅｆｔ
ｅｎｄ ａｎｄ ａ ｆｒｅｅ ｒｉｇｈｔ ｅｎｄ ｗａｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ， ｗｈｏｓｅ
ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ｖａｒｉｅｓ ｌｉｎｅａｒｌｙ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅａｍ， ａｎｄ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｖａｒｉｅｓ
ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ａｎ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ａｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ
Ｅｑ．（２８） ． Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ａｎｄ
ｔｈｅ ｌｏａｄ ａｃｔｉｎｇ ｏｎ ｔｈｅ ｂｅａｍ ａｒｅ ｌ ＝ １０００ ｍｍ， ｂ ＝
１００ ｍｍ， ａｎｄ Ｐ ＝ １００ ｋＮ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ
ｈｅｉｇｈｔ， ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ， ａｎｄ ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ
ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｅｎｄ ａｒｅ ｈ ＝ ２００ ｍｍ， Ｅ ＝ ２．０６×１０５ ＭＰａ，
ａｎｄ σｓ０ ＝ ２３５ ＭＰａ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． λ１ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ
ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅａｍ， ａｎｄ ａ２ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ
ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ． Ｗｈｅｎ λ１

ａｎｄ ａ２ ｔａｋｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ， ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ｂｅａｍ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ．２．
　 　 Ｉｎ Ｆｉｇ．２， “０，０” ａｎｄ “０．２，－０．２” ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ
ａｃｃｕｒａｃｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗｈｅｎ λ１ ａｎｄ ａ２ ａｒｅ ｔａｋｅｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅｓｅ

·８４·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２８， Ｎｏ．１， ２０２１

ｖａｌｕｅｓ． “ＤＱＭ” ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｒｅｓｕｌｔ ｕｓｉｎｇ
ＤＱＭ ｗｉｔｈ λ１ ＝ ０．２ ａｎｄ ａ２ ＝ － ０．２， ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｅｌｅｖｅｎ
ｅｑｕｉｄｉｓｔａｎｔ ｇｒｉｄ ｐｏｉｎｔｓ ｗｅｒｅ ｕｓｅｄ． Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ ｆｒｏｍ
Ｆｉｇ．２ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｗｏｕｌｄ
ｂｅ ｇｒａｄｕａｌｌｙ ｄｅｃｒｅａｓｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ
ｈｅｉｇｈｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｆｒｏｍ ｔｈｅ
ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｅｎｄ ｔｏ ｔｈｅ ｆｉｘｅｄ ｅｎｄ． Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ｏｎ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅａｍ ｗａｓ ｇｒｅａｔｅｒ ｔｈａｎ ｔｈａｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ
ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ．
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Ｆｉｇ． ２ 　 Ｅｌａｓｔｉｃ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

　 　 Ｂｙ ｒｅａｓｏｎａｂｌｙ ａｄｊｕｓｔｉｎｇ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅｎｄｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ａｘｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ， ｔｈｅ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｃａｎ ｂｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ．
Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｒｅｓｕｌｔ ｕｓｉｎｇ ＤＱＭ ｗａｓ ｃｌｏｓｅ ｔｏ ｔｈｅ
ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ｗｈｉｃｈ ｖｅｒｉｆｉｅｓ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｉｓ
ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ｂｅａｍｓ．

Ｅｘａｍｐｌｅ ２： Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ａ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ， ｉｔｓ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｖａｒｉｅｓ ｌｉｎｅａｒｌｙ
ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ａｘｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ， ａｎｄ ｉｔｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ａｎｄ
ｔｈｅ ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｗｅｒｅ ｋｅｐｔ ｃｏｎｓｔａｎｔ， ｎａｍｅｌｙ， ｆ（ｘ） ＝
１ － λ２（ｘ ／ ｌ）， ｇ（ｘ） ＝ １， ａｎｄ ｓ（ｘ） ＝ １． Ｏｔｈｅｒ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ
ａｎｄ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｒｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ ａｓ ｔｈｏｓｅ ｉｎ
Ｅｘａｍｐｌｅ １， ａｎｄ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｗａｓ ｃａｒｒｉｅｄ
ｏｕｔ．

Ｆｉｒｓｔ， ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｌｉｍｉｔ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ
ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ Ｍｅ ＝
１５６．６７ ｋＮ·ｍ． Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ
ａｃｔｉｎｇ ｏｎ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｉｓ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ
ｌｉｍｉｔ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ， ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ａｎｄ
ａｘｉｓ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ
ｔｏ Ｅｑｓ．（１３） ａｎｄ （１６）， ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ．３．
　 　 Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ ｆｒｏｍ Ｆｉｇ． ３ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ
ｗｏｕｌｄ ｂｅ ｅｘｐａｎｄｅｄ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ａｎｄ ａｘｉｓ
ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｌｏａｄ． Ｈｏｗｅｖｅｒ，
ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍ ｗａｓ ｏｎｌｙ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ

ｌｏａｄｓ， ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ， ａｎｄ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ， ｂｕｔ ｎｏｔ ｔｈｅ
ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ λ２ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ
ｍａｔｅｒｉａｌｓ．
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Ｆｉｇ．３　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

　 　 Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｉｎｔｏ ｔｈｅ
ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｓｔａｇｅ ｃａｎ ｂｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ
Ｅｑｓ．（２５） ａｎｄ （ ３０） ． Ｗｈｅｎ λ２ ＝ ０．２ ａｎｄ ０．５， ｔｈｅ
ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｌｏａｄ ａｔ
ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｅｎｄ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ．４．

1.5
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0 1 2 3 4 5 6
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p e

λ2=0.2 λ2=0.5

Ｆｉｇ．４　 Ｌｏａｄ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｅｎｄ ｏｆ
ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

　 　 ｐｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｌｉｍｉｔ ｌｏａｄ． Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ
ｆｒｏｍ Ｆｉｇ． ４ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｅｎｄ
ａｃｔｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｌｏａｄ ｗａｓ ｇｒｅａｔｌｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗｈｅｎ λ２

ｔａｋｅｓ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｕｎｉｆｏｒｍｉｔｙ
ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｃａｎ ｂｅ ｕｓｅｄ ｔｏ ｉｍｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｂｅａｍｓ ｂｙ ｒｅａｓｏｎａｂｌｙ ｃｈｏｏｓｉｎｇ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ
ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｃｈａｎｇｉｎｇ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅａｍ． Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ λ２ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ
ｍｏｄｕｌｕｓ ｉｓ ０．２ ａｎｄ ｔｈｅ ｌｏａｄ ａｃｔｉｎｇ ｏｎ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ
ｅｎｄ ｉｓ １．４ｐｅ， ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｗａｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ
ｂｙ ＤＱＭ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ， ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ．５．
　 　 Ｉｎ Ｆｉｇ．５， “７＋７” ａｎｄ “９＋９” ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ ｓｉｚｅ ｏｆ
ｔｈｅ ｇｒｉｄ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｉｎ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ
ｐｌａｓｔｉｃ ｒｅｇｉｏｎｓ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ， ｎａｍｅｌｙ Ｎ１ ａｎｄ Ｎ２ ．
“Ｅｘａｃｔ” ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ Ｅｑｓ．
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（２５） ａｎｄ （３０） ． Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｆｏｕｎｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ
ｒｅｓｕｌｔｓ ｕｓｉｎｇ ＤＱＭ ｗｅｒｅ ｉｎ ｇｏｏｄ ａｇｒｅｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｔｈｅ
ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ， ｗｈｉｃｈ ｆｕｌｌｙ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｓ ｔｈｅ
ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ ｏｆ ＤＱＭ． Ｍｅａｎｗｈｉｌｅ， ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ
ｂｙ ｕｓｉｎｇ １４ ｎｏｄｅｓ ａｎｄ １８ ｎｏｄｅｓ ｗｅｒｅ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ，
ｒｅｆｌｅｃｔｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ＤＱＭ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ＤＱＭ
ｃａｎ ｂｅ ｕｓｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｓｅｓ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ａｎｄ ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｈａｖｅ ｓｐｅｃｉａｌ
ｃｈａｎｇｅｓ， ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ ｆｏｒ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ
ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ．
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Ｆｉｇ．５ 　 Ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ
ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｅｘｅｒｔｅｄ
ｌｏａｄ Ｐ ｉｓ １．４ｐｅ

　 　 Ｉｆ ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｖａｒｉｅｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ａｘｉｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅａｍ， ｓｕｃｈ ａｓ ｓ（ｘ） ＝ １ － ０．２（ｘ ／ ｌ）， ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｌｉｍｉｔ
ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｉｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ａｘｉａｌ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｅｑ． （１０） ． Ｔｈｅ
ｍａｘｉｍｕｍ ｖａｌｕｅ ｏｃｃｕｒｒｅｄ ａｔ ｔｈｅ ｆｉｘｅｄ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅａｍ， ｎａｍｅｌｙ， Ｍｅｍａｘ ＝ １９５．８３ ｋＮ·ｍ． Ｆｕｒｔｈｅｒ， ｔｈｅ
ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ｄｅｐｔｈ ｏｆ ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅａｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ
ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｅｑｓ．（１３） ａｎｄ （１６）， ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ
ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ．６．
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Ｆｉｇ． ６ 　 Ｐｌａｓｔｉｃ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｏｆ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｖａｒｉｅｄ
ｂｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒｍｓ

　 　 Ｉｎ Ｆｉｇ． ６， ″１．３Ｍｅ（ｏｒ １．５Ｍｅ） ″ ａｎｄ ″１．３Ｍｅ －
ｓ（ｘ）（ｏｒ １．５Ｍｅ － ｓ（ｘ）） ″ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ

ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ａｃｔｅｄ ｕｎｄｅｒ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃ ｌｉｍｉｔ ｍｏｍｅｎｔｓ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ
ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｉｓ ｃｏｎｓｔａｎｔ ａｎｄ ｌｉｎｅａｒ． Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ ｆｒｏｍ
Ｆｉｇ．６ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ
ａｘｉａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｈａｄ ａ ｇｒｅａｔ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｎ
ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ． Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｓａｍｅ
ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｌｉｍｉｔ ｍｏｍｅｎｔ， ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ
ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ａｘｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｙｉｅｌｄ
ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｃｈａｎｇｅｄ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｗａｓ ｌａｒｇｅｒ ｔｈａｎ
ｔｈａｔ ｏｆ ｔｈｅ ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｗｈｉｃｈ ｗａｓ ｋｅｐｔ ｃｏｎｓｔａｎｔ．

Ｅｘａｍｐｌｅ ３： Ｔｏ ｆｕｒｔｈｅｒ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ａｎｄ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ＤＱＭ ｉｎ ａｎａｌｙｚｉｎｇ ｔｈｅ
ｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ａ ｂｅａｍ， ＤＱＭ ａｎｄ ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ （ ＦＥＭ） ｗｅｒｅ ｕｓｅｄ ｔｏ ａｎａｌｙｚｅ ｔｈｅ
ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ
ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ ａｔ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ． Ｉｔ ｗａｓ
ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ
ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍ ｖａｒｉｅｄ ｉｎ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｆｏｒｍ， ａｎｄ ｔｈｅ
ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｗａｓ ｋｅｐｔ ｕｎｃｈａｎｇｅｄ，
ｉ．ｅ．， ｆ（ｘ） ＝ １ ａｎｄ ｇ（ｘ） ＝ １ － β１ （ｘ ／ ｌ） － ０．５( ) ２ ． Ｔｈｅ
ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｌｏａｄ
ａｃｔｉｎｇ ｏｎ ｔｈｅ ｂｅａｍ ａｒｅ ｌ ＝ ８９００ ｍｍ， ｂ ＝ １００ ｍｍ，
ａｎｄ Ｐ ＝ １８ ｋＮ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ，
ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ， ａｎｄ ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ
ｂｅａｍ ａｒｅ ｈ ＝ ２００ ｍｍ， Ｅ ＝ ２．０６×１０５ ＭＰａ， ａｎｄ σｓ０ ＝
２３５ ＭＰａ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｆｏｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｕｓｉｎｇ ＤＱＭ， １１
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｇｒｉｄ ｐｏｉｎｔｓ ｗｅｒｅ ｓｅｌｅｃｔｅｄ ａｌｏｎｇ
ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｔｏ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ． Ｆｏｒ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｕｓｉｎｇ ＦＥＭ， １０ Ｇａｕｓｓｉａｎ ｐｏｉｎｔｓ ｗｅｒｅ ｓｅｌｅｃｔｅｄ
ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｔｏ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ．
Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｗｅｒｅ
ｃｏｍｐａｒｅｄ， ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ．７， ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｌｏａｄｉｎｇ ａｎｄ
ｕｎｌｏａｄｉｎｇ ｃｕｒｖｅｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ
ＤＱＭ， ａｎｄ ＦＥＭ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ
ｕｓｉｎｇ ＦＥＭ． λ ＝ Ｐｒｅａｌ ／ Ｐ ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｌｏａｄ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ．
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Ｆｉｇ． ７ 　 Ｌｏａｄ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ
ｂｅａｍ

　 　 Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ ｆｒｏｍ Ｆｉｇ．７ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｌｏａｄ⁃
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｔｗｏ
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ｍｅｔｈｏｄｓ ｗｅｒｅ ｖｅｒｙ ｃｌｏｓｅ， ｉｎｄｉｃａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ ｏｆ
ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃ ｂｅｎｄｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ
ｔｈｅ ｂｅａｍ ｕｓｉｎｇ ＤＱＭ． Ｆｉｇ．８ ｓｈｏｗｓ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｌｉｎｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｒｅｇｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ
ｐｌａｓｔｉｃ ｒｅｇｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｗｈｅｎ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｌｏａｄｓ． Ｔｈｅ ｌｅｇｅｎｄ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｌｏａｄ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ． Ｉｎ
ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ， ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｉｓ ｖｅｒｙ ｔｉｍｅ⁃
ｃｏｎｓｕｍｉｎｇ ｂｅｃａｕｓｅ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ １００ Ｇａｕｓｓｉａｎ ｐｏｉｎｔｓ ｏｎ
ｔｈｅ ｂｅａｍ． Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｉｓ ｌｉｍｉｔｅｄ
ｂｙ ｔｈｅ ｌｏａｄ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ． Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｌｏａｄ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ
ｂｅｃｏｍｅｓ ａ ｌｉｔｔｌｅ ｌａｒｇｅ， ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｗｉｌｌ ｎｏｔ
ｂｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｄ． Ｈｏｗｅｖｅｒ， ｔｈｅ ＤＱＭ ｕｓｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ｄｉｒｅｃｔｌｙ ｓｏｌｖｅｄ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｅａｃｈ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｐｏｉｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｂｅａｍ， ａｎｄ
ｉｔ ｏｎｌｙ ｒｅｑｕｉｒｅｓ ａ ｆｅｗ ｇｒｉｄ ｐｏｉｎｔｓ ｔｏ ｑｕｉｃｋｌｙ ａｃｈｉｅｖｅ ａ
ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ａｃｃｕｒａｔｅ ｒｅｓｕｌｔ．
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Ｆｉｇ．８　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｒｅｇｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ
ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

　 　 Ｈｅｎｃｅ， ｔｈｅ ｕｔｉｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ＤＱＭ ｉｓ ｎｏｔ ｌｉｍｉｔｅｄ ｂｙ
ｔｈｅ ｌｏａｄ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ ａｎｄ ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｎｅｅｄ ｔｏ ｂｅ ｓｏｌｖｅｄ
ｉｔｅｒａｔｉｖｅｌｙ， ｓｏ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ
ａｒｅ ｍｕｃｈ ｂｅｔｔｅｒ ｔｈａｎ ｔｈｏｓｅ ｏｆ ＦＥＭ． ＤＱＭ ｉｓ
ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙ ｓｕｉｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃａｎｎｏｔ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｄｉｒｅｃｔ
ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ． Ｉｆ ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ （ ｓｕｃｈ ａｓ ｃｒｏｓｓ⁃
ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ｈ（ｘ） ｏｒ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ（ｘ）） ｏｆ ａ
ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｖａｒｉｅｓ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｓｏｍｅ
ｓｐｅｃｉａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ （ ｓｕｃｈ ａｓ ｌｉｎｅａｒ， ｐａｒａｂｏｌｉｃ， ａｎｄ
ｓｉｍｐｌｅ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ） ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅａｍ， ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｃａｎ ｂｅ ｓｏｌｖｅｄ ｂｙ ｄｉｒｅｃｔ
ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｉｔｓ ａｃｃｕｒａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ．

５　 Ｄｉｓｃｕｓｓ

Ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ

ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ａｎ ｉｄｅａｌ ｅｌａｓｔｉｃ⁃
ｐｌａｓｔｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ ｍｏｄｅｌ ｃａｎ ｂｅ ｆｕｒｔｈｅｒ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｔｏ ｏｔｈｅｒ
ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ ｍｏｄｅｌｓ， ｓｕｃｈ ａｓ ｌｉｎｅａｒ
ｈａｒｄｅｎｉｎｇ ｍａｔｅｒｉａｌｓ． Ｆｏｒ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍ
ｃｏｍｐｏｓｅｄ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｈａｒｄｅｎｉｎｇ ｍａｔｅｒｉａｌｓ， ｔｈｅ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
ｃｕｒｖｅ ｉｎ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｒｅｇｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ
ｗｉｔｈ ｔｈｏｓｅ ｉｎ Ｅｑｓ． （３） ａｎｄ （１１） ． Ｔｈｅ ｙｓ（ｘ） ｏｆ ｔｈｅ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅｓ ｏｎ
ａ ｇｉｖｅｎ ｓｅｃｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ Ｅｑ．（１２） ． Ｆｏｒ Ｅｑ．
（１２）， ｓ１（ｘ） ｒｅｌａｔｅｓ ｔｏ ｔｈｅ ｈａｒｄｅｎｉｎｇ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ
ｍａｔｅｒｉａｌ． Ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｂｅｎｄｉｎｇ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ａｘｉａｌｌｙ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍｓ ｃｏｍｐｏｓｅｄ
ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｈａｒｄｅｎｉｎｇ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｃａｎ ｂｅ ｆｕｒｔｈｅｒ ｓｔｕｄｉｅｄ ｂｙ
ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｍｅｔｈｏｄ ａｓ ｍｅｎｔｉｏｎｅｄ ａｂｏｖｅ．

６　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

Ｉｔ ｗａｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｏｆ
ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｓｅｃｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｍａｔｅｒｉａｌ， ａｎｄ ｔｈｅ ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ａｒｅ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
ａｂｏｕｔ ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ． Ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ
ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｂｅｎｄｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｗｅｒｅ ｓｔｕｄｉｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｂａｓｉｓ ｏｆ ｐｌａｎｅ
ｂｅｎｄｉｎｇ． Ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ⁃
ｐｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ
ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｔｈａｔ ｖａｒｉｅｄ
ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｓｐｅｃｉａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｇｉｖｅｎ． ＤＱＭ ｗａｓ
ｕｓｅｄ ｔｏ ａｎａｌｙｚｅ ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ
ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍｓ ｖａｒｉｅｄ ａｒｂｉｔｒａｒｉｌｙ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ａｘｉｓ
ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ． Ｔｈｅ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｓｈｏｗｅｄ ｔｈａｔ ｂｙ
ｒｅａｓｏｎａｂｌｙ ａｄｊｕｓｔｉｎｇ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ
ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅａｍ， ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｍａｔｅｒｉａｌ ｎｏｎ⁃
ｕｎｉｆｏｒｍｉｔｙ ｃｏｕｌｄ ｂｅ ｆｕｌｌｙ ｕｔｉｌｉｚｅｄ ｔｏ ｒｅｄｕｃｅ ｔｈｅ
ｍａｘｉｍｕｍ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ． Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｔｈｅ
ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｂｅａｍ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ ｈａｄ ａ ｇｒｅａｔｅｒ ｅｆｆｅｃｔ ｏｎ
ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｔｈａｎ ｔｈａｔ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ． Ｔｈｅ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ
ｌｅｎｇｔｈ ａｎｄ ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍｓ ｗａｓ
ｏｎｌｙ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｌｏａｄ， ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ， ａｎｄ
ｂｅａｍ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ， ｂｕｔ ｎｏｔ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ
ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｍａｔｅｒｉａｌｓ． Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ
ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ＤＱＭ ａｎｄ ｔｈｅ ＦＥＭ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｈａｓ ｓｈｏｗｎ ｔｈａｔ
ｔｈｅ ＤＱＭ ｉｓ ｃｏｒｒｅｃｔ ａｎｄ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｉｎ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ⁃
ｐｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍｓ． Ｔｈｅ
ｒｅｓｅａｒｃｈ ｒｅｓｕｌｔｓ ｐｒｏｖｉｄｅ ｃｅｒｔａｉｎ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ａｎｄ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ
ａｘｉａｌｌｙ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅａｍｓ ｉｎ ｐｒａｃｔｉｃａｌ

·１５·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２８， Ｎｏ．１， ２０２１

ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

［１］ Ｈｕ Ｑｉｐｉｎｇ， Ｌｉ Ｚｈｅｎｎｉｎｇ． Ｂｒｏｋｅｎ ｌｉｎｅ ｃｏｎｖｅｒｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ
ｆｏｒ ｂｅｎｄｉｎｇ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ
ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０００， １７ （ ５ ）：
１１３－１１４． ＤＯＩ： １０．３９６９ ／ ｊ．ｉｓｓｎ．１０００－４７５０．２０００．０５．０１８．

［２］ Ｗａｎｇ Ｊ， Ｃｈｅｎ Ｊ Ｋ， Ｌｉａｏ Ｓ． Ａｎ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｌａｒｇｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ｐｏｉｎｔ ｌｏａｄ ａｔ
ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｔｉｐ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２００８， ２１２（２）： ３２０－３３０． ＤＯＩ： １０．１０１６ ／ ｊ．
ｃａｍ．２００６．１２．００９．

［３］ Ｌｉ Ｘ Ｊ， Ｚｈｕ Ｐ Ｙ， Ｌｉｕ Ｙ Ｌ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｉｚｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｓｔａｔｉｃａｌｌｙ ｉｎｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｙｉｎｇ ｆｌｅｘｕｒａｌ
ｒｉｇｉｄｉｔｙ ｕｎｄｅｒ ｃｏｍｐｌｅｘ ｌｏａｄ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，
２００３， ２０ （ ４）： １１６ － １２１． ＤＯＩ： １０． ３９６９ ／ ｊ． ｉｓｓｎ． １０００ －
４７５０．２００３．０４．０２０． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［４］ Ｚｈｏｎｇ Ｚ， Ｙｕ Ｔ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｂｅｎｄｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ⁃ｂｅａｍ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｏｎｇｊｉ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ （Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ）， ２００６， ３４（４）： ４４３－ ４４７．
ＤＯＩ： １０． ３３２１ ／ ｊ． ｉｓｓｎ： ０２５３ － ３７４Ｘ． ２００６． ０４． ００４． （ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［ ５ ］ Ｌü Ｃ Ｆ， Ｃｈｅｎ Ｗ Ｑ， Ｚｈｏｎｇ Ｚ． Ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｔｈｉｃｋ
ｂｅａｍｓ． Ｓｃｉｅｎｃｅ ｉｎ Ｃｈｉｎａ Ｓｅｒｉｅｓ Ｇ： Ｐｈｙｓｉｃｓ， Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
ａｎｄ Ａｓｔｒｏｎｏｍｙ， ２００６， ４９（４）： ４５１－４６０． ＤＯＩ： １０．１００７ ／
ｓ１１４３３－００６－０４５１－２．

［６］ Ｙａｎｇ Ｑ，Ｚｈｅｎｇ Ｂ Ｌ， Ｚｈａｎｇ Ｋ， ｅｔ ａｌ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｏｆ ａ ｂｉｌａｙｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ
ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄｓ． Ａｒｃｈｉｖｅ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１３，
８３（３）： ４５５－４６６． ＤＯＩ： １０．１００７ ／ ｓ００４１９－０１２－０６９３－６．

［７］ Ｌü Ｃ Ｆ， Ｃｈｅｎ Ｗ Ｑ， Ｘｕ Ｒ Ｑ， ｅｔ ａｌ． Ｓｅｍｉ － ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｂｉ－ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ
ｂｅａｍｓ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，
２００８， ４５（１）： ２５８－ ２７５． ＤＯＩ： １０．１０１６ ／ ｊ． ｉｊｓｏｌｓｔｒ．２００７．
０７．０１８．

［８］ Ｂｅｎａｔｔａ Ｍ Ａ， Ｔｏｕｎｓｉ Ａ， Ｍｅｃｈａｂ Ｉ， ｅｔ ａｌ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｓｈｏｒｔ ｈｙｂｒｉｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｆｉｂｅｒｓ ｓｐａｃｉｎｇ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２００９， ２１２（２）： ３３７－３４８． ＤＯＩ： １０．１０１６ ／ ｊ．
ａｍｃ．２００９．０２．０３０．

［９］ Ｚｈａｎｇ Ｊｉｎｇ⁃ｈｕａ， Ｇｏｎｇ Ｙ， Ｌｉ Ｓ Ｒ． Ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ
ｇｒａｄｅｄ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｂｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｍｅｔｈｏｄ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇａｎｓｕ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１０，２２

（１）：１４－１７． ＤＯＩ：１０．１６４６８ ／ ｊ． ｃｎｋｉ． ｉｓｓｎ１００４－０３６６．２０１０．
０１．０２９．

［１０］ Ｆｅｒｔｉｓ Ｄ Ｇ， Ｔａｎｅｊａ Ｒ． Ｉｎｅｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｖａｒｉａｂｌｅ
ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｍｅｍｂｅｒｓ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ
Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， １９９０， １４： ９４２ － ９４６． ＤＯＩ： １０． １０１６ ／ ０８９５ －
７１７７（９０）９０３１８－Ｈ．

［１１］Ｇｕｎｅｓ Ｒ， Ａｙｄｉｎ Ｍ， Ａｐａｌａｋ Ｍ Ｋ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅ ｅｌａｓｔｏ⁃
ｐｌａｓｔｉｃ ｉｍｐａｃｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｃｉｒｃｕｌａｒ
ｐｌａｔｅｓ ｕｎｄｅｒ ｌｏｗ⁃ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１１，
９３（２）： ８６０－ ８６９． ＤＯＩ： １０．１０１６ ／ ｊ． ｃｏｍｐｓｔｒｕｃｔ．２０１０．０７．
００８．

［１２］ Ｊａｎｇ Ｓ Ｋ， Ｂｅｒｔ Ｃ Ｗ， Ｓｔｒｉｚ Ａ Ｇ． Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｔｏ ｓｔａｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ
ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ
ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１０， ２８（３）： ５６１－５７７． ＤＯＩ： １０．１００２ ／
ｎｍｅ．１６２０２８０３０６．

［１３］ Ｓｈｕ Ｃ， Ｄｉｎｇ Ｈ， Ｙｅｏ Ｋ Ｓ． Ｌｏｃａｌ ｒａｄｉａｌ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ⁃
ｂａｓｅｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ
ｓｏｌｖｅ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２００３， １９２ （ ７ － ８）： ９４１ － ９５４． ＤＯＩ： １０．
１０１６ ／ Ｓ００４５－７８２５（０２）００６１８－７．

［１４］Ｓａｄｅｇｈｉａｎ Ｈ， Ｒｅｚａｚａｄｅｈ Ｇ， Ｏｓｔｅｒｂｅｒｇ Ｐ Ｍ． Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ
ｏｆ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｔｈｅ
ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｐｕｌｌ⁃ｉｎ ｐｈｅｎｏｍｅｎａ ｏｆ ＭＥＭＳ ｓｗｉｔｃｈｅｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｍｉｃｒｏｅｌｅｃｔｒｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２００７， １６（６）： １３３４ －
１３４０． ＤＯＩ： １０．１１０９ ／ ＪＭＥＭＳ．２００７．９０９２３７．

［１５］Ｂｏｒｅｓｉ Ａ Ｐ， Ｓｃｈｍｉｄｔ Ｒ Ｊ， Ｓｉｄｅｂｏｔｔｏｍ Ｏ Ｍ． Ａｄｖａｎｃｅｄ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｏｆ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｗｉｌｅｙ， １９８５．

［１６］Ｋｉｍｉａｅｉｆａｒ Ａ， Ｔｈｏｍｓｅｎ Ｏ Ｔ． Ｓｅｒｉｅｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｌａｒｇｅ
ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｆｌｅｘｕｒａｌ
ｒｉｇｉｄｉｔｙ． Ｍｅｃｃａｎｉｃａ， ２０１２， ４７（７）： １７８７－１７９６．

［１７］Ｋａｒａｍｉ Ｇ， Ｍａｌｅｋｚａｄｅｈ Ｐ． Ａ ｎｅｗ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ
ｍｅｔｈｏｄｏｌｏｇｙ ｆｏｒ ｂｅａｍ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｔｈｅ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ
Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２００２，
１９１（３２）： ３５０９－３５２６． ＤＯＩ： １０．１０１６ ／ Ｓ００４５－７８２５（０２）
００２８９－Ｘ．

［１８］Ｙｕ Ｔ Ｘ， Ｚｈａｎｇ Ｌ Ｃ． Ｔｈｅ Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｐｌａｓｔｉｃ Ｂｅｎｄｉｎｇ ａｎｄ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， １９９２． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１９］Ｘｕ Ｙ Ｐ， Ｙｕ Ｔ Ｔ， Ｚｈｏｕ Ｄ． Ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ． Ｍｅｃｃａｎｉｃａ， ２０１４， ４９ （ １０）： ２４７９ －
２４８９． ＤＯＩ： １０．１００７ ／ ｓ１１０１２－０１４－ ９９５８－１．
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