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Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｆｒｅｅ⁃ｆｌｏａｔｉｎｇ ｓｐａｃｅ ｒｏｂｏｔ （ＦＦＳＲ） ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｗｉｌｌ ｃａｕｓｅ ａ
ｌａｒｇｅ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｔｏ ｔｈｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｏｆ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ， ａ ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｈｐ⁃ａｄａｐｔｉｖｅ Ｇａｕｓｓ
ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ （ｈｐ⁃ＡＧＰＭ） ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ， ｔｈｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｔｏｒｑｕｅ
ａｃｔｉｎｇ ｏｎ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｉｓ ｔａｋｅｎ ａｓ ｔｈｅ ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ａｎｄ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ
ｉｎ ｅａｃｈ ｓｅｇｍｅｎｔ ａｒｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ａｄａｐｔｉｖｅｌｙ ｔｏ ｉｍｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ． Ａｔ ｔｈｅ
ｓａｍｅ ｔｉｍｅ， ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｓｉｇｎｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｉｎｎｏｖａｔｉｖｅｌｙ ｐｒｏｖｅｄ ｔｏ ｅｎｓｕｒｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ （ＮＬＰ） ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｓ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ
ｏｐｔｉｍａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ． Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ａ ｐｌａｎａｒ ｔｗｏ ｄｅｇｒｅｅ⁃ｏｆ⁃ｆｒｅｅｄｏｍ （２⁃ＤＯＦ） ｓｐａｃｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｓｈｏｗ
ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｍｏｒｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｔｈａｎ ｔｈｅ ｒｅｓｏｌｖｅｄ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ （ＲＡＣ）
ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｖａｒｉａｂｌｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ （ＣＶＰ） ｍｅｔｈｏｄ， ａｎｄ ｉｓ ｂｅｔｔｅｒ ｔｈａｎ ｏｔｈｅｒ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ
ｍｅｔｈｏｄｓ ｂｏｔｈ ｉｎ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｓｐｅｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｆｒｅｅ⁃ｆｌｏａｔｉｎｇ ｓｐａｃｅ ｒｏｂｏｔ； ｈｐ－ａｄａｐｔｉｖｅ Ｇａｕｓｓ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ； ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ； ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ
ＣＬＣ ｎｕｍｂｅｒ： ＴＰ２４　 　 　 Ｄｏｃｕｍｅｎｔ ｃｏｄｅ： Ａ　 　 　 Ａｒｔｉｃｌｅ ＩＤ： １００５⁃９１１３（２０２２）０２⁃００８１⁃１１

０　 Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　 　 Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｌｙ ｆｉｅｒｃｅ ｃｏｍｐｅｔｉｔｉｏｎ ｉｎ ｓｐａｃｅ
ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｗｏｒｌｄ， ｔｈｅ ＦＦＳＲｓ ａｒｅ ｐｌａｙｉｎｇ
ａｎ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｌｙ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｒｏｌｅ ｉｎ ｔｈｅ ｆｉｅｌｄ ｏｆ ｏｎ⁃ｏｒｂｉｔ
ｓｅｒｖｉｃｅ （ ＯＯＳ ）， ｓｕｃｈ ａｓ ｔｒａｎｓｐｏｒｔｉｎｇ ｐａｙｌｏａｄｓ，
ｒｅｃｏｖｅｒｉｎｇ ａｎｄ ｒｅｌｅａｓｉｎｇ ｓａｔｅｌｌｉｔｅｓ， ｍａｉｎｔａｉｎｉｎｇ ｏｒｂｉｔ
ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ ａｎｄ ｃａｐｔｕｒｉｎｇ ｓｐａｃｅ ｄｅｂｒｉｓ［ １－３］ ． Ｂｅｃａｕｓｅ ｔｈｅ
ＦＦＳＲ ｉｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ，
ｉｔｓ ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ａｒｅ ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｃｏｕｐｌｅｄ，
ｗｈｉｃｈ ｍａｋｅｓ ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｏｆ ＦＦＳＲ ｍｏｒｅ
ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ［ ４－５］ ． Ｉｎ ｏｔｈｅｒ ｗｏｒｄｓ， ｔｈｅ ＦＦＳＲ ｓｙｓｔｅｍ
ｏｂｅｙｓ ｔｈｅ ｌａｗ ｏｆ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｉｎ ｓｐａｃｅ
ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ， ｓｏ ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｗｉｌｌ
ｃａｕｓｅ ａ ｌａｒｇｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｔｏ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ［ ６ － ７］ ．
Ｔｈｅ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｗｉｌｌ ｈａｖｅ ａｎ
ｅｆｆｅｃｔ ｏｎ ｓｕｃｈ ｔａｓｋｓ ａｓ ｔｈｅ ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅ
ｅａｒｔｈ⁃ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ［ ８ － ９］ ． Ｍｅａｎｗｈｉｌｅ， ｉｔ ｗｉｌｌ ａｌｓｏ ｂｒｉｎｇ ａ
ｈｕｇｅ ｃｈａｌｌｅｎｇｅ ｔｏ ｔｈｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｙｓｔｅｍ．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｉｔ ｉｓ ｏｆ ｇｒｅａｔ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ ｔｏ ｓｔｕｄｙ ｔｈｅ ｐａｔｈ
ｐｌａｎｎｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ＦＦＳＲ ｗｉｔｈ ｍｉｎｉｍａｌ ａｔｔｉｔｕｄｅ
ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｔｏ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｔｈｅ
ｓｅｒｖｉｃｅ ｔａｓｋ ｏｆ ＯＯＳ．

Ａ ｖａｒｉｅｔｙ ｏｆ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｎｄ ｐａｔｈ
ｐｌａｎｎｉｎｇ ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐａｔｈ
ｐｌａｎｎｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ＦＦＳＲ． Ｒｙｂｕｓ［ １０］ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａ
ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｓｃｈｅｍｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｂｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ ｒａｐｉｄｌｙ⁃
ｅｘｐｌｏｒｉｎｇ ｒａｎｄｏｍ ｔｒｅｅｓ （ ＲＲＴ） ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ａｎｄ ｔｈｅ
ｐｕｒｐｏｓｅ ｉｓ ｔｏ ｍａｋｅ ｔｈｅ ｄｅｓｉｒｅｄ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ
ａｔｔｉｔｕｄｅ． Ｏｋｕｂｏ ｅｔ ａｌ．［ １１］ ｄｅｓｉｇｎｅｄ ａ ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ
ｍｅｔｈｏｄ ｕｓｉｎｇ ｅｎｈａｎｃｅｄ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｍａｐ （ ＥＤＭ ）
ｍｅｔｈｏｄ ｔｈａｔ ｒｅｄｕｃｅｓ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｂａｓｅ
ｓａｔｅｌｌｉｔｅ． Ｆｌｏｒｅｓ⁃Ａｂａｄ ｅｔ ａｌ．［ １２ － １３］ ｗｏｒｋｅｄ ｏｎ ｐａｔｈ
ｐｌａｎｎｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ＦＦＳＲ ｔｏ ｃａｐｔｕｒｅ ａ ｓｐａｃｅ ｎｏｎ⁃
ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅ ｒｏｌｌｉｎｇ ｔａｒｇｅｔ． Ｗａｎｇ ｅｔ ａｌ．［ １４］ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ
ｔｈｅ ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃａｌｌｙ ｒｅｄｕｎｄａｎｔ ＦＦＳＲ
ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｐａｒｔｉｂｌｅ Ｓｗａｒｍ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ （ ＰＳＯ）
ｓｔｒａｔｅｇｙ．

Ｔｈｅ ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ＦＦＳＲ ｉｓ ｕｓｕａｌｌｙ
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Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２９， Ｎｏ．２， ２０２２

ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐｒｏｂｌｅｍ （ＯＣＰ）， ａｎｄ
ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｏｆ ｓｏｌｖｉｎｇ ＯＣＰ ａｒｅ ｇｅｎｅｒａｌｌｙ ｃｌａｓｓｉｆｉｅｄ
ｉｎｔｏ ｔｗｏ ｋｉｎｄｓ： ｔｈｅ ｉｎｄｉｒｅｃｔ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ
ｍｅｔｈｏｄ［ １５］ ． Ｉｎ ｔｈｅ ｉｎｄｉｒｅｃｔ ｍｅｔｈｏｄ， ｔｈｅ ＯＣＰ ｉｓ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｉｎｔｏ ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ
ｐｒｏｂｌｅｍ， ａｎｄ ｔｈｅｎ ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｓ ｓｏｌｖｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ． Ｔｈｅ
ｉｎｄｉｒｅｃｔ ｍｅｔｈｏｄ ｈａｓ ｔｈｅ ａｄｖａｎｔａｇｅ ｏｆ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｈｉｇｈ ａｃｃｕｒａｃｙ， ｂｕｔ ｉｔ ｈａｓ
ｓｍａｌｌ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｄｏｍａｉｎ ａｎｄ ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｐｒｏｃｅｓｓ， ａｎｄ ｉｔ ｉｓ ｉｎｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ＯＣＰ ｗｉｔｈ
ｐａｔｈ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ． Ｉｎ ｃｏｎｔｒａｓｔ， ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ ｍｅｔｈｏｄ ｈａｓ ｔｈｅ
ａｄｖａｎｔａｇｅｓ ｏｆ ｗｉｄｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｄｏｍａｉｎ ａｎｄ ｌｏｗ
ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ． Ｉｔ ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｎｅｅｄ ｔｏ ｇｕｅｓｓ ｔｈｅ
ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｖａｒｉａｎｔ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｃｃｕｒａｔｅｌｙ，
ｕｓｅｓ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｔｈｅ ＯＣＰ
ｉｎｔｏ ｔｈｅ ＮＬＰ， ａｎｄ ｔｈｅｎ ｏｐｔｉｍｉｚｅｓ ｔｈｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ
ｉｎｄｅｘ ｂｙ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｅ Ｇａｕｓｓ
ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ （ ＧＰＭ ） ｉｓ ｔｈｅ ｍｏｓｔ ｗｅｌｌ⁃
ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｓｏｌｖｉｎｇ ＮＬＰ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ａｓ ａ ｂｒａｎｃｈ ｏｆ ｄｉｒｅｃｔ ｍｅｔｈｏｄ， ｔｈｅ ＧＰＭ
ｄｅｖｅｌｏｐｓ ｅｘｔｒｅｍｅｌｙ ｒａｐｉｄｌｙ ｉｎ ｒｅｃｅｎｔ ｙｅａｒｓ， ａｎｄ
ａｐｐｌｉｅｓ ｗｉｄｅｌｙ ｉｎ ｃｏｍｐｌｅｘ ＯＣＰ， ｓｕｃｈ ａｓ ａｉｒｃｒａｆｔ
ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ［ １５］， ｌａｕｎｃｈ ｖｅｈｉｃｌｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ［１６－ １７］， ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｒｅｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ［１８］

ａｎｄ ｓｐａｃｅ ｒｏｂｏｔ ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ［１９］ ．
Ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｄｉｒｅｃｔ ｍｅｔｈｏｄ， ｔｈｅ

ＧＰＭ ｈａｓ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｆａｓｔ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ．
Ｈｏｗｅｖｅｒ， ｗｈｅｎ ｔｈｅ ＯＣＰ ｉｓ ｎｏｎ⁃ｓｍｏｏｔｈ， ｔｈｅ ｐ⁃
ｍｅｔｈｏｄ ｈａｓ ａ ｓｌｏｗ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ， ａｎｄ ｅｖｅｎ ｃａｎｎｏｔ
ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ＯＣＰ ｗｈｉｃｈ ｒｅｑｕｉｒｅｓ ｈｉｇｈ ａｃｃｕｒａｃｙ． Ｔｈｅ ｈ⁃
ｍｅｔｈｏｄ ｍａｙ ｒｅｑｕｉｒｅ ｕｓｉｎｇ ａ ｌａｒｇｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｅｇｍｅｎｔｓ
ｔｏ ａｃｈｉｅｖｅ ａｎ ａｃｃｅｐｔａｂｌｅ ｅｒｒｏｒ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，
Ｄａｒｂｙ ｅｔ ａｌ．［ ２０ － ２１］ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｎ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ ｔｏ ｇｅｔ ｔｈｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＯＣＰ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ， ａ ｔｗｏ － ｔｉｅｒｅｄ
ｓｔｒａｔｅｇｙ ｉｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｅｇｍｅｎｔｓ
ａｎｄ ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ， ａｎｄ ｔｈｅ ｐｕｒｐｏｓｅ ｉｓ ｔｏ
ａｃｈｉｅｖｅ ａ ｓｐｅｃｉｆｉｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ ｉｎ ｅａｃｈ ｓｅｇｍｅｎｔ．

Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｆｏｃｕｓ ｏｎ ｔｈｅ ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ
ＦＦＳＲ ｗｉｔｈ ｍｉｎｉｍｕｍ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ ａｎｄ ａｎａｌｙｓｅｓ ｔｈｅ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｅ ｒｅｍａｉｎｄｅｒ
ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｉｓ ｏｒｇａｎｉｚｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ． Ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ １， ｔｈｅ
ｇｅｎｅｒａｌ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｍｏｄｅｌｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＦＳＲ
ａｒｅ ｏｕｔｌｉｎｅｄ． Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ
ｍｉｎｉｍｕｍ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｔｏｒｑｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｉｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ
ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｏｆ ＯＣＰ． Ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ２， ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｉｅｓ ａｎｄ
ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ ａｒｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ．
Ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ３， ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ ｉｓ

ｐｒｏｖｉｄｅｄ． Ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ４， ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ
ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｐｌａｎａｒ ２⁃ＤＯＦ ＦＦＳＲ ａｒｅ ｓｈｏｗｎ ｔｏ ｖａｌｉｄａｔｅ
ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ． Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ
ａｒｅ ｄｒａｗｎ ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ５．

１　 Ｐａｔｈ Ｐｌａｎｎｉｎｇ Ｍｏｄｅｌ

１．１　 Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ Ｍｏｄｅｌ
　 　 Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｍａｋｅｓ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ
ａｂｏｕｔ ｔｈｅ ＦＦＳＲ ｓｙｓｔｅｍ： １） ｔｈｅ ＦＦＳＲ ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｎｓｉｓｔｓ
ｏｆ ａ ｒｉｇｉｄ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ａｎｄ ｎ ｒｉｇｉｄ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｌｉｎｋｓ； ２）
ｅａｃｈ ｊｏｉｎｔ ｈａｓ ｏｎｌｙ ｏｎｅ ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ ｄｅｇｒｅｅ－ｏｆ－ｆｒｅｅｄｏｍ；
３） ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｐｔｕｒｅ ｍａｎｅｕｖｅｒ， ｔｈｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ
ａｎｄ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｉｓ ｎｏｔ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ．

Ｔｈｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｍｏｄｅｌｓ ｏｆ ｔｈｅ
ＦＦＳＲ ｓｙｓｔｅｍ ａｒｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ｏｘＩｙＩｚＩ ， ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ． １． Ｔｈｅ
ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ’ ｓ ｅｎｄ－ｅｆｆｅｃｔｏｒ ｉｓ
ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ａｓ

ｒｅ ＝ ｒ０ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｌｉ （１）

ｗｈｅｒｅ ｒｅ ａｎｄ ｒ０ ａｒｅ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ －
ｅｆｆｅｃｔｏｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｅｎｔｒｏｉｄ ｏｆ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ； ｌ０
ａｎｄ ｌｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） ａｒｅ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ ｏｆ ｔｈｅ
ｆｉｒｓｔ ｊｏｉｎｔ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｃｅｎｔｒｏｉｄ ｏｆ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ａｎｄ
ｔｈｅ ｌｉｎｋ ｉ ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｆｉｇ．１　 Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＦＦＳＲ

　 　 Ｆｏｒ ｅａｓｅ ｏｆ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｐｌａｎａｒ ２⁃ＤＯＦ ＦＦＳＲ
ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ｄｅｓｉｇｎ ｍｅｔｈｏｄ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ
ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｉｎ Ｆｉｇ． ２． Ｄｅｆｉｎｅ ｒｅ ＝ ｘｅ，ｙｅ[ ] Ｔ ａｎｄ ｒ０ ＝
ｘ０，ｙ０[ ] Ｔ ， ｔｈｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ２⁃ＤＯＦ

ＦＦＳＲ ａｒｅ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

　

ｘｅ ＝ ｘ０ ＋ ‖ｌ０‖ｃｏｓ ｑ０( ) ＋ ‖ｌ１‖ｃｏｓ ｑ０ ＋ ｑ１( ) ＋

‖ｌ２‖ｃｏｓ ｑ０ ＋ ｑ１ ＋ ｑ２( )

ｙｅ ＝ ｙ０ ＋ ‖ｌ０‖ｓｉｎ ｑ０( ) ＋ ‖ｌ１‖ｓｉｎ ｑ０ ＋ ｑ１( ) ＋

‖ｌ２‖ｓｉｎ ｑ０ ＋ ｑ１ ＋ ｑ２( )

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（２）
·２８·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２９， Ｎｏ．２， ２０２２

ｗｈｅｒｅ ｑ０ ｉｓ ｔｈｅ ａｎｇｌｅ ｏｆ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ａｎｄ ｑｉ（ ｉ ＝ １，２） ｉｓ ｔｈｅ
ｊｏｉｎｔ ａｎｇｌｅ ｏｆ ｊｏｉｎｔ ｉ．

　 　 Ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｖｅｃｔｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ ｉｎ
ｏｘＩｙＩｚＩ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｏｆ ｔｉｍｅ ｏｆ Ｅｑ．（２） ．

ｖｅ ＝ ｖ０ ＋
－ ω ０‖ｌ０‖ｓｉｎ ｑ０( ) － ‖ｌ１‖ｓｉｎ ｑ０ ＋ ｑ１( ) ∑

１

ｉ ＝ ０
ｑ·ｉ － ‖ｌ２‖ｓｉｎ ｑ０ ＋ ｑ１ ＋ ｑ２( ) ∑

２

ｉ ＝ ０
ｑ·ｉ

ω ０‖ｌ０‖ｃｏｓ ｑ０( ) ＋ ‖ｌ１‖ｃｏｓ ｑ０ ＋ ｑ１( ) ∑
１

ｉ ＝ ０
ｑ·ｉ ＋ ‖ｌ２‖ｃｏｓ ｑ０ ＋ ｑ１ ＋ ｑ２( ) ∑

２

ｉ ＝ ０
ｑ·ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（３）

ｗｈｅｒｅ ｖｅ ａｎｄ ｖ０ ＝ ｘ·０，ｙ
·

０[ ] Ｔ ａｒｅ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ
ｖｅｃｔｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ － ｅｆｆｅｃｔｏｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｅｎｔｒｏｉｄ ｏｆ
ｓａｔｅｌｌｉｔｅ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ； ω ０ ｉｓ ｔｈｅ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｓｃａｌａｒ
ｏｆ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ．

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ２⁃ＤＯＦ ＦＦＳＲ

　 　 Ｉｎ ｄｅｅｐ ｓｐａｃｅ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ， ｔｈｅ ｇｒａｖｉｔｙ ａｎｄ ｏｔｈｅｒ
ｅｘｔｅｒｎａｌ ｆｏｒｃｅｓ ｈａｖｅ ｌｉｔｔｌｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｎ ｔｈｅ ＦＦＳＲ， ｓｏ
ｔｈｅｙ ａｒｅ ｎｅｇｌｅｃｔｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ａｎａｌｙｓｉｓ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｅ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｏｆ ｔｈｅ ＦＦＳＲ ｓｙｓｔｅｍ ａｒｅ
ｃｏｎｓｅｒｖｅｄ． Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｑ ＝
［ｑ０，ｑ１，ｑ２］ Ｔ ． Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＦＦＳＲ
ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｄｅｒｉｖｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ Ｌａｇｒａｎｇｅ
ｅｑｕａｔｉｏｎ：

Ｍ（ｑ） ｑ̈ ＋ Ｃ（ｑ，ｑ·）ｑ· ＝ ｕ （４）
ｗｈｅｒｅ Ｍ（ｑ） ｉｓ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｔｅｎｓｏｒ ｍａｔｒｉｘ，
Ｃ（ｑ，ｑ·）ｑ· ｉｓ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｔｅｒｍ ａｃｔｉｎｇ ｏｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ，
ａｎｄ ｕ ｉｓ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｆｏｒｃｅ ｖｅｃｔｏｒ． Ｔｈｉｓ ｍｏｄｅｌ ｈａｄ ｂｅｅｎ
ｕｓｅｄ ｉｎ Ｒｅｆ．［２２］， ｗｈｅｒｅ ｓｏｍｅ ｄｅｔａｉｌｓ ｃｏｕｌｄ ｂｅ ｆｏｕｎｄ．
１．２　 Ｂｏｌｚａ Ｏｐｔｉｍａｌ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｍｏｄｅｌ ｏｆ Ｐａｔｈ

Ｐｌａｎｎｉｎｇ Ｐｒｏｂｌｅｍ
　 　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｔｈｅ ｐｕｒｐｏｓｅ ｏｆ ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ
ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ ｉｓ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ａ ｓｐｅｃｉａｌ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｆｒｏｍ ａ
ｇｉｖｅｎ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｃａｐｔｕｒｉｎｇ ｐｏｓｉｔｉｏｎ，
ａｎｄ ｍｉｎｉｍｉｚｅ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｔｏｒｑｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ａｔ ｔｈｅ
ｓａｍｅ ｔｉｍｅ． Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｔｏｒｑｕｅ ｕｒ

ｃａｕｓｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｍｏｔｉｏｎ ａｔ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｉｓ
ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ

ｕｒ ＝ － ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｉｉ ｑ̈ｉ ＋ ｒｉ － ｌ０( ) × ｍｉ ｖ

·
ｉ( ) （５）

ｗｈｅｒｅ ｍｉ ａｎｄ ｖｉ ａｒｅ ｔｈｅ ｍａｓｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｌ
ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｆ ｌｉｎｋ ｉ ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｔｏ ｆｉｎｄ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｔｏｒｑｕｅｓ， ｔｈｅ
ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ＯＣＰ ｉｓ ｃｈｏｓｅｎ ａｓ

Ｊ ＝ ∫ｔｆ
ｔ０
ｕＴ

ｒ ｕｒｄｔ ＝ ∫ｔｆ
ｔ０
ｇ（ｘ（ ｔ），ｕ（ ｔ））ｄｔ （６）

ｗｈｅｒｅ ｔ０ ａｎｄ ｔｆ ａｒｅ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｎａｌ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ
ｔｈｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｍｏｔｉｏｎ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｓｅｌｅｃｔｉｎｇ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｘ ＝ ［ｑＴ ｑ·Ｔ］Ｔ ∈ℝ ２ｎ，
ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｇｉｖｅｎ ｂｙ Ｅｑ． （ ４ ） ｃａｎ ｂｅ
ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｉｎ ｓｔａｔｅ⁃ｓｐａｃｅ ｆｏｒｍ ａｓ

ｘ· ＝ Ｌ（ｘ） ＋ Ｇ（ｘ）ｕ ＝ ｆ ｘ（ ｔ），ｕ（ ｔ）( ) （７）
ｗｈｅｒｅ

Ｌ（ｘ） ＝
０ １
０ － Ｍ （ｘ） －１Ｃ（ｘ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｘ

Ｇ（ｘ） ＝ ０
Ｍ （ｘ） －１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔｈｅ ＯＣＰ ｏｆ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｍｏｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ
ａｓ

ｍｉｎｉｍｉｚｅ Ｊ ＝ ∫ｔｆ
ｔ０
ｇ（ｘ（ ｔ），ｕ（ ｔ））ｄｔ （８）

Ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ
ｘ· ＝ ｆ ｘ（ ｔ），ｕ（ ｔ）( )

ｘ（ ｔ０） ＝ ｘ０ ＝ ［ｑ０
Ｔ，ｑ·０

Ｔ］ Ｔ

ｘｍｉｎ ≤ ｘ（ ｔ） ≤ ｘｍａｘ

ｕｍｉｎ ≤ ｕ（ ｔ） ≤ ｕｍａｘ

ｗｈｅｒｅ ｑ０ ａｎｄ ｑｆ ａｒｅ ｔｈｅ ｖｅｃｔｏｒｓ ｏｆ ｊｏｉｎｔ ａｎｇｌｅｓ ｉｎ ｔｈｅ
ｉｎｉｔｉａｌ ａｎｄ ｆｉｎａｌ ｍｏｍｅｎｔ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ； ｘｍｉｎ ａｎｄ ｘｍａｘ ａｒｅ
ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ； ｕｍｉｎ ａｎｄ ｕｍａｘ ａｒｅ ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ
ｖａｒｉａｂｌｅ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｏｆ Ｂｏｌｚａ ＯＣＰ ｉｓ τ ∈［ － １，１］，
ｓｏ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｔ ∈ ［ ｔ０，ｔｆ］ ｉｓ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ｔｏ ｂｅ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｔｏ τ ∈ ［ － １，１］ ｖｉａ ｔｈｅ ｂｅｌｏｗ ａｆｆｉｎｅ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ．

τ ＝ ２ｔ
ｔｆ － ｔ０

－
ｔｆ ＋ ｔ０
ｔｆ － ｔ０

（９）

Ｔｈｅｎ， ｔｈｅ ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｂｙ
Ｅｑ．（６） ｃａｎ ｂｅ ｃｈａｎｇｅｄ ｔｏ

·３８·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２９， Ｎｏ．２， ２０２２

Ｊ ＝
ｔｆ － ｔ０

２ ∫１
－１
ｇ（ｘ（τ），ｕ（τ））ｄτ （１０）

Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ Ｅｑ．（７） ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｉｎ ｔｅｒｍｓ
ｏｆ τ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｄｘ
ｄτ

＝
ｔｆ － ｔ０

２
ｆ ｘ（τ），ｕ（τ）( ) （１１）

Ｔ７ｈｅ ＯＣＰ ｉｓ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ Ｂｏｌｚａ
ｆｏｒｍ：

ｍｉｎｉｍｉｚｅ　 Ｊ ＝
ｔｆ － ｔ０

２ ∫１
－１
ｇ（ｘ（τ），ｕ（τ））ｄτ （１２）

Ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ

ｘ· ＝
ｔｆ － ｔ０

２
ｆ ｘ（τ），ｕ（τ）( )

ｘ（τ ０） ＝ ｘ０ ＝ ［ｑ０
Ｔ，ｑ·０

Ｔ］ Ｔ

ｘｍｉｎ ≤ ｘ（τ） ≤ ｘｍａｘ

ｕｍｉｎ ≤ ｕ（τ） ≤ ｕｍａｘ

２　 Ｏｐｔｉｍａｌ Ｍｏｔｉｏｎ Ｐｌａｎｎｉｎｇ

２．１　 Ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ Ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｇａｕｓｓ Ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ
Ｍｅｔｈｏｄ

　 　 Ｔｈｅ ＧＰＭ ｉｓ ａ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｎｇ
ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ａｎｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｕｓｉｎｇ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ． Ｔｈｅｒｅ ａｒｅ （Ｎ ＋ １） ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｐｏｉｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ
ＧＰＭ ｗｈｉｃｈ ａｒｅ ｃｏｍｐｏｓｅｄ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｏｉｎｔ τ０ ＝ － １
ａｎｄ ｔｈｅ Ｎ ＬＧ ｐｏｉｎｔｓ， ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ＬＧ ｐｏｉｎｔｓ ａｒｅ ｔｈｅ
ｚｅｒｏｅｓ ｏｆ Ｎｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ Ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ． Ｔｈｅ ｓｔａｔｅ
ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｎｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｒｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｄ ａｔ ｔｈｅ
ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｐｏｉｎｔｓ ａｓ

ｘ（τ） ≈ Ｘ（τ） ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｘ（τ ｉ）Ｌ ｉ（τ）

ｕ（τ） ≈ Ｕ（τ） ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｕ（τ ｉ）Ｌ ｉ（τ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１３）

ｗｈｅｒｅ Ｕ（τ） ａｎｄ Ｘ（τ） ａｒｅ ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｃｏｎｔｒｏｌ ｖａｒｉａｂｌｅ ｕ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｘ ｏｎ ｔｈｅ ｔｉｍｅ
ｉｎｔｅｒｖａｌ τ ∈ ［ － １，１］ ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ； Ｌ ｉ（τ） ｉｓ ａ ｂａｓｉｓ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ Ｌａｇｒａｎｇｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ ａｎｄ ｇｉｖｅｎ ｂｙ

Ｌｉ τ( ) ＝ ∏
Ｎ

ｊ ＝ ０，ｊ≠ｉ

τ － τ ｊ

τ ｉ － τ ｊ
，ｉ ＝ ０，１，…，Ｎ （１４）

　 　 Ｓｏｌｖｉｎｇ Ｅｑ．（１１） ｂｙ Ｇａｕｓｓ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｆｏｒｍｕｌａ，
ｔｈｅｒｅ ｉｓ

∫ｘｆ
ｘ０
ｄｘ ＝

ｔｆ － ｔ０
２ ∫１

－１
ｆ ｘ（τ），ｕ（τ）( ) ｄτ ≈

ｔｆ － ｔ０
２ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ω ｉｆ ｘ（τ ｉ），ｕ（τ ｉ）( )

（１５）

　 　 Ｔｈｅ ｔｅｒｍｉｎａｌ ｓｔａｔｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｄ ｂｙ

Ｘｆ ≈ Ｘ０ ＋
ｔｆ － ｔ０

２ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ω ｉｆ ｘ（τ ｉ），ｕ（τ ｉ）( ) （１６）

ｗｈｅｒｅ ω ｉ ｉｓ ｔｈｅ Ｇａｕｓｓ ｗｅｉｇｈｔｓ．
Ｔｈｅ ｐａｔｈ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｔ ｅａｃｈ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｐｏｉｎｔ ｉｓ

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｄ ｂｙ
ｘｍｉｎ ≤ Ｘ（τ ｉ） ≤ ｘｍａｘ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ
ｕｍｉｎ ≤ Ｕ（τ ｉ） ≤ ｕｍａｘ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ{ （１７）

Ｔｈｅｎ， Ｅｑ．（１０） ｉｓ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ａｎ ＬＧ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ．

Ｊ ＝
ｔｆ － ｔ０

２ ∫τ ｆ
τ０
ｇ（ｘ（τ），ｕ（τ））ｄτ ≈

ｔｆ － ｔ０
２ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ω ｉｇ（ｘ（τ ｉ），ｕ（τ ｉ））

（１８）

Ｉｎ ｔｈｉｓ ｗａｙ， ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ
ｍｉｎｉｍｕｍ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｔｏｒｑｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｂａｓｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｉｓ
ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄ ｉｎｔｏ ａ ＮＬＰ ｐｒｏｂｌｅｍ．
２．２　 ｈｐ⁃ＡＧＰＭ Ｍｅｔｈｏｄ
　 　 Ｔｈｅ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ ｉｓ ａ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ
ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｎｕｍｂｅｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｏｒｄｅｒ ｉｎ ｅａｃｈ
ｓｅｇｍｅｎｔ ａｒｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ａｄａｐｔｉｖｅｌｙ． Ｉｔ ｃａｎ ｐｒｏｖｉｄｅ
ａｃｃｕｒａｔｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ Ｂｏｌｚａ ＯＣＰ．

Ｉｔ ｉｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔ ∈ ［ ｔ０，ｔｆ］ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
ｍｏｔｉｏｎ ｉｓ ｄｉｖｉｄｅｄ ｉｎｔｏ Ｓ ｓｅｇｍｅｎｔｓ， ａｎｄ ｔｈｅ
ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｉｍｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｏｆ ｓｅｇｍｅｎｔ ｓ ｉｓ ［ ｔｓ－１，ｔｓ］ ，
ｗｈｅｒｅ ｓ ∈ ｛１，…，Ｓ｝ ， ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ … ＜ ｔＳ ＝ ｔｆ ．

Ｉｎ ｓｅｇｍｅｎｔ ｓ， ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｉｓ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｔｏ
ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ τ ∈ ［ － １，１］ ｂｙ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ａｆｆｉｎｅ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ：

τ ＝ ２ｔ
ｔｓ － ｔｓ－１

－
ｔｓ ＋ ｔｓ－１
ｔｓ － ｔｓ－１

（１９）

　 　 Ｔｈｅｎ， ｔｈｅ ＯＣＰ Ｅｑ．（１２） ｉｓ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ＮＬＰ ｆｕｎｃｔｉｏｎ：

ｍｉｎｉｍｉｚｅ　 Ｊ ＝ ｈ
２∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ωｉ Ｕ（ｓ）Ｔ

ｒ （τ ｉ） Ｕ（ｓ）
ｒ （τ ｉ） （２０）

Ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ

∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｄｋ，ｉ Ｘ（ｓ）

ｉ ＝ ｈ
２
ｆ Ｘ（ｓ）

ｋ ，Ｕ（ｓ）
ｋ( ) ， ０≤ ｋ ≤Ｎ，１≤ ｓ ≤ Ｓ

Ｘ（１）
１ ＝ ｘ０

Ｘ（ ｓ）
Ｎ＋１ ＝ Ｘ（ ｓ＋１）

１ ，　 　 　 　 １ ≤ ｓ ≤ Ｓ － １
ｘｍｉｎ ≤ Ｘ（ ｓ）

ｋ ≤ ｘｍａｘ，　 　 ０ ≤ ｋ ≤ Ｎ，１ ≤ ｓ ≤ Ｓ
ｕｍｉｎ ≤ Ｕ（ ｓ）

ｋ ≤ ｕｍａｘ，　 　 ０ ≤ ｋ ≤ Ｎ，１ ≤ ｓ ≤ Ｓ
　 　 Ｉｎ ｓｅｇｍｅｎｔ ｓ， ｔｈｅ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｔｈ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ
ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｓ

κ （ ｓ）（τ） ＝
Ｘ̈（ｓ）

ｍ （τ）
１ ＋ ｘ·（ ｓ）

ｍ （τ） ２[ ] ３ ／ ２ （２１）

Ｌｅｔ ｐｅａｋ⁃ｔｏ⁃ａｖｅｒａｇｅ ｒａｔｅ ｒｓ ｂｅ ｔｈｅ ｍｅｔｒｉｃ ｔｏ

·４８·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２９， Ｎｏ．２， ２０２２

ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｗｈｅｔｈｅｒ ｔｏ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｔｈｅ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ｉｎ
ｓｅｇｍｅｎｔ ｓ ｏｒ ｓｕｂｄｉｖｉｄｅ ｔｈｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｓ， ａｎｄ ｉｔ ｉｓ
ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ａｓ

ｒｓ ＝
κ （ ｓ）

ｍａｘ

κ－ （ ｓ）
（２２）

ｗｈｅｒｅ κ （ ｓ）
ｍａｘ ｉｓ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｖａｌｕｅ ｏｆ κ （ ｓ）（τ） ａｎｄ κ－ （ ｓ）

ｉｓ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｖａｌｕｅ ｏｆ κ （ ｓ）（τ） ．
Ｌｅｔ ｒ＾ ｂｅ ａ ｕｓｅｒ ｄｅｆｉｎｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒ． Ｉｆ ｒｓ ＜ ｒ^， ｔｈｅ

ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｉｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｕｎｉｆｏｒｍ ａｎｄ ａ ｈｉｇｈｅｒ ｏｒｄｅｒ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｉｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ａ ｂｅｔｔｅｒ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｉｎ
ｓｅｇｍｅｎｔ ｓ． Ｉｆ ｒｓ ＞ ｒ＾， ｔｈｅ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｉｓ ｌａｒｇｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ
ｔｈｅ ｒｅｓｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｉｓ ｄｉｖｉｄｅｄ ｉｎｔｏ
ｍｏｒｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ．

Ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ ｉｓ ａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ：

１ ） Ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｃｈｏｏｓｅ Ｍ
ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ．

２ ） Ｔｈｅ Ｂｏｌｚａ ＯＣＰ ｉｓ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄ ｏｎ ｔｈｅ

ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ， ｔｈｅｎ ｔｈｅ ＯＣＰ ｉｓ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ ｔｏ ａ
ｄｉｓｃｒｅｔｅ ＮＬＰ ｐｒｏｂｌｅｍ．

３）Ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ＮＬＰ ｐｒｏｂｌｅｍ．
４）Ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｗｈｅｔｈｅｒ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ

ｂｏｕｎｄａｒｙ， ｐａｔｈ ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃ ｉｎ ｅａｃｈ ｓｅｇｍｅｎｔ ａｒｅ
ｓａｔｉｓｆｉｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ａｌｌｏｗａｂｌｅ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ ε ． Ｆｏｒ
ａｌｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｒｅ ｏｕｔ ｏｆ ｔｈｅ ｇｉｖｅｎ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ， ｐｒｏｃｅｅｄ
ｔｏ Ｓｔｅｐ ５）， ｏｒ ｔｅｒｍｉｎａｔｅ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ．

５） Ｃｈｅｃｋ ｆｏｒ ｐｅａｋ⁃ｔｏ⁃ａｖｅｒａｇｅ ｒａｔｅ ｒｓ ｉｆ ｉｔ ｉｓ
ｓｍａｌｌｅｒ ｔｈａｎ ｔｈｅ ｕｓｅｒ⁃ｓｐｅｃｉｆｉｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｒ^． Ｆｏｒ ｒｓ
ｓｍａｌｌｅｒ ｔｈａｎ ｒ^， ｃｏｎｔｉｎｕｅ ｔｏ Ｓｔｅｐ ６）， ｏｒ Ｓｔｅｐ ７） ．

６） Ｉｎｃｒｅａｓｅ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ， ｉ．ｅ．，
ｉｎｃｒｅａｓｅ ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｔｈｅ Ｌａｇｒａｎｇｅ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ， ｔｈｅｎ ｒｅｔｕｒｎ ｔｏ Ｓｔｅｐ ３） ．

７） Ｄｉｖｉｄｅ ｔｈｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｉｎｔｏ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ，
ｔｈｅｎ ｒｅｔｕｒｎ ｔｏ Ｓｔｅｐ ３） ．

Ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ ｉｓ
ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ．

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ

３　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ

　 　 Ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｐｒｏｖｉｄｅｓ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｏｆ ｔｈｅ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｔｈｅｏｒｅｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｄｅｓｉｇｎｅｄ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ． Ｔｏ

ａｎａｌｙｚｅ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ， ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｅｍｐｌｏｙｅｄ：

Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ １：　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｏｐｔｉｍａｌ
ｐｒｏｂｌｅｍ Ｅｑ． （１２） ｈａｓ ａ ｌｏｃａｌ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ ｘ∗，

·５８·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）， Ｖｏｌ．２９， Ｎｏ．２， ２０２２

ｕ∗） ∈Ｃ ｌ ＋１（Ｒｎ） × Ｌ¥（Ｒｍ） ｆｏｒ ｌ≥３． Ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａｎ ｏｐｅｎ
ｓｅｔ Γ ⊂ Ｒｎ ×Ｒｍ ａｎｄ ρ ＞ ０ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ．

Βρ（ｘ∗（ ｔ），ｕ∗（ ｔ）） ⊂ Γ ｏｒ ａｌｌ ｔ ∈ ［ － １，１］
（２３）

ｗｈｅｒｅ Ｂρ（ ×） ｉｓ ｔｈｅ ｃｌｏｓｅｄ ｂａｌｌ ｓｅｔ ｗｈｏｓｅ ｒａｄｉｕｓ ｉｓ ρ
ａｎｄ ｃｅｎｔｅｒｓ ａｔ × ， Ｃｋ ｉｓ ｔｈｅ ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｒｅａｌ⁃ｖａｌｕｅｄ ｋ
ｔｉｍｅｓ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ
ｉｎｔｅｒｖａｌ ［ － １， ＋ １］ ， ａｎｄ Ｌ¥ ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ ｏｆ
ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ ｂｏｕｎｄｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．

Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｔｓ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｃｏｖａｒｉａｔｅ
λ∗ ∈Ｃ ｌ ＋１（Ｒｎ） ａｎｄ μ∗ ∈ Ｒｎ， ｗｈｉｃｈ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ （ Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ ’ ｓ ｍｉｎｉｍｕｍ
ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ）：

λ∗（ － １） ＝ μ∗ （２４）
λ·∗（ ｔ） ＝ － ÑｘＨ（ｘ∗（ ｔ），ｕ∗（ ｔ），λ∗（ ｔ）） （２５）

０ ＝ ÑｕＨ（ｘ∗（ ｔ），ｕ∗（ ｔ），λ∗（ ｔ）） （２６）
ｗｈｅｒｅ Ｈ ｉｓ ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ａｎｄ ｉｔｓ ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｉｓ

Ｈ（ｘ∗，ｕ∗，λ∗） ＝ 〈λ∗，ｆ（ｘ∗，ｕ∗）〉 （２７）
ｗｈｅｒｅ 〈ζ，ξ〉 ｉｓ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ ζ ａｎｄ ξ ．

Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ２：　 Ｆｏｒ ｓｏｍｅ α ＞ ０， ｔｈｅ ｓｍａｌｌｅｓｔ
ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｍａｔｒｉｃｅｓ ａｒｅ ｇｒｅａｔｅｒ ｔｈａｎ
ｏｒ ｅｑｕａｌ ｔｏ α ：

Ｖ ＝ ÑｘｘＪ（ｘ∗（ ｔ）） （２８）
Ｑ（ ｔ） Ｓ（ ｔ）
Ｓ（ ｔ） Ｒ（ ｔ）

é

ë
êê

ù

û
úú ｆｏｒ ａｌｌ ｔ ∈ ［ － １，１］ （２９）

ｗｈｅｒｅ
Ｑ（ ｔ） ＝ ÑｘｘＨ ｘ∗（ ｔ），ｕ∗（ ｔ），λ∗（ ｔ）( )

Ｓ（ ｔ） ＝ ÑｕｘＨ ｘ∗（ ｔ），ｕ∗（ ｔ），λ∗（ ｔ）( )

Ｒ（ ｔ） ＝ ÑｕｕＨ ｘ∗（ ｔ），ｕ∗（ ｔ），λ∗（ ｔ）( )

　 　 Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ３：　 Ａｓｓｕｍｅ Ａ（ ｔ） ＝ Ñｘｆ（ｘ∗（ ｔ），

ｕ∗（ ｔ））， ａｎｄ ‖Ａ（ ｔ）‖¥ ≤ １
４ｈ

ｆｏｒ ａｌｌ ｔ ∈ ［ － １，１］ ，

ｗｈｅｒｅ ｈ ｉｓ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｅａｃｈ ｓｅｇｍｅｎｔ， ‖Ａ（ ｔ）‖¥
＝

ｍａｘ
－１≤ｔ≤１

Ａ（ ｔ） ｉｓ ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ ｎｏｒｍ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ

［ － １，１］， ａｎｄ Ａ（ｔ） ｉｓ ｔｈｅ Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ ｎｏｒｍ ｏｆ Ａ（ｔ） ．
Ｔｈｅ ｖｅｃｔｏｒ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ Ｘ∗（ ｓ）， Ｕ∗（ ｓ） ａｎｄ λ∗（ ｓ） ａｒｅ

ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ
　 Ｘ∗

ｉ
（ ｓ） ＝ ｘ∗（ ｓ）（τ ｉ），Ｕ∗

ｉ
（ ｓ） ＝ ｕ∗（ ｓ）（τ ｉ），

　 　 　 　 λ∗
ｉ

（ ｓ） ＝ λ∗（ ｓ）（τ ｉ） （３０）
ｗｈｅｒｅ １ ≤ ｉ ≤ Ｎ ．

Ｉｆ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｔｈｅｏｒｅｍ ｉｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ， ｔｈｅ
ｍｅｔｈｏｄ ｄｅｓｉｇｎｅｄ ｉｓ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ １： 　 Ｉｆ Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ １ － ３ ｈｏｌｄ， ｔｈｅ
ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｐｒｏｂｌｅｍ Ｅｑ． （ ２０ ） ｈａｓ ａｎ ｅｘｔｒｅｍｅ ｐｏｉｎｔ

（Ｘ
～ （ ｓ）， Ｕ

～ （ ｓ）） ａｎｄ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ Ｌａｇｒａｎｇｅ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ λ～ （ ｓ）

ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ

ｍａｘ
１≤ｓ≤Ｓ

（‖ Ｘ
～ （ ｓ） － Ｘ∗（ ｓ）‖¥

＋ ‖ Ｕ
～ （ ｓ） － Ｕ∗（ ｓ）‖¥

＋

‖ λ～ （ ｓ） － λ∗（ ｓ）‖¥） ≤ ｃｈｌ

Ｎｌ －
５
２

（３１）

ｗｈｅｒｅ Ｓ ｉｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｅｇｍｅｎｔｓ， ｈ ｉｓ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ
ｂｅｔｗｅｅｎ ａｄｊａｃｅｎｔ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ， Ｎ ｉｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ
ｏｆ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ｏｎ ｅａｃｈ ｓｅｇｍｅｎｔ， ｌ ｉｓ ｔｈｅ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｂｌｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅ，
ａｎｄ ｃ ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ．

Ｐｒｏｏｆ：　 Ｌｅｔ χ ｂｅ ａ Ｂａｎａｃｈ ｓｐａｃｅ ａｎｄ γ ｂｅ ａ
ｌｉｎｅａｒ ｎｏｒｍｅｄ ｓｐａｃｅ． Ｔｈｅ ｎｏｒｍ ｉｎ ｂｏｔｈ ｓｐａｃｅｓ ａｒｅ
ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｂｙ ‖ · ‖ ． Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｐｒｏｖｅ Ｔｈｅｏｒｅｍ １，
ｓｅｖｅｒａｌ ｌｅｍｍａｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ Ｒｅｆ． ［２３］ ａｒｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ
ｆｉｒｓｔ．

Ｌｅｍｍａ １： 　 Ｉｆ Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ １ － ３ ｈｏｌｄｓ， ｆｏｒ
ｅａｃｈ ε ＞ ０， ｔｈｅｒｅ ｉｓ ｒ ＞ ０ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｆｏｒ ａｌｌ θ ∈
Ｂｒ（θ∗） ，

‖ ÑＴ（θ） － ÑＴ（θ∗）‖ ≤ ε （３２）
ｗｈｅｒｅ ‖ · ‖ ｉｓ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｎｏｒｍ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｌ¥

ｎｏｒｍ ｏｎ χ ａｎｄ γ， ａｎｄ ｒ ｉｓ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｏｆ Ｎ．
Ｌｅｍｍａ ２： 　 Ｉｆ Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ １ － ３ ｈｏｌｄ，

‖ ÑＴ （θ） －１‖ ｉｓ ｂｏｕｎｄｅｄ ｂｙ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ
ｏｆ Ｎ ａｎｄ Ｋ．

Ｉｆ Ｌｅｍｍａ １ ａｎｄ Ｌｅｍｍａ ２ ｈｏｌｄ， ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｘｉｓｔｓ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ Ｒｅｆ． ［２４］：

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １： 　 Ｌｅｔ Τ：χ → γ． Ｔ ｉｓ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｙ Ｆｒéｃｈｅｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｂｌｅ ｉｎ Ｂｒ（θ∗） ｆｏｒ
ｓｏｍｅ θ∗ ∈ χ ａｎｄ ｒ ＞ ０． Ｉｆ εμ ＜ １， ｗｈｅｒｅ
μ ＝ ‖ ÑＴ （θ∗） －１‖ ａｎｄ ‖Ｔ（θ∗）‖ ≤ （１ －
με） ｒ ／ μ ， ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｕｎｉｑｕｅ θ ∈ Ｂｒ（θ∗） ｔｈａｔ ｍａｋｅｓ
Ｔ（θ） ＝ ０． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｈｏｌｄｓ：

‖θ － θ∗‖ ≤ μ
１ － με

‖Ｔ（θ∗）‖ （３３）

Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｌｅｔ θ ＝ （Ｘ
～
，Ｕ

～
，λ

～
）， ｗｈｅｒｅ

Ｘ
～ ＝ Ｘ

～ （ｓ）
０ ，…，Ｘ

～ （ｓ）
Ｎ( )

Ｕ
～ ＝ （Ｕ

～ （ｓ）
０ ，…，Ｕ

～ （ｓ）
Ｎ ）

λ
～ ＝ λ

～ （ ｓ）
０ ，…，λ

～ （ ｓ）
Ｎ( )

ａｎｄ １ ≤ ｓ ≤ Ｓ ． Ｌｅｔ θ∗ ＝ （Ｘ∗，Ｕ∗，λ∗）， ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ
ｔｕｐｌｅｓ ａｒｅ ｓｉｍｉｌａｒ ｔｏ θ． Ｔｈｅ ｎｏｒｍ ｉｓ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｌ¥

ｎｏｒｍ ｇｉｖｅｎ ｂｙ
‖θ‖ ＝ ‖（Ｘ，Ｕ，λ）‖¥

＝
　 　 　 　 ｍａｘ｛‖Ｘ‖¥，‖Ｕ‖¥，‖λ‖¥｝ （３４）

Ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ Ｔ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：
·６８·
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　 　 　 　 　 Ｔ（Ｘ，Ｕ，λ） ＝

∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
Ｄｋ，ｊ Ｘ（ ｓ）

ｊ － ｈ
２
ｆ Ｘ（ ｓ）

ｋ ，Ｕ（ ｓ）
ｋ( ) ，０ ≤ ｋ ≤ Ｎ，１ ≤ ｓ ≤ Ｓ

Ｘ（１）
０ － ｘ０

Ｘ（ ｓ）
Ｎ － Ｘ（ ｓ＋１）

０ ，１ ≤ ｓ ≤ Ｓ － １

∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
Ｄ†

０，ｊ λ （ｓ）
ｊ ＋ ｈ

２
ÑＸＨ Ｘ（Ｓ）

０ ，Ｕ（Ｓ）
０ ，λ（Ｓ）

０( ) － １
ω １

λ（ ｓ－１）
Ｎ － λ（ ｓ）

０( ) ，１ ≤ ｓ ≤ Ｓ

∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ｄ†

ｉ，ｊ λ（ ｓ）
ｊ ＋ ｈ

２
ÑＸＨ Ｘ（Ｓ）

ｉ ，Ｕ（Ｓ）
ｉ ，λ（Ｓ）

ｉ( ) ，０ ≤ ｉ ≤ Ｎ，１ ≤ ｓ ≤ Ｓ

ÑＵＨ Ｘ（ ｓ）
ｉ ，Ｕ（ ｓ）

ｉ ，λ（ ｓ）
ｉ( ) ，０ ≤ ｉ ≤ Ｎ，１ ≤ ｓ ≤ Ｓ

λ（ ｓ）
Ｎ － λ（ ｓ－１）

Ｎ ＋ ｈ
２ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ω ｉ ÑＸＨ Ｘ（ ｓ）

ｉ ，Ｕ（ ｓ）
ｉ ，λ（ ｓ）

ｉ( ) ，１ ≤ ｋ ≤ Ｋ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（３５）

ｗｈｅｒｅ Ｄ†
ｉ，ｊ ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ

Ｄ†
ｉ，ｊ ＝ －

ω ｊ

ω ｉ
Ｄｉ，ｊ

Ｌｅｍｍａ ３：　 Ｉｆ Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ １ ｈｏｌｄｓ， ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ
ｃｏｎｓｔａｎｔ ｃ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｏｆ Ｎ ａｎｄ Ｓ． Ｔｈｕｓ

‖Ｔ（θ∗）‖ ≤ ｃｈｌ ＋１

Ｎｌ － ５
２

（３６）

Ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｏｆ Ｌｅｍｍａ ３ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｉｎ Ｒｅｆ．［２３］ ．
Ｗｅ ｃｏｍｂｉｎｅ Ｅｑ． （３２） ｗｉｔｈ Ｌｅｍｍａ ３ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ

ｔｈｅ ｅｓｔｉｍａｔｅ ｏｆ Ｅｑ． （３０） ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｍ １． Ｔｈｅｏｒｅｍ １
ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ＮＬＰ ｈａｓ ａｎ ｅｘｔｒｅｍｅ ｐｏｉｎｔ ａｎｄ
ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ａｄｊｏｉｎｔ ｖａｒｉａｂｌｅ ｗｈｉｃｈ
ｃｏｎｖｅｒｇｅ ｔｏ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＯＣＰ ａｔ ｔｈｅ ｒａｔｅ ｏｆ

Ｏ
ｈｌ

Ｎｌ － ５
２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

４　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ Ｅｘａｍｐｌｅ

　 　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｒｔ， ｔｈｅ ｐｌａｎａｒ ２⁃ＤＯＦ ＦＦＳＲ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ
Ｓｅｃｔｉｏｎ １ ｉｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ｄｅｓｉｇｎｅｄ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ，
ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｗｉｄｅｌｙ ｕｓｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｅｗ
ｍｅｔｈｏｄ． Ｉｔ ｉｓ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｔｏ ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｌｙ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅ
ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｏ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ
ｉｔｓ ｃａｐａｂｉｌｉｔｉｅｓ．

Ｔｈｅ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ２⁃ＤＯＦ ＦＦＳＲ ｉｓ ｓｈｏｗｎ
ｉｎ Ｆｉｇ． ２ ａｎｄ ｉｔｓ ｍａｓｓ ａｎｄ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ａｒｅ
ｌｉｓｔｅｄ ｉｎ Ｔａｂｌｅ １．

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ２⁃ＤＯＦ ＦＦＳＲ
Ｂｏｄｙ Ｂｏｄｙ ｎｕｍｂｅｒ ｌｉ （ｍ） ｍｉ （ｋｇ） Ｉｉ （Ｎ·ｍ）

Ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ０ ０．５ １１００ １８３

Ｌｉｎｋ ＃１ １ １．０ ２５ ２．５

Ｌｉｎｋ ＃２ ２ １．０ ２５ ２．５

　 　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｐｏｉｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｅｒｔｉａｌ
ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｓｅｔ ａｔ ｔｈｅ ｃｅｎｔｒｏｉｄ ｏｆ

ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ． Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｉｓ ｃｈｏｓｅｎ ａｓ
ｑ ＝ ［ｑ１ ｑ２］ Ｔ ＝ ［π ／ ６ π ／ ４］ Ｔｒａｄ．
　 　 Ａｔ ｔｈｉｓ ｔｉｍｅ， ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ⁃
ｅｆｆｅｃｔｏｒ ｉｓ ｒｅ（０） ＝ ［１．６２４８ １．４６５９］Ｔｍ， ｔｈｅ ｆｉｎａｌ ｔｉｍｅ
ｗａｓ ｓｅｔ ｔｏ ｔｆ ＝ ４ ｓ， ａｎｄ ｔｈｅ ｄｅｓｉｒｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｅｎｄ⁃
ｅｆｆｅｃｔｏｒ ｉｓ ｃｈｏｓｅｎ ａｓ ｒｅ（ ｔｆ） ＝ ［２．２ １．０］ Ｔｍ． Ｔｈｅ ｐａｔｈ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｒｏｂｏｔ ｍｏｔｉｏｎ ａｒｅ ｓｅｔ ａｓ
－ ３ Ｎ·ｍ ≤ｕｉ ≤ ３ Ｎ·ｍ，ｉ ＝ １，２ ａｎｄ － π ／ ２ ｒａｄ ≤
ｑｉ ≤ π ／ ２ ｒａｄ，ｉ ＝ １，２．
　 　 Ａｌｌ ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｐｅｒｆｏｒｍｅｄ ｏｎ ａ ｐｅｒｓｏｎａｌ
ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｗｉｔｈ Ｉｎｔｅｌ Ｃｏｒｅ ｉ５ ５２００ ＣＰＵ ｏｆ ２．２ ＧＨｚ
ａｎｄ ４ ＧＢ ｏｆ ＲＡＭ ｕｓｉｎｇ ＧＰＯＰＳ⁃ＩＩ ｔｏｏｌｂｏｘ ｉｎ
ＭＡＴＬＡＢ Ｒ２０１７ｂ． Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｍｅｓｈ ｗａｓ １０ ｓｅｇｍｅｎｔｓ
ｗｉｔｈ ４ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ｐｅｒ ｓｅｇｍｅｎｔ． Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ
ａｌｌｏｗａｂｌｅ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ ｗａｓ ｃｈｏｓｅｎ ａｓ ε ＝ １０ －６， ａｎｄ ｔｈｅ
ｕｓｅｒ⁃ｓｐｅｃｉｆｉｅｄ ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ ｗａｓ ｃｈｏｓｅｎ ａｓ ｒ＾ ＝ ２．
　 　 Ｔｏ ｅｖａｌｕａｔｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｈｐ⁃
ＡＧＰＭ， ｔｈｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｅｒｅ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ
ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ＲＡＣ ａｎｄ ＣＶＰ ｍｅｔｈｏｄｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ
Ｒｅｆｓ．［２５－２６］ ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ． ４ ｔｏ
Ｆｉｇ．６．

Ｆｉｇ．４　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ

　 　 Ｆｉｇ． ４ ｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ
ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ ａｍｏｎｇ ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ
ｍｅｔｈｏｄｓ． Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｆｉｇｕｒｅ， ｗｅ ｃａｎ ｓｅｅ ｔｈａｔ ａｌｌ ｔｈｒｅｅ

·７８·
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ｍｅｔｈｏｄｓ ｃａｎ ｒｅａｌｉｚｅ ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ － ｅｆｆｅｃｔｏｒ
ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｔｏ ｆｉｎａｌ ｄｅｓｉｒｅｄ ｐｏｓｉｔｉｏｎ． Ｔｈｅ
ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ＲＡＣ
ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ａ ｓｔｒａｉｇｈｔ ｌｉｎｅ， ａｎｄ ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ
ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ＣＶＰ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｈｐ ⁃ ＡＧＰＭ ａｒｅ
ｃｕｒｖｅｓ．

Ｆｉｇ．５　 Ａｔｔｉｔｕｄｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｂｏｄｙ

Ｆｉｇ．６　 Ｒｅａｃｔｉｏｎ ｔｏｒｑｕｅ ａｔ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｂｏｄｙ

　 　 Ｆｉｇ． ５ ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｉｍｅ
ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｂｏｄｙ’ ｓ ａｔｔｉｔｕｄｅ ａｎｇｌｅ ａｍｏｎｇ
ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ ｍｅｔｈｏｄｓ． Ａｓ ｅｘｐｅｃｔｅｄ， ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ
ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｗｉｌｌ ｃａｕｓｅ ｔｈｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｏｆ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｔｏ
ｃｈａｎｇｅ．Ｆｒｏｍ Ｆｉｇ． ５， ｗｅ ｃａｎ ｓｅｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ
ａｔｔｉｔｕｄｅ ａｎｇｌｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｉｓ ｅｑｕａｌ ｔｏ ０．０５２４
ｒａｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ， ａｎｄ ｔｈｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ ａｎｇｌｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｂｏｄｙ ｆｏｒ ｔｈｅ ＣＶＰ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ＲＡＣ
ｍｅｔｈｏｄ ａｒｅ ０．１０２６ ｒａｄ ａｎｄ ０．１２３７ ｒａｄ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ ａｔ
ｔｈｅ ｆｉｎａｌ ｔｉｍｅ． Ｔｈｕｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｃａｓｅ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ
ａｌｌｏｗｅｄ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ ａｎｇｌｅ ｏｆ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｂｙ
４８．９３％ ａｎｄ ５７．６４％ ｆｒｏｍ ｔｈａｔ ｏｆ ＣＶＰ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ
ＲＡＣ ｍｅｔｈｏｄ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｔｈｅ ｖａｌｉｄｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ
ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｉｓ ｖｅｒｉｆｉｅｄ．

Ｆｉｇ． ６ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｓ ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｉｍｅ
ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｔｏｒｑｕｅｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ
ａｍｏｎｇ ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ ｍｅｔｈｏｄｓ． Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｒｅａｃｔｉｏｎ ｔｏｒｑｕｅ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｕｓｉｎｇ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ
ｉｓ ｓｍｏｏｔｈ， ａｎｄ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ｎｏ ｓｕｄｄｅｎ ｃｈａｎｇｅ ｉｎ ｔｈｅ
ｒｅａｃｔｉｏｎ ｔｏｒｑｕｅ ｄｕｒｉｎｇ ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ．

Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｔｈ， ｔｈｅ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｒｅ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｃｕｂｉｃ
ｓｐｌｉｎｅ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅｄ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ
ｒｏｂｏｔ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｍｏｄｅｌ． Ｔｈｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｔａｋｅｎ
ａｓ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｓｔａｔｅ， ａｓ ｓｈｏｗｎ ｂｙ ｔｈｅ ｄｏｔｔｅｄ ｌｉｎｅ ｉｎ
Ｆｉｇ．７ ｔｏ Ｆｉｇ．１４．

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ ｒｏｂｏｔ

Ｆｉｇ． ８　 Ａｔｔｉｔｕｄｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｂｏｄｙ
ｆｏｒ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ ｍｅｔｈｏｄ

　 　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ａｎｄ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｄｕｒｉｎｇ
ｔｈｅ ｍａｎｅｕｖｅｒ ｗｉｔｈ ｐｌａｎｎｅｄ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ａｒｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ
Ｆｉｇ． ７， ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ
ｃａｎ ｂｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ．
Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ ａｒｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ
Ｆｉｇ． ８． Ｔｈｅ ａｎｇｌｅｓ ａｎｄ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｆ
ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｊｏｉｎｔｓ ａｒｅ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ． ９ ａｎｄ Ｆｉｇ． １０，
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｃｌｅａｒｌｙ ｓｅｅ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ ｏｆ
ｔｈｅ ａｎｇｌｅｓ ａｎｄ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｈｐ⁃
ＡＧＰＭ ａｎｄ ｔｈｅ ＯＤＥ４５ ｍｅｔｈｏｄ （Ｍａｔｌａｂ ｆｕｎｃｔｉｏｎ），
ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅｓ ａｒｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ Ｆｉｇ． １１ ａｎｄ Ｆｉｇ． １２．
Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｆｉｇ． １１ ａｎｄ Ｆｉｇ． １２ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｎｇｌｅｓ ａｎｄ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｆ
ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｊｏｉｎｔｓ ａｒｅ ｓｍａｌｌ， ａｎｄ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ
ｈｐ⁃ＡＧＰＭ ｉｓ ｖｅｒｉｆｉｅｄ． Ｓｔａｔｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ｏｎ
ｖａｒｉｏｕｓ ｇｒｉｄｓ ａｒｅ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ． １３． Ｔｈｅ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ ｃａｎ
ｇｕａｒａｎｔｅｅ ｔｈａｔ ｉｔ ｗｉｌｌ ｂｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｄ ｔｏ ａｎ ａｃｃｅｐｔａｂｌｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｂｙ ７ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ． Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ’ ｓ
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ｍａｘｉｍｕｍ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ， ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｆｏｒ ｔｈｉｓ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｓ ｃｏｎｓｔａｎｔ （ ｂｅｃａｕｓｅ ｔｈｅ ｆｉｎａｌ ｔｉｍｅ ｉｓ
ｃｏｎｓｔａｎｔ） ａｎｄ Ｆｉｇ．１４ ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｉｓ ｉｎ
ｅｘｃｅｌｌｅｎｔ ａｇｒｅｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｔｈｉｓ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔ．

Ｆｉｇ． ９　 Ａｎｇｌｅｓ ｏｆ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｊｏｉｎｔｓ

Ｆｉｇ． １０　 Ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｆ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｊｏｉｎｔｓ

Ｆｉｇ．１１　 Ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｊｏｉｎｔ ａｎｇｌｅｓ

Ｆｉｇ．１２　 Ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｊｏｉｎｔ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ

Ｆｉｇ．１３　 Ｓｔａｔｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ｏｎ ｖａｒｉｏｕｓ ｇｒｉｄｓ

Ｆｉｇ．１４　 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｖｓ ｔｉｍｅ

　 　 Ｔａｂｌｅ ２ ｓｈｏｗｓ ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ
ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｈ －ｍｅｔｈｏｄ， ｐ －ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ
ｔｈｅ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ． Ｔｈｒｏｕｇｈ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ， ｉｔ ｗａｓ ｆｏｕｎｄ ｔｈａｔ
ｔｈｅ ｐ－ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ｎｅｖｅｒ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ａ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ ε ≤１０ －３ ， ｓｏ ｔｈｅ ｈ－ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｈｐ⁃
ＡＧＰＭ ｍｅｔｈｏｄ ｗｅｒｅ ｃｏｍｐａｒｅｄ ａｎｄ ａｎａｌｙｚｅｄ．
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ

ｍｅｔｈｏｄｓ

ε Ｓｔｒａｔｅｇｙ Ｍｅｓｈ ｐｏｉｎｔｓ ＣＰＵ ｔｉｍｅ （ｓ） Ｔｏｌｅｒａｎｃｅ （１０－６）

１０ －４

ｐ － － －

ｈ ４８ ５．６２７９ ８２．８３３０

ｈｐ ４８ ５．５６４３ ６６．８１５０

１０ －５

ｐ － － －

ｈ ８０ ９．２４６０ ７．３６８５

ｈｐ ７０ ７．９２２９ ８．０８１６

１０ －６

ｐ － － －

ｈ １２４ １４．１９１３ ０．５３９０

ｈｐ １０４ １０．５６１ ０．８２４９

　 　 Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ ｆｒｏｍ Ｔａｂｌｅ ２ ｔｈａｔ ｔｈｅ ＣＰＵ ｔｉｍｅ
ａｎｄ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ａｒｅ ｓｉｍｉｌａｒ ｆｏｒ ε ≥
１０ －４ ． Ａｓ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ ｉｓ ｔｉｇｈｔｅｎｅｄ， ｔｈｅ
ａｄｖａｎｔａｇｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ ａｒｅ ｇｒａｄｕａｌｌｙ ｓｈｏｗｎ． Ｔｈｅ
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ｈ⁃ｍｅｔｈｏｄ ｒｅｑｕｉｒｅｓ ｍｏｒｅ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ｔｏ ａｃｈｉｅｖｅ
ａｎ ａｃｃｅｐｔａｂｌｅ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ， ｗｈｉｃｈ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ ｉｎｃｒｅａｓｅｄ
ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｃｏｓｔ ｗｈｅｎ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｈｐ⁃
ＡＧＰＭ． Ｔｈｅ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ ｈａｓ ｇｒｅａｔ ａｄｖａｎｔａｇｅｓ ｉｎ ｂｏｔｈ
ｔｈｅ ｓｏｌｖｉｎｇ ｓｐｅｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ
ｐｏｉｎｔｓ．

５　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

　 　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ａ ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｓｃｈｅｍｅ ｏｆ ＦＦＳＲ
ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ． Ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｆ ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｉｓ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｒｅａｃｔｉｏｎ
ｔｏｒｑｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ａｔ ｔｅｒｍｉｎａｌ ｔｉｍｅ． Ａ ｐｌａｎａｒ ２⁃
ＤＯＦ ＦＦＳＲ ｉｓ ｔａｋｅｎ ａｓ ａｎ ｅｘａｍｐｌｅ ｔｏ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ
ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｈｐ⁃ＡＧＰＭ ｃａｎ ｐｒｏｇｒａｍ ａｎ ｏｐｔｉｍａｌ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ
ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ ｏｆ ｓｐａｃｅ ｒｏｂｏｔ ｉｎ １０．６ ｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ
ε ＝ １０ －６ ． Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｌａｎｎｅｄ ｓｔａｔｅ
ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｎｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｒｅ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ａｎｄ
ｓｍｏｏｔｈ ａｎｄ ｍｅｅｔ ｔｈｅ ｐａｔｈ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ．

Ｔｈｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｓ ｏｆ ｈｐ⁃ＡＧＰＭ， ＣＶＰ ｍｅｔｈｏｄ
ａｎｄ ＲＡＣ ｍｅｔｈｏｄ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙ
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ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｏｐｔｉｍａｌ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ＆ Ｍｅｔｈｏｄｓ，
２０１１， ３２（４）： ４７６－５０２． ＤＯＩ： １０．１００２ ／ ｏｃａ．９５７．

［２１］Ｄａｒｂｙ Ｃ Ｌ， Ｈａｇｅｒ Ｗ Ｗ， Ｒａｏ Ａ Ｖ． Ｄｉｒｅｃｔ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ａ ｖａｒｉａｂｌｅ ｌｏｗ⁃ｏｒｄｅｒ ａｄａｐｔｉｖｅ
ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ ａｎｄ
Ｒｏｃｋｅｔｓ， ２０１１，４８（３）：４３３－４４５． ＤＯＩ：１０．２５１４ ／ １．５２１３６．

［２２］Ｃｒａｉｎ Ａ，Ｕｌｒｉｃｈ Ｓ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｏｐｔｉｍａｌ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｐｌａｎｎｉｎｇ
ｆｏｒ ｆｒｅｅ⁃ｆｌｏａｔｉｎｇ ｓｐａｃｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓ ｕｓｉｎｇ ａ Ｇａｕｓｓ
ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ． ＡＩＡＡ ／ ＡＡＳ Ａｓｔｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ

Ｓｐｅｃｉａｌｉｓｔ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ． Ｒｅｓｔｏｎ， ＶＡ： ＡＩＡＡ， ２０１６． ＤＯＩ：
１０．２５１４ ／ ６．２０１６－５２７２．

［２３］Ｈｏｕ Ｈ． Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ Ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ
Ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ Ｕｎｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ Ｏｐｔｉｍａｌ Ｃｏｎｔｒｏｌ． Ｇａｉｎｅｓｖｉｌｌｅ：
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｆｌｏｒｉｄａ， ２０１３．

［２４］Ｈａｇｅｒ Ｗ Ｗ， Ｈｏｕ Ｈ Ｙ， Ｍｏｈａｐａｔｒａ Ｓ， ｅｔ ａｌ．
Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ ｆｏｒ ａ Ｒａｄａｕ ｈｐ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ
ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１９， ７４（１）： ２７５－３１４．
ＤＯＩ： １０．１００７ ／ ｓ１０５８９－０１９－００１００－１．

［２５］Ｘｕ Ｙ Ｓ， Ｋａｎａｄｅ Ｔ． Ｓｐａｃｅ Ｒｏｂｏｔｉｃｓ： Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ
Ｃｏｎｔｒｏｌ． ＵＳＡ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ， １９９３． １６５－２０４．

［２６］Ｚｈａｎｇ Ｘ， Ｚｅｎｇ Ｘ Ｘ， Ｌａｎｇ Ｂ． Ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｏｆ ｆｒｅｅ⁃
ｆｌｏａｔｉｎｇ ｓｐａｃｅ ｒｏｂｏｔ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｖａｒｉａｂｌｅ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ． Ｏｐｔｉｃｓ ａｎｄ Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１９， ２７（２）： ３７２ － ３７８． ＤＯＩ： １０． ３７８８ ／
ＯＰＥ．２０１９２７０２．０３７２．

·１９·


