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各向异性黏弹性隧道开挖位移时变解析解
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摘　要：针对各向异性初始应力状态（侧压力系数Ｋ０不等于１）的岩体隧道开挖问题，假定开挖岩体为Ｍａｘ
ｗｅｌｌ黏弹性模型，从各向异性条件下围岩位移解答出发，通过对应性原理求解圆形隧道施工开挖过程中的围
岩位移时变解，探讨各因素对围岩位移的影响．结果表明：对于隧道顶点，当各向异性参数（侧压力系数）
Ｋ０＞１时，先是向围岩方向产生位移，此后流变作用的影响导致围岩位移逐渐向隧道内转变；而对于 Ｋ０≤１，
隧道一旦开始开挖，随即向隧道内产生围岩位移，且时变位移随Ｋ０的不断减小而逐渐增大；对于隧道中点，
各向异性（侧压力系数）对隧道中点处位移的影响与隧道顶点处位移刚好相反；此外，隧道施工中开挖速度、

开挖加速度越大，围岩时变位移也越大．
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　　随着国民经济的发展，隧道工程建设规模正
日益扩大，许多隧道工程属于长周期、大断面施

工，连续的开挖施工造成隧道内边界条件随时间

不断发生变化，而信息化施工要求隧道开挖工程

关注的不仅是最终状态，对开挖过程中的工况及

安全也提出了更高的要求．因此，应在考虑开挖过
程的时变特征基础上建立适当的分析方法，对隧

道围岩应力、位移分布及稳定性情况开展研究．有



关时变力学的研究中，早期文献［１－３］提出了时
变力学的概念，并应用于简单工程实践中；文献

［４－６］逐步将时变力学引入到岩土及隧道工程
施工实践中．如果隧道在黏土、软岩等具有明显流
变特性的岩土体中进行施工，隧道开挖属于黏弹

性时变力学问题．文献［７－８］采用渗流 －力学耦
合模型，分析了黏弹性饱和土体中隧道开挖引起

的应力场和位移场，但其未考虑时变特征．此外，
众多文献表明目前分析隧道围岩应力及位移的理

论大多假设初始各向应力相等（即侧压力系数 Ｋ０
为１），但在工程实践中，岩体通常处于初始非等
向的固结状态，侧压力系数 Ｋ０一般小于１，在超
固结状态中大于１，均表现出明显的各向异性初
始应力；另外，隧道开挖过程中应力状态的改变以

及塑性变形等因素也会改变岩体的各向异性

特性．
基于以上原因，将隧道围岩视为 Ｍａｘｗｅｌｌ黏

弹性模型，通过拉普拉斯数值变换求解各向异性

初始应力状态下圆形隧道开挖过程中的围岩位移

时变解析解，探讨隧道各向异性初始应力状态、匀

速及加速开挖工况等因素对围岩时变位移的

影响．

１　模型描述
各向异性条件下隧道开挖的力学模型如图１

所示，其中θ，ｒ为所取极坐标，隧道半径时变函数
ａ（ｔ）即为施工隧道半径与开挖时间的关系，θ为
沿逆时针方向与水平向的夹角，ｐ０为初始竖向应
力，Ｋ０为各向异性参数（侧压力系数）．Ｍａｘｗｅｌｌ
黏弹性模型如式（１）与图２所示［９］，其中参数Ｇ、
η、Ｅ、ν分别为岩体材料的剪切模量、黏滞系数、
弹性模量、泊松比；σ为应力，σ与 ε分别为应力
变化率与应变率．
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图１　隧道开挖力学模型

ε＝ σＥ＋
σ
η
． （１）

!!""#!

"

图２　Ｍａｘｗｅｌｌ黏弹性模型

２　非时变弹性解析
对于隧道圆孔在各向异性初始应力状态作用

下的开挖问题，弹性状态下隧道周围岩体位移表

达式为［１０］

ｕ＝
（ν２－１）ｐ０
２Ｅ ［（１＋Ｋ０）ｒ＋

ａ２( )ｒ ＋（Ｋ０－１）×
ｒ－ａ

４

ｒ３
＋４ａ

２( )ｒ ｃｏｓ２θ］＋
ν（１＋ν）ｐ０
２Ｅ ［（１＋

Ｋ０）ｒ－
ａ２( )ｒ ＋（１－Ｋ０）× ｒ－ａ

４

ｒ( )３ ｃｏｓ２θ］．
（２）

式中：ｕ为隧道圆孔外岩体径向位移，本文假定位
移向岩体外方向为正，向隧道内方向为负；ａ为圆
孔半径；ｒ为圆孔外某一点半径．

３　黏弹性时变解析解

由对应性原理可知［１１］，黏弹性时变力学解即

由相应的弹性时变力学解答经过 Ｌａｐｌａｃｅ变换，
然后将式中的剪切模量 Ｇ用 Ｇｖ表示，对于 Ｍａｘ
ｗｅｌｌ模型，Ｇｖ＝ｓ／（ｓ／Ｇ＋１／η）

［１２］，最后将结果进

行逆变换即可得到黏弹性时变解．
考虑隧道开挖为时变过程时，假设土体不可

压缩（ν＝０５），则式（２）变为

　ｕ＝－
ｐ０
８Ｇ［（１＋Ｋ０ (） ｒ＋ａ（ｔ）２)ｒ ＋（Ｋ０－１）×

(　　　 ｒ－ａ（ｔ）
４

ｒ３
＋４ａ（ｔ）

２)ｒ ｃｏｓ２θ］＋
ｐ０
８Ｇ［（１＋

　　　Ｋ０ (） ｒ－ａ（ｔ）２)ｒ ＋（１－Ｋ０）×

(　　　 ｒ－ａ（ｔ）
４

ｒ )３ ｃｏｓ２θ］． （３）

３１　匀速开挖黏弹性时变位移解
假定隧道以匀速进行开挖，隧道圆孔初始半

径ａ（０）＝ａ０，以速度ｖ向外扩展，即
ａ（ｔ）＝ａ０＋ｖｔ． （４）

　　将式（４）及 Ｇｖ ＝ｓ／（ｓ／Ｇ＋１／η）代入式（３）
中，即可得到黏弹性时变Ｌａｐｌａｃｅ变换位移解：

ｕｓ＝ｕａ＋ｕｂ＋ｕｃ＋ｕｄ． （５）
式中：

ｕａ＝
－ｐ０（ηｓ＋Ｇ）
８ｓＧη

（１＋Ｋ０）
ｒ
ｓ＋

Ｂ( )[ ]ｒ ，
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ｕｂ＝
－ｐ０（ηｓ＋Ｇ）
８ｓＧη

（Ｋ０－１）
ｒ
ｓ－

Ａ
ｒ３
＋４Ｂ( )[ ]ｒ ｃｏｓ２θ，

ｕｃ＝
ｐ０（ηｓ＋Ｇ）
８ｓＧη

（１＋Ｋ０）
ｒ
ｓ－

Ｂ( )[ ]ｒ ，

ｕｄ ＝
－ｐ０（ηｓ＋Ｇ）
８ｓＧη

（Ｋ０－１）
ｒ
ｓ－

Ａ
ｒ( )[ ]３ ｃｏｓ２θ，

Ａ＝
ａ４０
ｓ＋
２４ｖ４

ｓ５
＋
１２ａ２０ｖ

２

ｓ３
＋
４ａ３０ｖ
ｓ２
＋
２４ａ０ｖ

３

ｓ４
，

Ｂ＝
ａ２０
ｓ＋
２ｖ２

ｓ３
＋
２ａ０ｖ
ｓ２
．

　　再将式（５）进行逆变换，即可得到隧道匀速
开挖过程中黏弹性时变位移解答：

ｕｖｒｔ（ｒ，ｔ）＝ｕ１＋ｕ２＋ｕ３＋ｕ４． （６）
式中：

ｕ１ ＝－
ｐ０ｔ
８η
（１＋Ｋ０）ｒ＋

Ｃ( )ｒ －
ｐ０
８Ｇ（１＋Ｋ０）ｒ＋

Ｄ２( )ｒ，
ｕ２ ＝－

ｐ０
８Ｇ（Ｋ０－１）ｒ－

Ｄ４

ｒ３
＋４Ｄ

２

ｒ( )２ ｃｏｓ２θ－

ｐ０ｔ
８η
（Ｋ０－１）ｒ－

Ｆ
ｒ３
＋４Ｈ( )ｒｃｏｓ２θ，

ｕ３ ＝
ｐ０
８Ｇ（１＋Ｋ０）ｒ－

Ｄ２( )ｒ ＋
ｐ０ｔ
８η
（１＋Ｋ０）ｒ－

Ｃ( )ｒ，
ｕ４ ＝

ｐ０
８（１－Ｋ０）ｃｏｓ２θ

１
Ｇ ｒ－

Ｄ４

ｒ( )３ ＋ｔη ｒ－Ｆｒ( )[ ]３ ，

Ｃ＝ａ２０＋ａ０ｖｔ＋
１
３ｖ

２ｔ２，

Ｄ＝ａ０＋ｖｔ，

Ｈ＝ａ２０＋
１
３ｖ

２ｔ２＋ａ０ｖ，

Ｆ＝ａ４０＋２ａ０ｖ
２ｔ２＋２ａ３０ｖｔ＋

１
５ｖ

４ｔ４＋ａ０ｖ
３ｔ３．

３２　加速开挖黏弹性时变位移解
对于隧道加速开挖情况，假定

ａ（ｔ）＝１２ｂｔ
２＋ｃｔ＋ａ０． （７）

式中：ｂ为开挖加速度；ｔ为开挖时间．为简单起
见，假定ｃ＝０．

同上一小节一样，将式（７）及 Ｇｖ ＝ｓ／（ｓ／Ｇ＋
１／η）代入式（３）中，得到黏弹性时变 Ｌａｐｌａｃｅ变
换位移解，再将其进行逆变换，即可得到隧道加速

开挖过程中围岩黏弹性时变位移解答：

ｕｂｒｔ（ｒ，ｔ）＝ｕ５＋ｕ６＋ｕ７＋ｕ８． （８）
式中：

　　　ｕ５ ＝－
ｐ０ｔ
８η
（１＋Ｋ０）ｒ＋

Ｑ( )ｒ －
ｐ０
８Ｇ（１＋

　　　　　Ｋ０）ｒ＋
Ｊ( )ｒ，

ｕ６ ＝－
ｐ０
８（Ｋ０－１）ｃｏｓ２θ［

１
Ｇ ｒ－

Ｔ
ｒ３
＋Ｌ( )ｒ ＋

　　　 ｔ
η ｒ－

Ｍ
ｒ３
＋Ｎ( )ｒ］，

ｕ７＝
ｐ０
８Ｇ（１＋Ｋ０）ｒ－

Ｊ( )ｒ ＋
ｐ０ｔ
８η
（１＋Ｋ０）ｒ－

Ｑ( )ｒ，
ｕ８＝

ｐ０
８Ｇ（１－Ｋ０）ｒ－

Ｔ
ｒ( )３ ｃｏｓ２[ ]θ＋ｐ０ｔ８η［（１－Ｋ０）×

　　 ｒ－Ｍ
ｒ( )３ ｃｏｓ２θ］，

　　　　　Ｑ＝１２０ｂ
２ｔ４＋ａ２０＋

１
３ａ０ｂｔ

２，

　　　　　Ｊ＝１４ｂ
２ｔ４＋ａ２０＋ａ０ｂｔ

２，

Ｔ＝１１６ｂ
４ｔ８＋１２ａ０ｂ

３ｔ６＋３２ａ
２
０ｂ
２ｔ４＋２ａ３０ｂｔ

２＋ａ４０，

Ｍ＝ １１４４ｂ
４ｔ８＋１１４ａ０ｂ

３ｔ６＋３１０ａ
２
０ｂ
２ｔ４＋２３ａ

３
０ｂｔ

２＋ａ４０，

　　　　　Ｎ＝１５ｂ
２ｔ４＋４ａ２０＋

４
３ａ０ｂｔ

２，

　　　　　Ｌ＝ｂ２ｔ４＋４ａ２０＋４ａ０ｂｔ
２．

　　至此，本文已完整推导了考虑各向异性特性
（不同侧压力系数）及隧道不同开挖方式（匀速开

挖、加速开挖）的围岩时变位移解析解．
３３　对本文解答的讨论

本文推导的式（６）与式（８）为各向异性条件
下考虑匀速开挖与加速开挖工况的围岩黏弹性时

变位移解答，令侧压力系数Ｋ０为１，则式（６）可退
化到各向同性条件下匀速开挖围岩时变位移解

答，即

ｕｖｒｔ（ｒ，ｔ）＝－
ｐ０ｔ
２ηｒａ

２
０＋ａ０ｖｔ＋

１
３ｖ

２ｔ( )２ －
ｐ０
２Ｇｒ（ａ０＋ｖｔ）

２． （９）

该表达式与文献［５］解答完全一致．
再令开挖速度ｖ以及加速度ｂ为０，式（６）与

式（８）均可退化到文献［５］中的黏弹性位移解答．
即

ｕｖｒｔ（ｒ，ｔ）＝ｕ
ｂ
ｒｔ（ｒ，ｔ）＝－

ｐａ２０
２Ｇｒ－

ｐａ２０
２ηｒ
ｔ．（１０）

　　由上可知，文献［５］中解答仅为本文解答的
一个特解，文献［５］考虑了匀速开挖的时变位移
解析解，并用对应性原理验证了其方法的正确性，

本文解答不仅可以考虑开挖方式（匀速开挖、加

速开挖）对围岩时变位移的影响，还可考虑各向

异性特性对围岩时变位移的影响．
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４　算例分析
为了便于分析各向异性初始应力状态条件下

圆形隧道施工开挖过程中围岩黏弹性时变位移解

的规律性，取如下参数进行对比：隧道初始半径ａ０
为０ｍ，初始竖向应力ｐ０为１ＭＰａ，剪切模量Ｇ为
１０００ＭＰａ，黏滞系数 η为１０００ＭＰａ·ｄ，围岩半
径ｒ为１０ｍ（即图１中 Ａ、Ｂ点的半径），开挖速
度ｖ＝１ｍ·ｄ－１．
４１　各向异性对围岩时变位移解的影响

各向异性初始应力状态条件下，侧压力系数

Ｋ０值的改变对围岩位移影响如图３，４所示．
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图３　各向异性对时变位移的影响（Ｂ点位置）
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图４　各向异性对时变位移的影响（Ａ点位置）

　　对于图３，当不考虑各向异性特性时（Ｋ０＝
１），隧道开挖后，由于未采取围岩支护措施，隧道
顶部Ｂ点向隧道内产生围岩位移（位移值为负），
这与实际工程是一致的；当各向异性参数 Ｋ０＞１
时，在隧道开挖的前期，各向异性状态对围岩位移

起主导作用，即隧道顶部围岩 Ｂ点处先是由于隧
道两端侧压力作用向围岩方向收缩（位移值为

正），且Ｋ０越大，收缩作用越明显，此后随着开挖
时间的不断推移，流变作用的影响逐渐显现，导致

Ｂ点部位围岩位移逐渐向隧道内转变；而对于 Ｋ０
≤１情况时，隧道一旦开始开挖，随即向隧道内产
生位移，且围岩时变位移随Ｋ０的不断减小而逐渐
增大．

对于隧道中部 Ａ点处围岩位移，由图４可以
看出，各向异性对隧道中点处位移与隧道顶点处

位移刚好相反．即当 Ｋ０≥１时，隧道一旦开始开
挖，隧道中点处内壁位移就向洞内方向发生，且位

移随着时间与 Ｋ０的不断增大而增大；当 Ｋ０＜１
时，其位移变化规律与图３中 Ｋ０＞１时隧道顶点
Ｂ处时变位移较为相似．
４２　不同开挖速度对围岩时变位移解的影响

由于４２～４３节只分析某一因素对时变位
移解的影响，故此时不考虑各向异性特性（即假

定Ｋ０＝１）．图５为不同开挖速度条件下，隧道围
岩的黏弹性时变位移与隧道开挖时间关系．可以
看出：隧道开挖速度的大小对围岩位移影响较大，

开挖速度越大，围岩时变位移也越大（位移为负

值，即向隧道内方向，下同），且其增大速率越大．
如在开挖第１０天时，ｖ＝０２５ｍ·ｄ－１所对应的
围岩位移为０６８ｍｍ，ｖ＝０５ｍ·ｄ－１所对应的
围岩位移为２７ｍｍ，而当ｖ＝１ｍ·ｄ－１时对应的
围岩位移则达１０８ｍｍ，由此说明在实际工程中，
考虑开挖速度的影响是非常有必要的，应根据隧

道支护时围岩所需的自身蠕变位移采取适当的开

挖速度．
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图５　开挖速度对围岩时变位移的影响

４３　不同开挖加速度对围岩时变位移解的影响
隧道开挖加速度对隧道围岩黏弹性时变位移

的影响如图６所示，可以看出，加速度越大，开挖
过程中的时变位移也越大，且呈非线性加速增大．
开挖１０ｄ时，ｂ＝００５ｍ·ｄ－２时隧道围岩所对
应的位移为０９４ｍｍ，ｂ＝０１ｍ·ｄ－２时，其时变
位移为 ３８ｍｍ，增大了 ３０倍，而当 ｂ ＝
０２ｍ·ｄ－２时所对应的位移则达１５０ｍｍ，比
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ｂ＝００５ｍ·ｄ－２时所对应的位移增大了 １５０
倍，说明隧道开挖加速度对围岩黏弹性时变位移

影响非常显著．
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图６　开挖加速度对围岩时变位移的影响

５　结　论
１）推导了各向异性条件下匀速开挖以及加

速开挖隧道围岩位移时变解答，本文应力各向异

性即侧压力系数不仅包括１，而且能取其他任意
值，文献［５］仅是本文解答的特例之一．
２）当各向异性参数Ｋ０＞１时，隧道顶点上方

Ｂ处先是向围岩方向收缩，此后受流变作用的影
响，围岩位移逐渐向隧道内转变；而对于 Ｋ０≤１，
隧道一旦开始开挖，随即向隧道内产生围岩位移，

且时变位移随Ｋ０的不断减小而逐渐增大．
３）对于隧道中部Ａ点围岩位移，各向异性对

隧道中点处位移的影响与隧道顶点处位移刚好相

反．即当Ｋ０≥１时，隧道一旦开始开挖，隧道中点
处内壁就向洞内方向产生位移，且位移随着时间

与Ｋ０的不断增大而增大；当 Ｋ０＜１时，其规律与
图３中Ｋ０＞１时隧道顶点处时变位移相似．
４）开挖速度、开挖加速度对围岩时变位移的

影响不可忽视，随着隧道开挖速度、开挖加速度的

增大，围岩时变位移也逐渐增大，且呈非线性加速

增大．
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