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基于颗粒接触理论的深层砂土剪切波速度
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摘　要：为了研究深层砂土剪切波速度，首先假设深层砂土为不规则排列等球体颗粒的集合体，在颗粒接触
理论以及细观颗粒弹性力学的研究成果上推导出砂土的等效剪切模量，继而得到宏观剪切波速计算公式；然

后分析了孔隙率、饱和度、内摩擦角、土粒密度、应力大小以及砂土颗粒的弹性模量和泊松比等因素对剪切波

速的影响，最后将理论方法计算结果与深层砂土实测剪切波速进行了对比验证．结果表明：理论方法计算得
到的结果与实测结果吻合较好，剪切波速度主要受孔隙率、应力大小及砂土颗粒弹性模量等因素影响显著；

高应力状态下，尤其是当密实度达到１００％后，应力增长会导致剪切波速继续增加．
关键词：颗粒接触理论；实际平均接触点数；等效剪切模量；应力状态
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　　砂土主要由固相（固体颗粒）和液相（土中流
体）组成，因此一般认为是两相介质．不同学者从
不同角度出发，建立了多种理论体系，深入研究双

相介质中弹性波的传播问题，最具有代表性的理

论有：Ｂｉｏｔ流体饱和多孔介质波传播理论、Ｋｕｓｔｅｒ

的散射波分析、Ｂｒａｎｄｔ的颗粒模型理论［１］．Ｂｉｏｔ理
论和Ｋｕｓｔｅｒ的散射波分析都只是从宏观上去认
识土介质中的波，并不探究砂土颗粒间的力学行

为，对砂土中剪切波速的预测也有一定的局限性．
Ｂｒａｎｄｔ首先尝试引入经典弹性力学中 Ｈｅｒｔｚ球颗
粒接触模型，从细观模型推导宏观参数，但其推导

是建立在一系列孔隙率的假设的基础上的，这些

孔隙率假设带有较强的主观性，不能合理解释细

观颗粒的力学行为．



近些年，关于颗粒介质的弹性力学进展比较

快．２０世纪５０年代 ＨｅｒｔｚＤｕｆｆｙ理论创立时假设
颗粒是规则排列的；到了２０世纪８０年代不规则
排列的颗粒集合体大量被研究；２０世纪９０年代
钟晓雄、袁建新进一步将散粒体的细观力学变量

与宏观力学变量建立了相关关系．颗粒间的弹性
接触行为的研究也逐渐深入，Ｈｅｒｔｚ模型假设颗粒
表面是光滑的；２０世纪５０年代 Ｍｉｎｄｌｉｎ考虑颗粒
间的摩擦，但是没有考虑颗粒表面粗糙度的大小

的影响；２０世纪６０年代Ｇｒｅｅｎｗｏｏｄ等引入颗粒粗
糙度并指出了在低应力情况下粗糙度大小对接触

面大小的影响趋势．本文尝试在宏观上将砂土介
质等效为均匀各向同性的连续介质，利用改进的

颗粒接触理论推导宏观等效模型的弹性模量，得

到深层砂土的剪切波波速计算公式．通过分析孔
隙率、饱和度、内摩擦角、土粒密度、应力大小、砂

土颗粒的弹性模量和泊松比等因素对剪切波速的

影响，将计算公式进行简化，最后通过实测结果对

本文方法进行验证．

１　砂土宏观模型
砂土介质的本质是非连续的随机堆积的微小

颗粒以及填充于颗粒间空隙的流体的集合体．然
而从砂土颗粒粒径大小的统计学分布来看，在整

个介质中，颗粒的粒径分布是均匀的而且是各向

同性的；从测量的尺度上来看，弹性波的波长往往

是砂土的颗粒的数百倍甚至数千倍以上，颗粒之

间的空隙尺寸也是波长尺寸的无穷小数量级，因

此在宏观上可以将整个介质等效成均匀各向同性

的连续介质．在均匀各向同性介质中，弹性波传播
的波动方程为

２ｕ
ｔ２
＝Ｖ２２ｕ． （１）

式中：Ｖ为弹性波传播的波速，ｕ为质点的位移．
假设砂土介质的等效剪切模量为 Ｇｅ，密度为

ρ，则砂土介质中的宏观剪切波传播速度为

Ｖｓ＝
Ｇｅ
槡ρ

． （２）

　　砂土介质的等效体积模量和等效剪切模量受
到砂土颗粒的矿物组成、物理力学性质以及空间

排列方式和流体性质等因素的影响．为了研究各
种因素对整体介质波动特性的影响，从细观力学

模型进行分析，运用 Ｈｅｒｔｚ模型、等效流体模型等
方法进行研究．

假设砂土介质中固相（干燥状态下颗粒骨

架）的等效剪切模量为Ｇｓｅ．由于流体不能抗剪，液

相对砂土介质的等效剪切模量没有影响，因此砂

土介质的等效剪切模量等于砂土颗粒骨架的等效

剪切模量，砂土介质中的剪切波波速为

Ｖｓ＝
Ｇｓｅ
槡ρ

． （３）

２　砂土颗粒细观力学模型
砂土颗粒骨架的等效剪切模量与砂土颗粒的

细观组构、弹性性质、形状及排列形式等因素有

关．本文尝试将砂土介质视为材料性质相同、大小
相等的球形固体颗粒的随机堆积散粒集合体，通

过推导颗粒之间的接触刚度求出砂土介质的等效

剪切模量．
钟晓雄［２］研究了散粒体的细观组构与本构

关系，各向同性散粒体等效剪切模量可以表示为

Ｇｓｅ＝
ｃ（２＋３ξ）（１－φ）

２０πｒ
Ｄｎ，

ξ＝
Ｄｓ
Ｄｎ

{ ．
（４）

式中：ｒ是等效球形颗粒的半径；ｃ是散粒体中平
均每个颗粒与相邻颗粒的接触点数；φ为散粒体
的孔隙率；Ｄｎ为法向接触刚度；Ｄｓ为切向接触
刚度．

式（４）表明颗粒接触刚度是影响散粒体等效
剪切模量的主要因素，而砂土颗粒的接触刚度取

决于颗粒间的接触力学行为．Ｇｒｅｅｎｗｏｏｄ研究了
颗粒粗糙度对颗粒接触行为的影响程度，并且指

出在高应力状态下，粗糙颗粒间的等效接触半径

与Ｈｅｒｔｚ模型的计算结果很接近［３］．故本文采用
Ｈｅｒｔｚ弹性等球形颗粒接触模型［４］来求得颗粒接

触刚度，图１为两弹性等球体接触示意图，假定如
下：１）相互接触的两球体直径相等，弹性性质相
同，表面粗糙；２）在法向压力作用下形成的接触
面为圆形；３）颗粒间不发生滑移．
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图１　两弹性等球体接触示意图

　　图１中ａ为等球体间法向压缩接触面积的半
径，Ｐ为等球体间的法向压力，Ｔ为剪切力．两接

·００１· 哈　尔　滨　工　业　大　学　学　报　　　　　　　　　　　　　第４３卷　



触等球体间的法向接触刚度 Ｄｎ和切向接触刚度
Ｄｓ可表示为

［５］

Ｄｎ ＝
２Ｅｐ
１－ν２ｐ

ａ，

Ｄｓ＝
４Ｅｐ

（２－νｐ）（１＋νｐ）
{ ａ．

（５）

式中：νｐ为等球体的泊松比；Ｅｐ为等球体的弹性
模量．

ａ可表示为

ａ＝
３
３（１－ν２ｐ）ｒＰ
４Ｅ槡 ｐ

． （６）

　　等球体间的法向压力属于细观接触力．Ｄｉｇ
ｂｙ［６］假设等球体的随机堆积体的边界被一层连续
封闭的膜包裹，膜的外侧均匀分布围压 Ｐ０．通过
推导，Ｄｉｇｂｙ得到了等球体间的法向力 Ｐ与围压
Ｐ０的关系为

Ｐ＝
４πｒ２Ｐ０
ｃ（１－φ）

． （７）

式中ｃ为颗粒的平均接触点数．Ｍｕｒｐｈｙ［７］研究了
等球体致密堆积的平均接触点数ｃ与堆积体孔隙
率φ之间的关系，指出颗粒之间接触状态分为实
际接触状态和临近接触状态，而实际接触点数目

比理论模型的接触点数目要少．综合实测结果、计
算机模拟结果及理论结果，平均接触点数 ｃ与孔
隙率φ关系如图２所示．
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图２　平均接触点数与孔隙率关系

　　从整体上看，ｃ随着φ的增大而减小的．当φ
在１５％～２５％之间变化时，ｃ与 φ几乎成线性关
系，这是因为此时砂土处于密实状态，砂土颗粒发

生刚体位移或者翻滚的几率已非常小，随着 φ的
减小，砂土骨架压缩，必然产生新的接触；而当 φ
在２５％～４５％之间时，ｃ与φ的关系离散性较大，
这是因为此时砂土处于中密或松散状态，砂土颗

粒发生刚体位移或者翻滚的几率较大，而颗粒位

置的变化并不一定导致接触点数目的增加．本文
通过拟合后得到实际平均接触点数 ｃ与孔隙率 φ

的关系为

ｃ＝００２２８·ｅｘｐ［（１－）／０．１２３１］＋２３９２９．
（８）

　　综合式（４）～（８）可得砂土介质的固体颗粒
骨架的等效剪切模量Ｇｓｅ的表达式为

Ｇｓｅ＝
３（５－４νｐ）
５（２－νｐ）

３
ｃ２（１－）２Ｅ２ｐＰ０
９π２（１－ν２ｐ）槡 ２ ．（９）

３　砂土中剪切波波速
将式（９）代入式（３）得

Ｖｓ＝
Ｇｓｅ
槡ρ

＝
３（５－４νｐ）
５（２－νｐ）ρ

３
ｃ２（１－）２Ｅ２ｐＰ０
９π２（１－ν２ｐ）槡槡 ２ ．

（１０）
　　本文认为，式（１０）中砂土颗粒所受围压Ｐ０可
视为其所处状态下的有效应力，则

Ｐ０ ＝σｈ＋σａ＝Ｋ０（珔γｚ＋σａ）． （１１）
式中：Ｋ０为静止土压力系数；珔γ为土的平均重度，
珔γ＝珋ρｇ，珋ρ为土的平均质量密度，ｇ为重力加速
度；ｚ为土的深度；σａ为附加应力．

式（１１）可改写为

Ｐ０ ＝Ｋ０珔γｚ＋
σａ
Ｋ０珔

( )γ ＝Ｋ０珔γ（ｚ＋ｚａ）．（１２）
式中：ｚａ为附加应力的等效土层深度，当附加应
力为０时，ｚａ ＝０．静止土压力系数Ｋ０根据颗粒状
材料的细观压缩变形机理［８］得出的以下结论．

Ｋ０ ＝
１

１＋２ｓｉｎ
． （１３）

式中为砂土的内摩擦角．
综合式（１０）、（１２）、（１３），并认为 珋ρ≈ ρ，得

到砂土中剪切波速的计算公式为

Ｖｓ＝
６
Ｂ２Ｅ２ｐｇ（ｚ＋ｚａ）

９π２ρ２ｗＡ（１＋２ｓｉｎ槡 ）
． （１４）

式中ρｗ为水的密度．

Ａ＝
１２５（１－ν２ｐ）

２（２－νｐ）
３

２７（５－４ｖｐ）
３ ，

Ｂ＝ ００２２８·ｅ［（１－φ）／０１２３１］＋( )２３９２９（１－φ）
ｄｓ－（ｄｓ－Ｓｒ）φ

，

ｄｓ为颗粒密度，Ｓｒ为饱和度．
　　式（１４）即砂土中剪切波速的计算公式，各因
素对剪切波速的影响如图３～５所示．

图３表明，在其他参数保持不变的情况下，Ｖｓ
随着φ的增大而减小，当 φ从０２５增大到０４５
时，Ｖｓ减少了２６８１％，说明孔隙率对剪切波速影
响显著；而当砂土的内摩擦角从２５°增大到４０°
时，Ｖｓ仅减少了２７０％，说明砂土的内摩擦角对
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剪切波速影响很小．
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图３　孔隙率影响曲线

　　图４表明，在其他参数保持不变的情况下，Ｖｓ
随着Ｓｒ的增大而减小，当Ｓｒ从０增大到１０时，Ｖｓ
减少了 ８４７％，说明饱和度对剪切波速影响较
小，同时这也验证了砂土中的水对剪切波速影响

较小 的 结 论；而 当 砂 土 的 土 粒 密 度 ｄｓ从
２６５ｇ／ｃｍ３增大到 ２６９ｇ／ｃｍ３时，Ｖｓ仅减少了
０３８％，说明砂土的土粒密度对剪切波速影响
很小．
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图４　饱和度影响曲线

　　图５表明，在其他参数保持不变的情况下，Ｖｓ
随着 Ｅｐ的增大而增大，当 Ｅｐ从 ５ＧＰａ增大到
３０ＧＰａ时，Ｖｓ增大了８１７１％，说明砂土颗粒的弹
性模量对剪切波速影响显著；而当砂土颗粒的泊

松比νｐ从０２增大到０３时，Ｖｓ仅增大了０３６％，
说明砂土颗粒的泊松比对剪切波速影响很小．

!"#

!##

$"%

&%%

'"#

(%%

!

)

*&+,"

!

)

*&+,-

!

)

*&+,.

/ " (% (" &% &" !% !"

!"#$%&

0123

'
(

)
*

0
4
5

!

6

7
'

8

图５　颗粒弹性模量影响曲线

　　应力大小对 Ｖｓ的影响方式则较为复杂．首
先，有效应力的大小会直接影响 Ｖｓ；同时，应力大
小的变化会使颗粒弹性模量和孔隙率在一定范围

内发生变化，从而间接影响 Ｖｓ．在颗粒弹性模量
和孔隙率已测得的情况下，Ｖｓ与有效应力的６次
方根成正比．

一般认为，砂土的密实度是剪切波速的主要

影响因素．这是因为在低应力状态下，砂土颗粒间
接触点数较少，接触刚度不大，颗粒间孔隙减少的

速率较快，密实度与剪切波波速的相关关系显著；

但是当应力增大到一定程度，接触点数量达到极

限值，颗粒间的接触刚度变得非常大，颗粒间孔隙

不再较少，此时便达到了密实度为１００％的状态；
此后密实度已不再是影响剪切波速的主要因素，

应力的大小变成主要影响因素．
分析表明：砂土的内摩擦角、土粒密度和颗粒

泊松比对剪切波波速的影响很小；饱和度对剪切

波波速的影响较小；孔隙率、砂土颗粒弹性模量及

应力大小对剪切波波速的影响显著．

４　实　例
因砂土的内摩擦角、土粒密度和颗粒泊松比

对剪切波波速影响很小，故可以采用数值代替变

量以简化公式，各参数的取值如表１所示．对于深
层砂土，可认为其处于密实状态，取孔隙率 φ＝
０４０进行近似计算．迄今为止，对于砂土颗粒的
弹性模量的研究资料并不多，参考石英的弹性模

量以及采用纳米压痕技术对水泥、磨细矿渣及粉

煤灰颗粒的弹性模量的研究成果［９］，将颗粒弹性

模量取为１０ＧＰａ．表２是浙江省多个工程勘察中
测得砂土实测结果与本文方法计算结果的对比．
图６为实测波速与计算波速随土层深度变化对比
图．对比结果表明：本文方法计算值与实测值间的
正负误差都在１５％以内，能够反映出剪切波速随
的增加趋势，并且能达到较好的计算准确度，从而

验证了本文方法的合理性．
可见，随着土层深度的增加，实测剪切波速整

体呈增加趋势，深度为５０～６０ｍ，剪切波速增长趋
势稳定；深度超过６０ｍ以后，剪切波速离散性变
大．本文认为位于深层土体下的砂土所受附加应力
可影响砂土剪切波速，而计算中未考虑，故导致上

述离散现象的出现．此外，砂土颗粒的弹性模量对
砂土剪切波速的影响显著，而砂土颗粒的弹性模量

取决于砂土颗粒的矿物成分、颗粒形状、受约束状

态及应力水平等因素，迄今为止，对砂土颗粒弹性

模量的研究很少，这也是值得探讨和研究的方向．
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表１　参数取值

颗粒泊松比 颗粒弹性模量／ＧＰａ 内摩擦角／（°） 饱和度 土粒密度／（ｇ·ｃｍ－１） 附加应力／ＭＰａ 孔隙率

０３ １０ ３５ １０ ２６７ ０ ０４

表２　实测结果与本文方法计算结果对比

序号 土层名称 土层深度／ｍ 实测平均剪切波速／（ｍ·ｓ－１） 本文方法计算剪切波速／（ｍ·ｓ－１） 误差率／％

１ 细砂 ４９４～６１６ ３１１０ ３５９１ １５４６

２ 中砂 ５３８～６４０ ３５００ ３６２７ ３６４

３ 细砂 ６０５～６４６ ３８００ ３６６７ －３５１

４ 细砂 ７０６～７７４ ４２９０ ３７７１ －１２１０

５ 细砂 ７５５～８３０ ３６８３ ３８１４ ３５７

６ 粉砂 ８２２～８７４ ３８８０ ３８５７ ０５８

７ 粉砂 ９２０～９４０ ３６００ ３９１８ ８８３

８ 细砂 ９８５～１０１５ ４３５０ ３９６４ －８８７

９ 粉砂 １０００～１０４０ ３５７０ ３９７９ １１４４

１０ 粉砂 １３８０～１６６０ ３９５０ ４２４６ ７５０
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图６　实测波速与计算波速随土层深度变化对比

５　结　论
１）将砂土视为材料性质相同、大小相等的球

形固体颗粒的随机堆积集合体，通过颗粒接触理

论推导出砂土剪切模量，从而得到砂土剪切波速

的方法是可行的．应用该方法对处于深层砂土进
行剪切波计算，并与实测结果进行比较，对比结果

说明了本文方法的合理性．
２）颗粒实际接触点数目比理论模型的接触

点数目要少，而砂土骨架的等效剪切模量与实际

接触点数关系密切，故采用实际接触点数目进行

推导是更符合真实情况的．
３）砂土的内摩擦角、土粒密度、颗粒泊松比

和饱和度对剪切波波速影响较小；孔隙率、颗粒弹

性模量和应力大小对剪切波波速影响较大．砂土
颗粒的弹性模量与矿物成分、颗粒形状、受约束状

态及应力水平等因素有密切联系，对砂土颗粒弹

性模量进行系统的研究很有必要．
４）应力状态也是影响砂土剪切波速的重要

因素，尤其是当砂土处于高应力状态下，密实度已

经到达１００％后，剪切波速会随着应力增长而继
续增加．
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