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Ｗｉｎｋｌｅｒ地基上矩形层合厚板三维解析解

钟　阳，田　斌，李　锐
（大连理工大学 土木水利学院，１１６０２４辽宁 大连，ｚｈｏｎｇｙａｎｇ５８＠１６３．ｎｅｔ）

摘　要：为求解Ｗｉｎｋｌｅｒ地基上矩形简支层合厚板的三维解析解，采用有限积分变换和状态空间理论相结合
的方法．在分析过程中舍弃有关应力和位移函数的各种人为假定，完全从三维弹性力学基本方程出发，经过
变量代换将关于应力和位移分量的偏微分方程组化为两个彼此独立的四阶、二阶矩阵微分方程，根据结合面

处状态向量的连续性求得沿板厚方向的状态向量传递方程，最后经过有限积分逆变换得到了层合板的三维

解析解．通过计算实例验证了方法的正确性，预先将求解矩阵进行降阶处理，提高了求解效率．
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　　层合板结构具有强度大、模量高、可设计性强
等特点，在土木工程、航空航天等领域得到了广泛

应用，因此如何精确求出层合板结构的挠度和应

力，为设计者提供准确可靠的数据一直是研究者

追求的目标［１－２］．在板的计算理论中，Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ
薄板理论［３］和考虑一阶剪切变形的 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ、

Ｍｉｎｄｌｉｎ理论应用最广［４－５］，上述各种理论的共同

点是求解过程中均预先人为假定板的应力或位移

分量与坐标ｚ的函数关系，从而将三维弹性力学
问题转化为平面问题进行求解．但随着复合材料
的发展，一阶剪切变形理论计算得到的层间结合

面应力无法满足设计要求，于是研究者又相继提

出了各种高阶理论［６－７］．实际上，弹性板的求解属
于三维问题，以简化后的平面问题进行求解得到



的仅为三维问题的近似解，且无论是一阶还是高

阶理论，都会由于采用人为预定的应力或位移函

数而导致弹性力学基本方程的不相容，无法包含

全部的弹性常数，这意味着某些弹性常数的变化

对计算结果毫无影响，这显然与实际情况不相符．
近年来，为精确计算层合板结构，众多学者采

用三维弹性理论对其进行研究，范家让［８］、盛宏

玉［９］从六阶矩阵弹性力学微分方程出发，采用傅

里叶级数法对弹性层合厚板进行了分析，该方法

是国内较早的层合板三维计算理论，在工程中计

算中得到了广泛应用；唐立民［１０］采用状态方程与

有限元相结合的半逆解法求解了弹性矩形层合厚

板，该方法仍属于半逆解法范畴．
本文舍弃了有关应力和位移函数的各种人为

假定，完全从三维弹性力学的基本方程出发，将关

于应力和位移分量的基本方程化为２个彼此独立
的四阶、二阶矩阵微分方程，在有限积分变换域内

得到了应力和位移的空间状态方程，再由 Ｃａｙｌｅｙ
Ｈａｍｉｌｔｏｎ定理求得沿板厚度ｚ方向变化的传递矩

阵，再根据结合面处状态向量的连续性求得层合

板状态向量传递方程，从而得到了挠度和应力分

量沿板厚ｚ方向变化的层合板三维解析解．

１　有限积分变换
积分变换法是求解高阶偏微分方程的有力工

具，传统的积分变换方法一般仅用在无限或半无

限域问题的求解中，而在矩形层合板有限域问题

求解中应用的较少．
有限双正弦、余弦及混合积分正变换分别为
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相应的逆变换为

ｆ（ｘ，ｙ）＝４ａｂ∑ｍ＝１∑ｎ＝１ｆ
ｓｓ（ｍ，ｎ）ｓｉｎαｍｘｓｉｎβｎｙ，

ｆ（ｘ，ｙ）＝１ａｂｆ
ｃｃ（０，０）＋２ａｂ∑ｍ＝１ｆ

ｃｃ（ｍ，０）ｃｏｓαｍｘ＋
２
ａｂ∑ｎ＝１ｆ

ｃｃ（０，ｎ）ｃｏｓβｎｙ＋

　　　　 ４ａｂ∑ｍ＝１∑ｎ＝１ｆ
ｃｃ（ｍ，ｎ）ｃｏｓαｍｘｃｏｓβｎｙ，

ｆ（ｘ，ｙ）＝２ａｂ∑ｍ＝１ｆ
ｓｃ（ｍ，０）ｓｉｎαｍｘ＋

４
ａｂ∑ｍ＝１∑ｎ＝１ｆ

ｓｃ（ｍ，ｎ）ｓｉｎαｍｘｃｏｓβｎｙ，

ｆ（ｘ，ｙ）＝２ａｂ∑ｎ＝１ｆ
ｃｓ（０，ｎ）ｓｉｎβｎｙ＋

４
ａｂ∑ｍ＝１∑ｎ＝１ｆ

ｃｓ（ｍ，ｎ）ｃｏｓαｍｘｓｉｎβｎ

















 ｙ．

（２）

式中：αｍ ＝ｍπ／ａ，βｎ ＝ｎπ／ｂ，ａ和ｂ分别为板的
长度和宽度．

２　层合厚板三维状态方程及解析解
为求解如图１所示 Ｗｉｎｋｌｅｒ地基上层合厚板

的解析解，需完全从三维弹性力学基本方程出发

进行计算．取局部坐标系下第 ｊ层如图２所示，层
厚为ｈｊ，对于简支厚板边界条件为

ｘ＝０、ａ时，σｘ ＝０，ｖ＝０，ｗ＝０，

ｙ＝０、ｂ时，ｕ＝０，σｙ ＝０，ｗ＝０
{ ．

（３）

根据文献［１１］中方法，将三维弹性力学基本方程分
解成彼此独立的四阶、二阶矩阵微分方程如式（４）、
（５）所示，为表达简便，推导过程省略下标ｊ．
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图１　弹性层合厚板示意图
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图２　第ｊ层厚板示意图
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其中
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． （６）

　　分别对式（４）、（５）进行如式（１）前两式所示
的二维有限正弦、余弦变换，考虑水平位移一阶偏

导数与边界正应力的关系，并将边界条件（３）代
入后可以得到

ｄ
ｄｚＸ＝ＡＸ， （７）

ｄ
ｄｚＹ＝ＢＹ． （８）

式中：
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ｋ＝ αｍ
２＋βｎ槡

２．
根据控制论的状态空间理论［１２］，式（７）通解

为

Ｘ＝ｅＡｚＸ０ ＝ＴＸ０， （９）

Ｙ＝ｅＢｚＹ０ ＝ＤＹ０． （１０）

式中：Ｘ、Ｙ为沿板 ｚ方向任意厚度处的状态向

量，Ｘ０、Ｙ０为板上表面 ｚ＝０处的初始状态向量．
可见，式（９）建立了任意深度状态向量与初始状

态向量即ｚ＝０处状态向量之间的传递关系式，指
数矩阵ｅＡｚ、ｅＢｚ即为传递矩阵，与每层板的弹性常
数Ｅ、μ相关．传递矩阵各元素经由 ＣａｙｌｅｙＨａｍｉｌ
ｔｏｎ定理计算，可得
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






４４

·

ｕＶ
ｓｓ（ｚ＝０）

σｚ
ｓｓ（ｚ＝０）

ｗｓｓ（ｚ＝０）

τＶ
ｓｓ（ｚ＝０













）

， （１１）

ｕＨ
ｃｃ

τＨ
[ ]ｃｃ ＝ Ｄ１１ Ｄ１２

Ｄ２１ Ｄ
[ ]２２

ｕｃｃＨ（ｚ＝０）

τＨ
ｃｃ（ｚ＝０

[ ]
）
．（１２）

式中Ｔｉｊ、Ｄｉｊ表达式为

Ｔ１１ ＝ １
１－μ（１－μ）ｃｏｓｈｋｚ＋

ｋｚ
２ｓｉｎｈ[ ]ｋｚ，

Ｔ１２ ＝ １
Ｇ（１－μ）

（
ｋｚ
４ｓｉｎｈｋｚ），

Ｔ１３ ＝ １
１－μ

ｋ
２［ｋｚｃｏｓｈｋｚ＋（１－２μ）ｓｉｎｈｋｚ］，

Ｔ１４ ＝ １
Ｇ（１－μ）

ｋｚｃｏｓｈｋｚ＋（３－４μ）ｓｉｎｈｋｚ
４ｋ ，

Ｔ２１ ＝－ Ｇ
１－μ

ｋｚｓｉｎｈｋｚ，

Ｔ２２ ＝ １
１－μ

［（１－μ）ｃｏｓｈｋｚ－ｋｚ２ｓｉｎｈｋｚ］，

Ｔ２３ ＝ Ｇ
１－μ

ｋ（ｓｉｎｈｋｚ－ｋｚｃｏｓｈｋｚ），

Ｔ２４ ＝－ １
１－μ

１
２ｋ［ｋｚｃｏｓｈｋｚ＋（１－μ）ｓｉｎｈｋｚ］，

Ｔ３１ ＝ １
１－μ

１
２ｋ［（１－２μ）ｓｉｎｈｋｚ－ｋｚｃｏｓｈｋｚ］，

Ｔ３２ ＝ １
Ｇ（１－μ）

（３－４μ）ｓｉｎｈｋｚ－ｋｚｃｏｓｈｋｚ
４ｋ ，

Ｔ３３ ＝Ｔ２２，　Ｔ３４ ＝－ １
Ｇ（１－μ）

ｚ
４ｋｓｉｎｈｋｚ，

Ｔ４１ ＝ Ｇ
１－μ

ｋ（ｋｚｃｏｓｈｋｚ＋ｓｉｎｈｋｚ），
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Ｔ４２ ＝ １
１－μ

ｋ
２［ｋｚｃｏｓｈｋｚ－（１－２μ）ｓｉｎｈｋｚ］，

Ｔ４３ ＝ Ｇ
１－μ

ｋ３ｚｓｉｎｈｋｚ，

Ｔ４４ ＝Ｔ１１，Ｄ１１ ＝ｃｏｓｈｋｚ，

Ｄ１２ ＝ｓｉｎｈｋｚＧｋ ，Ｄ
２１ ＝Ｇｋｓｉｎｈｋｚ，Ｄ２２ ＝ｃｏｓｈｋｚ．

　　式（９）即为图２所示单层板空间状态向量的
传递方程，对于如图１所示的 Ｎ（Ｎ≥２）层 Ｗｉｎｋ
ｌｅｒ地基上层合厚板问题，由式（９）、（１０）依次列
出各层状态向量传递方程，考虑到层间结合面处

状态向量的连续性，可得到

Ｘ（ｍ，ｎ，ｚ）＝Π
１

ｉ＝Ｎ
Ｔ（Ｅｉ，μｉ，ｈｉ，ｍ，ｎ）Ｘ（ｍ，ｎ，０），

（１３）

Ｙ（ｍ，ｎ，ｚ）＝Π
１

ｉ＝Ｎ
Ｄ（Ｅｉ，μｉ，ｈｉ，ｍ，ｎ）Ｙ（ｍ，ｎ，０）．

（１４）
式（１３）、（１４）分别为４阶、２阶代数方程组，建立
了层合板任意深度内的状态向量与上表面初始状

态向量的传递关系．式（１３）、（１４）即为厚板空间
状态向量的解析解，对于 Ｎ层的层合板，仅仅需
要分别计算Ｎ个４阶、２阶传递矩阵的乘积．

考虑Ｗｉｎｋｌｅｒ地基上层合厚板受竖向荷载，
初始状态向量中的应力分量可由层合板上表面荷

载确定，在式（１３）、（１４）中，令ｚ＝ｈ，根据层合板
下表面应力边界条件可得到

σｚ
ｓｓ（ｚ＝ｈ）＝ｋｗｓｓ（ｚ＝ｈ），

τＶ
ｓｓ（ｚ＝ｈ）＝０，

τＨ
ｃｃ（ｚ＝ｈ）＝０




 ．

（１５）

求解式（１５）可得到初始位移分量 ｕＶ
ｓｓ（ｚ＝０）、

ｗｓｓ（ｚ＝０）、ｕＨ
ｃｃ（ｚ＝０），将得到的初始状态向量

代入式（１３）、（１４）即可得到层合板任意深度的状

态向量；其中，σｚ、ｗ可直接由 σｚ
ｓｓ、ｗｓｓ经有限积分

逆变换式（２）中第一式得到；对式（６）前两式进
行双正弦变换，后两式进行双余弦变换，联立求解

可得到 ｕｃｓ、ｖｓｃ、τｓｃｙｚ、τ
ｃｓ
ｚｘ，最后经积分逆变换公式

（２）中后两式即可解得ｕ、ｖ、τｙｚ、τｚｘ．

３　其他应力分量的求解
弹性力学空间问题共有 ９个应力和位移分

量，前面已求得 σｚ τｘｚ τｚｙ[ ]ｕ ｖ ｗＴ，其余

３个分量表达式为
σｘ
Ｇ ＝

μ
１－μ

σｚ
Ｇ＋

２
１－μ

ｕ
ｘ
＋ ２μ１－μ

ｖ
ｙ
，

σｙ
Ｇ ＝

μ
１－μ

σｚ
Ｇ＋

２μ
１－μ

ｕ
ｘ
＋ ２
１－μ

ｖ
ｙ
，

τｘｙ
Ｇ ＝

ｕ
ｙ
＋ｖ
ｘ
． （１６）

　　为与状态向量相对应，分别对式（１６）前两式
和第三式进行二维有限域正、余弦变换，可得

σｘ
ｓｓ

σｙ
ｓｓ

τｘｙ









ｃｃ

＝

－
２αｍβｎＧ
ｋ２

０
２（αｍ

２＋μβｎ
２）Ｇ

（１－μ）ｋ２
μ
１－μ

０ ０

２αｍβｎＧ
ｋ２

０
２（μαｍ

２＋βｎ
２）Ｇ

（１－μ）ｋ２
μ
１－μ

０ ０

（βｎ
２－αｍ

２）Ｇ
ｋ２

０ －
２αｍβｎＧ
ｋ２

















０ ０ ０

ｕＨ
ｓｓ

τＨ
ｓｓ

ｕＶ
ｃｃ

σｚ
ｓｓ

ｗｓｓ

τＶ





















ｃｃ

． （１７）

　　将已求得的状态向量代入上式即可得到

［σｘ
ｓｓ／Ｇ，σｙ

ｓｓ／Ｇ，τｃｃｘｙ／Ｇ］
Ｔ，再通过相应的二维积

分 逆 变 换， 即 可 得 到 任 意 深 度 处

ｕ ｖ ｗ τｘｙ τｘｚ τｙｚ σｚ σｘ σ[ ]ｙ
Ｔ表达式．

４　算　例

采用Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ［１３］编程计算了３层板算例：

均布荷载 ｑ０＝１ｋＮ，ａ＝ｂ＝１ｍ，ｈ＝０１ａ，
ｈ１ ＝ｈ３＝０２ｈ，Ｅ１＝Ｅ３＝２１×１０

４ＭＰａ，Ｅ２＝
２１×１０３ＭＰａ，μ１ ＝μ３ ＝０３，μ２＝０１６，地基模
量Ｋ＝３５０ＭＰａ，按文献［８］方法编程计算了对比
数据，计算结果列于表１～２．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　表１　不同深度板中点挠度 　　　　　　　　　　　　　　　　１０－６ｍ

坐标 （ａ／２，ｂ／２，０） （ａ／２，ｂ／２，ｈ／５） （ａ／２，ｂ／２，４ｈ／５） （ａ／２，ｂ／２，ｈ）

本文 １８７６ １８８３ １８６１ １８５２

文献［８］ １８７３ １８８７ １８６５ １８５８
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　表２　不同深度板应力　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｋＰａ

应力位置

σｚ
（ｘ＝ａ／２，ｙ＝ｂ／２）

本 文 文献［８］

σｘ
（ｘ＝ａ／２，ｙ＝ｂ／２）

本 文 文献［８］

τｘｙ
（ｘ＝ａ／４，ｙ＝ｂ／４）

本 文 文献［８］

τｘｚ
（ｘ＝ａ／４，ｙ＝ｂ／４）

本 文 文献［８］

上层上表面 －１００１ －１００２ －１９３８１ －１９３７８ －５４６４ －５４６４ ００００ ００００
上层下表面 －０９３７ －０９３５ －１０６７４ －１０６７０ －２９５０ －２９５１ ０５７３ ０５７２
中层上表面 －０９３７ －０９３５ －１０５７ －１０５９ －０３２９ －０３３１ ０５７３ ０５７２
中层下表面 －０６９０ －０６９１ ０７９７ ０７９６ ０３５３ ０３５５ ０５７５ ０５７３
底层上表面 －０６９０ －０６９１ １０８４４ １０８４２ ３１５１ ３１５３ ０５７５ ０５７３
底层下表面 －０６４４ －０６４４ １９３８５ １９３８５ ５６５１ ５６５２ ００００ ００００

　　从表１～２可见，本文与文献［８］计算方法所
得结果完全一致，说明本文方法正确．图３为级数
收敛速度图，可以看出挠度、应力收敛速度比较

快．图４为求解效率比值图，其中，Ｔ和Ｔ′分别为
文献［８］和本文方法计算程序求解所需时间．由
于预先对求解矩阵进行降阶处理，本文方法较文

献［８］求解效率有了极大提升，求解ｚ＝０挠度时
传递矩阵为单位矩阵，故对其效率提升仅为６３
倍，随着求解深度的增大和传递矩阵的连乘，效率

提升非常明显，当ｚ＝ｈ时，挠度和应力的提升效
率分别为１６５倍、１８４倍．
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图３　挠度、应力收敛速度
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图４　运行时间比值

５　结　语
在分析过程中舍弃了有关应力和位移函数的

各种人为假定，完全从三维弹性力学基本方程出

发，利用有限积分变换和状态空间理论相结合的

方法推导出了Ｗｉｎｋｌｅｒ地基上矩形层合简支厚板
的三维解析解．
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