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摘　要：通过复变函数论的方法，对Ⅲ型裂纹的２个动态扩展问题进行研究．本文提出了裂纹动态扩展的１
个新的力学模型，即裂纹坐标原点分别受增加载荷Ｐｘ／ｔ、Ｐｔ３／ｘ２的作用，采用自相似函数的方法将所讨论问
题迅速转化为 ＲｉｅｍａｎｎＨｉｌｂｅｒｔ问题，并求得了该模型的应力、位移和应力强度因子的解析解．利用这些解
并采用叠加原理，即可求得任意复杂问题的解．
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　　近几十年来，对Ⅲ型裂纹的静力学问题已有
许多人进行了研究［１－４］．由于数学上的困难，人们
对动力学问题的研究还远远不够深入［５－９］，而对

变载荷作用的裂纹的动态扩展问题的研究更是有

限［１０－１４］．本文对Ⅲ型扩展裂纹在变载荷作用下的
断裂动力学问题进行了深入研究，利用复变函数

论的方法给出解的一般表示，该方法可以很容易

地将所论问题转化为 Ｒｉｅｍａｎｎ—Ｈｉｌｂｅｒｔ问题，而
Ｒｉｅｍａｎｎ—Ｈｉｌｂｅｒｔ问题很容易用通常的 Ｍｕｓｋｈｅｌ
ｉｓｈｖｉｌｉ方法［１５－１６］求解．本文对中心、集中、Ｐｘ／ｔ和
Ｐｔ３／ｘ２载荷等情况下的扩展裂纹问题给出了解
析解．

１　正交异性体弹性动力学反平面问
题的自相似函数公式

　　正交异性体弹性动力学的反平面运动方程
为［１，３］

Ｃ５５
２ｗ／ｘ２＋Ｃ４４

２ｗ／ｙ２ ＝ρ２ｗ／ｔ２．
式中Ｃ４４、Ｃ５５为弹性常数，ρ为材料密度，ｗ为沿 ｚ
方向的位移［１］．

设在ｙ＝０上有任意个载荷区段及位移区段，
这些区段的端点各以不同的常速移动，初始条件

为零．这些区段上的载荷或位移是如下函数线性
组合［７－９］：

ｄｋｆｋ１（ｘ）
ｄｘｋ

·
ｄｓｆｓ１（ｔ）
ｄｔｓ

． （１）

式中



ｆｉ（ξ）＝
０，
ξｉ{
，
　
ξ＜０；
ξ＞０．

其中ｋ、ｋ１、ｓ、ｓ１是任意正整数．由于 ｘ、ｔ的任意函
数都可表示为式（１）的线性组合，因而求解具有
式（１）形式的载荷或位移具有原则上的意义．现
引入线性微分算子及其反演，如下所示：

Ｌ＝ｍ＋ｎ／（ｘｍｔｎ），Ｌ－＝－ｍ－ｎ／（ｘ－ｍｔ－ｎ）．
式中零导数表示函数本身，负导数表示积分，其绝

对值表示积分的重数．容易证明必存在 ｍ、ｎ使 Ｌ
作用于式（１）得到的函数是ｘ、ｔ的零次齐次（简称
齐次）函数，称此ｍ＝ｋ１－ｋ、ｎ＝ｓ１－ｓ为自相似
指数［７－９］．

因此，在ｙ＝０上可得到如下一般性结论［７－９］：

当Ｌｗ是齐次函数时，令
　ｗ０ ＝Ｌｗ，　τ０ｘｚ＝Ｌτｘｚ，　τ

０
ｙｚ＝Ｌτｙｚ． （２）

当Ｌτｘｚ、Ｌτｙｚ是齐次函数时，令

ｗ０ ＝
ｔ
Ｌｗ，　τ０ｘｚ＝


ｔ
Ｌτｘｚ，　τ

０
ｙｚ＝


ｔ
Ｌτｙｚ．

（３）
相关的自相似函数［７－９］如下：

τ０ｙｚ＝ｔ
－１Ｒｅ［ｆ（τ）Ｔ（τ）］，

τ０ｘｚ＝（Ｃ５５／Ｃ４４ｔ）Ｒｅｆ（τ），

ｗ０／τ＝Ｃ４４
－１Ｒｅｆ（τ）

{
．

（４）

Ｔ（η）＝ｉ （Ｃ５５－ρη
２）／Ｃ槡 ４４． （５）

式中τ＝ｘ／ｔ，ｆ（τ）为自相似函数．

２　具体问题的解
假定ｔ＜０时一切静止．在ｔ＝０时刻，坐标原

点开始出现一微观裂纹，并以速度 Ｖ（小于声速）
沿ｘ轴正、负方向对称扩展，且处于反平面应变状
态下，下面对不同边界条件问题进行求解．
１）假定在ｔ＝０时刻，坐标原点在阶跃荷载

作用下开始出现一微观裂纹，并以速度Ｖ（小于声
速）沿ｘ轴正、负方向对称扩展．在ｙ＝０的半平面
上，问题的边界条件为

　　 τｚｙ ＝－Ｐｔ
３／ｘ２·δ（ｘ），　｜ｘ｜＜Ｖｔ；

ｗ＝０，　　　　　　　　　　{ ｜ｘ｜＞Ｖｔ．
（６）

很明显本问题应力为齐次，这里的 Ｌ＝１，利用式
（３）～（５）可将边界条件（６）的第一式写为

Ｒｅ［Ｔ（τ）ｆ（τ）］＝（－３Ｐｔ２／ｘ２）ｔδ（ｘ）＝
－３Ｐτ－２δ（τ），｜τ｜＜Ｖ． （７）

　　由于 Ｔ（τ）在亚音速范围内为纯虚量，因此
上式中的ｆ（τ）在区间｜τ｜＜Ｖ上必然为纯实量．
考虑到对称性、无穷远条件以及裂纹尖端的奇异

性［１２－１４］，利用边界条件（６），即可确定 ｆ（τ）的唯

一解必满足如下形式：

ｆ（τ）＝Ａτｎ（Ｖ２－τ２）－３／２． （８）
式中Ａ为待定实常数，ｎ为待定指数，将式（８）代
入式（７）后，即可确定指数ｎ＝－３．

当τ→０时，由式（７）、（８）及（５）即可确定实
常数Ａ，即

Ａ＝－３ＰＶ３／（π Ｃ５５／Ｃ槡 ４４）．
然后将式（８）代入（３）～（５）后，即可求得 ｙ＝０
上的应力、应力强度因子，分别为

τｙｚ（ｘ，０，ｔ）＝Ｒｅ∫
ｘ
ｔ

∞
－

　　　
Ａ （Ｃ５５－ρτ

２）／Ｃ槡 ４４

τ４（τ２－Ｖ２）３／２
ｄτ，　｜ｘ｜＞Ｖｔ．

　　Ｋ３（ｔ）＝ｌｉｍｘ→Ｖｔ ２π（ｘ－Ｖｔ槡 ）Ｒｅ∫
ｘ
ｔ

∞
－

　　　
Ａ （Ｃ５５－ρτ

２）／Ｃ槡 ４４

τ４（τ２－Ｖ２）３／２
ｄτ＝

　　　
－Ａ πｔ（Ｃ５５－ρＶ

２）／Ｃ槡 ４４

Ｖ１１／２

上式的极限属于０·∞型，必须转化为∞／∞
型后，方可应用罗比塔（Ｌ’Ｈｏｓｐｉｔａｌ）法则进行求
导计算［１５］，从而得出上式的极限值．

而后利用式（８）代入式（４），即可求出ｗ０，即

ｗ０ ＝ １Ｃ４４∫
Ａ

τ３（Ｖ２－τ２）３／２
ｄτ＝

　　　 － Ａ
２Ｃ４４Ｖ

２τ２ Ｖ２－τ槡
２
＋ ３Ａ
２Ｃ４４Ｖ

４ Ｖ２－τ槡
２
＋

　　　 ３Ａ
２Ｃ４４Ｖ

５ｌｎ
Ｖ－ Ｖ２－τ槡

２

｜τ｜
＋Ｃ． （９）

因为裂纹扩展的方向是沿着 ｘ轴的，所以在
对ｗ０进行定积分运算时，取常数Ｃ＝０，然后将式
（９）代入式（３）可得出位移ｗ，即

ｗ＝∫
ｔ

０
Ｒｅｗ０ｄｔ＝ Ａ

Ｃ４４Ｖ
６
８
３－

Ｖ２ｔ２

６ｘ( )２ Ｖ２ｔ２－ｘ槡
２ ＋

　　 ３Ａｔ
２Ｃ４４Ｖ

５ｌｎ
Ｖｔ＋ Ｖ２ｔ２－ｘ槡

２

｜ｘ｜ ，｜ｘ｜＜Ｖｔ．

在各向同性体中，弹性波的扰动范围可以用

半径为ｃ１ｔ、ｃ２ｔ的圆形区域来表示．而在各向异性
体中，扰动的范围不再是圆形区域，不会超过弹性

体的门槛值Ｃｄ＝ Ｃ５５／槡 ρ（声速）．当｜ｘ｜＞Ｃｄｔ
时，Ｉｍ［Ｔ（τ）］＝０，因而应力、位移皆为０，与初始
条件相一致；这说明ｙ＝０时，弹性波的扰动不会
超过Ｃｄｔ．
２）假设施加在坐标原点上的载荷变为常数

载荷Ｐｘ／ｔ，其它条件与上列完全相同，则问题的
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边界条件

　　 τｙｚ＝－Ｐｘ／ｔ·δ（ｘ），　｜ｘ｜＜Ｖｔ；

ｗ＝０，{ ｜ｘ｜＞Ｖｔ．
　　显然本问题位移为齐次，这里的Ｌ＝１，利用
式（２）、（４）、（５）可将上式的第一式写为

Ｒｅ［Ｔ（τ）ｆ（τ）］＝－Ｐｘ／ｔ·ｔδ（ｘ）＝
　　　 －Ｐτ·δ（τ），｜τ｜＜Ｖ． （１０）
　　由于 Ｔ（τ）在亚音速范围内为纯虚量，因此
上式中的ｆ（τ）在区间｜τ｜＜Ｖ上必然为纯实量．
考虑到对称性、无穷远条件以及裂纹尖端的奇异

性［１２－１４］，则由上式即可确定 ｆ（τ）的唯一解必满
足如下形式：

ｆ（τ）＝Ａ１τ
ｎ（Ｖ２－τ２）－１／２． （１１）

式中Ａ１为待定实常数，ｎ为待定指数．然后将式
（１１）代入式（１０）后，即可确定指数ｎ＝０．

因此当τ→０时，由式（１１）、（１０）及（５），可
确定实常数Ａ为

Ａ１ ＝－ＰＶ／（π Ｃ５５／Ｃ槡 ４４）．
　　而后将式（１１）代入（２）、（４）、（５）后，即可
求得ｙ＝０上的应力、位移、应力强度因子分别为

τｙｚ（ｘ，０，ｔ）＝
Ａ１ （Ｃ５５－ρτ

２）／Ｃ槡 ４４

ｘ２－Ｖ２ｔ槡
２

，｜ｘ｜＞Ｖｔ．

　　ｗ＝ １Ｃ４４
·Ｒｅ∫

ｘ
ｔ

∞

Ａ１
（Ｖ２－τ２）１／２

ｄτ＝

　　　
Ａ１
Ｃ４４
·Ｒｅａｒｃｓｉｎτ[ ]Ｖ

ｘ／ｔ
∞
＝

　　　
Ａ１
Ｃ４４
ａｒｃｓｉｎｘＶｔ，｜ｘ｜＜Ｖｔ．

　Ｋ３（ｔ）＝ｌｉｍｘ→Ｖｔ ２π（ｘ－Ｖｔ槡 ）
Ａ１ （Ｃ５５－ρτ

２）／Ｃ槡 ４４

ｘ２－Ｖ２ｔ槡
２

＝

　　　　
Ａ１ π（Ｃ５５－ρＶ

２）／Ｃ槡 ４４

槡Ｖｔ
．

３　结　论
采用自相似函数的途径能够获得Ⅲ型动态裂

纹坐标原点受阶跃载荷、常数载荷作用下的应力、

位移、应力强度因子、应变能密度因子和位错分布

函数的解析解．利用关系式：ｆ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｔｎ·
ｆ（ｘ／ｔ，ｙ／ｔ），且ｎ为整数；就可以将所讨论的问题
转化为零次齐次函数，即自相似函数［６－９］．凡是满
足这个函数关系，均可通过式（２）～（４）以τ为变
量的齐次函数类型进行求解．这一方法不仅在弹
性动力学中应用［６－９，１５］，而且在弹性静力学中也

可应用［１５－１７］，甚至其它领域［１８］．解的方法是以专
用的解析函数理论为基础，是简单的、简明的．这

已经相当地减少了需要解决这一裂纹扩展问题的

计算工作量．
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