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谐振子密度偏差引起的频率裂解的分析
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摘　要：为研究半球谐振子密度不均匀引起的频率裂解，首先利用解微分方程的布勃诺夫 －加廖尔金法建
立了谐振子环向密度分布不均匀的动力学方程，根据动力学方程建立了振动系统的状态方程，进而推导了系

统的特征方程，根据特征方程解出了在谐振子存在环向密度不均匀的前提下，振动系统存在的两个二阶固有

频率，最后求解了固有频率裂解的表达式．
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　　当半球谐振子的密度、厚度、品质因数等参数
分布不均匀，并存在沿半球谐振子周向的四次谐

波时，谐振子的二阶振型将出现两个相互间展成

４５°的固有轴，沿这两个不同固有轴的二阶弯曲振
型对应的固有频率分别达到极大和极小值．两个
固有频率差称作频率裂解．文献［１］只给出了频
率裂解的公式，并没有给出详细的推导过程．如果
对谐振子的激励不沿固有轴方向，频率裂解会使

谐振子振型的驻波向固有轴缓慢漂移直至振动沿

固有轴方向，从而导致陀螺漂移．本文将针对密
度分布不均匀引起的频率裂解进行详细推导，

得出与文献［１］不同的更加精确的频率裂解表
达式．

１　密度分布不均匀的谐振子动力学
方程的推导

　　如图１所示，半球壳谐振子坐标系为ＯＸＹＺ，
半球壳谐振子中曲面一点的矢径为 Ｒ，把经线和
纬线作为坐标曲线α、β，它们的切线单位矢量ｅ１、
ｅ２和法线单位矢量ｅ３组成１个右手局部坐标系．
　　假设半球壳的中曲面任一点在局部坐标系
的位移为Ｍ ＝ｕｅ１＋ｖｅ２＋ｗｅ３．将谐振子各点的位
移按不可拉伸薄壳的二阶固有振型展开得
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式中：Ｕ（α）＝Ｖ（α）＝ｓｉｎαｔａｎ２（α／２），Ｗ（α）＝
－（２＋ｃｏｓα）ｔａｎ２（α／２）为二阶固有振型的瑞利
函数，ｐ（ｔ）、ｑ（ｔ）为按二阶固有频率振动的位移



函数．
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图１　半球谐振子坐标系

　　由于密度不均匀，将密度 ρ沿谐振子周向角
β展开成Ｆｏｕｒｉｅｒ级数的形式，如下：

ρ＝ρ０＋∑
∞

ｉ＝１
（ａｉｃｏｓｉβ＋ｂｉｓｉｎｉβ）．

式中ａｉ为密度展开式第ｉ次谐波余弦幅值，ｂｉ为密
度展开式第ｉ次谐波正弦幅值．

根据文献［２］，在有速率 Ω和角加速度 Ω· 的
情况下，将密度展开式代入谐振子的惯性力，然后

考虑阻尼和位置激励力 Ｆ，并利用布勃诺夫 －加
廖尔金法重新计算并化简，忽略详细的推导过程

得到半球谐振子二阶固有振型的动力学方程如

下：

（ｍ０＋ｍ１ａ４）̈ｐ＋ｂ４ｍ１̈ｑ－２Ωｂ０ｑ＋ｌｐ＋

　　（ｅρ０－ｄａ４／２＋ｃ０）ｐ＋（－Ωｂ０－ｂ４ｄ／２）ｑ＋

　　ｂ２ｆ＋ａ２ｇ＝Ｆｃｏｓω０ｔ；

（ｍ０－ｍ１ａ４）̈ｑ＋ｂ４ｍ１̈ｐ＋２Ωｂ０ｐ＋ｌｑ＋

　　（ｅρ０＋ｄａ４／２＋ｃ０）ｑ＋（Ωｂ０－

　　ｂ４ｄ／２）ｐ－ａ２ｆ＋ｂ２ｇ＝０
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其中：
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Ｕ２ －４Ｈ１－４

Ｄ１
Ｒ２
－Ｈγ－Ｄ

Ｒ２( ){ γ＋

Ｕ″ＵＨ＋Ｄ
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＋１４Ｄ

Ｒ２
＋４Ｈ（１＋γ[ ]）＋
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Ｒ( )２ ＋Ｕ′Ｗ －ＤＲ２（５γ＋１）[ －

Ｈ（１＋γ）－
８Ｄ１
Ｒ ]２ ＋ＵＷＤＲ２＋

Ｖ″Ｗ ２γＤ
Ｒ２
＋
４Ｄ１
Ｒ( )２ ＋Ｗ２［－２Ｈ（１＋γ）－

Ｄ
Ｒ２
（１２－４γ）＋１６Ｄ１

Ｒ]２ ＋Ｗ″Ｗ Ｄ
Ｒ２
（９γ＋１）[ ＋

１６Ｄ１
Ｒ ]２
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Ｒ２
Ｗ（４） }Ｗ ｓｉｎαｄα．

式中：阻尼ｌ＝ｃ０／Ｑ，Ｑ为半球谐振子的品质因数；
Ｅ为杨氏模量；ｈ为半球谐振子薄壳的厚度；γ为
半球谐振子材料的泊松比；ω０为不考虑频率裂解
时的半球谐振子二阶固有频率；Ｗ′、Ｗ″、Ｗ、
Ｗ（４）表示瑞利函数Ｗ对周向角．β求一、二、三、四
阶导数，其他类同．
　Ｈ＝Ｅｈ／（１－γ２）；Ｈ１ ＝Ｅｈ／［２（１＋γ）］；
Ｄ＝Ｅｈ３／［１２（１－γ２）］；Ｄ１ ＝Ｅｈ

３／［２４（１＋γ）］．

２　频率裂解公式的推导
下面将证明对于动力学方程（１），有两个二

阶固有频率ω１、ω２的存在，本节将推导出固有频
率裂解表达式．

设ｘ＝ｐ，ｙ＝ｑ，则由式 （１）得
　ｘ＝［－２Ωｂ０ｂ４ｍ１ｘ＋ｌ（ｍ０－ｍ１ａ４）－（２Ωｂ０ｍ０－

２Ωｂ０ｍ１ａ４＋ｌｍ１ｂ４）ｙ＋（ｅρ０ｍ０－
１
２ｄｍ０ａ４＋

ｃ０ｍ０ －ｍ１ａ４ｅρ０ ＋
１
２ｍ１ｄａ

２
４ －ｍ１ａ４ｃ０ －

Ωｂ０ｂ４ｍ１＋
１
２ｄｍ１ｂ

２
４）ｐ ＋ （－ Ωｂ０ｍ０ －

ｂ４
２ｄｍ０＋ｍ１ａ４

Ωｂ－ｅρ０ｂ４ｍ１ －ｃ０ｂ４ｍ１）ｑ＋
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ｂ２ｆｍ０ ＋ａ２ｇｍ０ －ｍ１ａ４ｂ２ｆ－ｍ１ａ４ａ２ｇ＋
ａ２ｆｂ４ｍ１－ｂ２ｇｂ４ｍ１ －Ｆ（ｍ０－ｍ１ａ４）ｃｏｓω０ｔ］／
（－ｍ２０＋ｍ

２
１ａ
２
４＋ｂ

２
４ｍ
２
１），

　ｙ ＝ ［（２Ωｂ０ｍ０ ＋２Ωｂ０ｍ１ａ４ － ｂ４ｍ１ｌ）ｘ＋
（２Ωｂ０ｂ４ｍ１＋ｌ（ｍ０＋ａ４ｍ１））ｙ＋（Ωｂ０ｍ０＋

Ωｂ０ｍ１ａ４－
ｂ４
２ｄｍ０－ｅρ０ｂ４ｍ１－ｃ０ｂ４ｍ１）ｐ＋

（ｅρ０ｍ０＋
ａ４
２ｍ０ｄ＋ｃ０ｍ０ ＋ｅρ０ｍ１ａ４ ＋

ａ２４
２ｄｍ１＋ｃ０ｍ１ａ４＋

Ωｂ０ｂ４ｍ１＋
ｂ２４
２ｄｍ１）ｑ－

（ａ２ｆｍ０ ＋ａ２ｆｍ１ａ４－ｂ２ｇｍ０ －ｂ２ｇｍ１ａ４ ＋
ｂ２ｆｂ４ｍ１ ＋ａ２ｇｂ４ｍ１ －Ｆｍ１ｂ４ｃｏｓω０ｔ）］／
（－ｍ２０＋ｍ

２
１ａ
２
４＋ｂ

２
４ｍ
２
１）．

根据以上各式可以建立以振动位移和速度的

状态方程为
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其中：

Ｂ＝

０ ０ １ ０
０ ０ ０ １
Ｂ３１ Ｂ３２ Ｂ３３ Ｂ３４
Ｂ４１ Ｂ４２ Ｂ４３ Ｂ













４４

，

　　ｕ３１ ＝（ｂ２ｆｍ０＋ａ２ｇｍ０－ｍ１ａ４ｂ２ｆ－ｍ１ａ４ａ２ｇ＋
ａ２ｆｂ４ｍ１－ｂ２ｇｂ４ｍ１－Ｆ（ｍ０－ｍ１ａ４）ｃｏｓω０ｔ）／
（－ｍ２０＋ｍ

２
１ａ
２
４＋ｂ

２
４ｍ
２
１），

　　ｕ４１＝－（ａ２ｆｍ０＋ａ２ｆｍ１ａ４－ｂ２ｇｍ０－ｂ２ｇｍ１ａ４－
ｂ２ｆｂ４ｍ１－ａ２ｇｂ４ｍ１－Ｆｍ１ｂ４ｃｏｓω０ｔ）／（－ｍ

２
０＋

ｍ２１ａ
２
４＋ｂ

２
４ｍ
２
１）．

式中：

　Ｂ３１ ＝－（ｅρ０ｍ０－ｄ
ａ４
２ｍ０＋ｃ０ｍ０－ｍ１ａ４ｅρ０＋

　　　ｍ１ｄ
ａ２４
２－ｍ１ａ４ｃ０－

Ωｂ０ｂ４ｍ１＋
ｂ２４
２ｄｍ１）／

　　　（ｍ２０－ｍ
２
１（ａ

２
４＋ｂ

２
４）），

　Ｂ３２ ＝－（Ωｂ０ｍ０－
ｂ４
２ｄｍ０＋ｍ１ａ４

Ωｂ０－

　　　ｅρ０ｂ４ｍ１－ｃ０ｂ４ｍ１）／（ｍ
２
０－ｍ

２
１（ａ

２
４＋ｂ

２
４）），

Ｂ３３ ＝
２Ωｂ０ｂ４ｍ１－ｌ（ｍ０－ｍ１ａ４）
ｍ２０－ｍ

２
１（ａ

２
４＋ｂ

２
４）

，

Ｂ３４ ＝
２Ωｂ０（ｍ０－ｍ１ａ４）＋ｌｂ４ｍ１
ｍ２０－ｍ

２
１（ａ

２
４＋ｂ

２
４）

，

Ｂ４１＝－
Ωｂ０ｍ０＋Ωｂ０ｍ１ａ４－

ｂ４
２ｄｍ０－ｅρ０ｂ４ｍ１－ｃ０ｂ４ｍ１

ｍ２０－ｍ
２
１（ａ

２
４＋ｂ

２
４）

，

　Ｂ４２ ＝－（ｅρ０ｍ０＋
ａ４
２ｍ０ｄ＋ｃ０ｍ０＋ｅρ０ｍ１ａ４＋

ａ２４
２ｄｍ１＋ｃ０ｍ１ａ４＋

Ωｂ０ｂ４ｍ１＋

ｂ２４
２ｄｍ１）／（ｍ

２
０－ｍ

２
１（ａ

２
４＋ｂ

２
４）），

Ｂ４３ ＝－
２Ωｂ０（ｍ０＋ｍ１ａ４）－ｌｂ４ｍ１
ｍ２０－ｍ

２
１（ａ

２
４＋ｂ

２
４）

，

Ｂ４４ ＝－
２Ωｂ０ｂ４ｍ１＋ｌ（ｍ０＋ｍ１ａ４）
ｍ２０－ｍ

２
１（ａ

２
４＋ｂ

２
４）

．

矩阵Ｂ的特征方程为
λ４＋ａ３３λ

３＋ａ２２λ
２＋ａ１１λ＋ａ００ ＝０． （３）

其中：

ａ３３ ＝－Ｂ３３－Ｂ４４，
ａ２２ ＝Ｂ３３Ｂ４４－Ｂ４２－Ｂ３４Ｂ４３－Ｂ３１，

ａ１１ ＝Ｂ３３Ｂ４２－Ｂ３２Ｂ４３－Ｂ３４Ｂ４１＋Ｂ３１Ｂ４４，
ａ００ ＝Ｂ３１Ｂ４２－Ｂ３２Ｂ４１．

　　对式（３）进行处理，令λ＝ｓ－ａ３３／４得
ｓ４＋ｎ２ｓ

２＋ｎ１ｓ＋ｎ０ ＝０． （４）
其中

ｎ２ ＝ａ２２－３ａ
２
３３
／８，

ｎ１ ＝ａ１１－ａ２２ａ３３／２＋ａ
３
３３
／８，

ｎ０ ＝ａ００－ａ１１ａ３３／４＋ａ
２
３３
ａ２２／１６－３ａ

４
３３
／２５６．

　　设特征多项式（４）的４个根为
λ１ ＝α１＋ｊω１，λ２ ＝α１－ｊω１，
λ３ ＝α２＋ｊω２，λ４ ＝α２－ｊω２．

　本文第３节将要证明当阻尼ｌ较小时有
α≈α１≈α２≈－ａ３３／４， （５）

则根为

λ１ ＝α＋ｊω１，　λ２ ＝α－ｊω１，
λ３ ＝α＋ｊω２，　 λ４ ＝α－ｊω２．

因为

λ＝ｓ－ａ３３／４，
所以

ｓ１ ＝ｊω１，ｓ２ ＝－ｊω１，ｓ３ ＝ｊω２，ｓ４ ＝－ｊω２．
将ｓ１、ｓ２、ｓ３、ｓ４代入如下方程：
（ｓ－ｓ１）（ｓ－ｓ２）（ｓ－ｓ３）（ｓ－ｓ４）＝０，

并与式（４）比较得
ω２１＋ω

２
２ ＝ａ２２，ω

２
１ω

２
２ ＝ａ００．

利用韦达定理解一元二次方程并假设 ω１ ＞
ω２得

ω１ ＝
ａ２２＋ ａ２２２－４ａ槡 ００

槡 ２ ，

ω２ ＝
ａ２２－ ａ２２２－４ａ槡 ００

槡 ２ ．
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　　对式（１）中的各参数如ｍ０、ｍ１等进行积分计
算，并带入式（２）中 Ｂ矩阵的各个参数，再计算
ａ００、ａ２２，最后对上式化简得

ω１ ＝
１

ρ０ 槡Ｒ ｈ
１４２８３８９６ρ０＋５１６３６２５ε槡 ４，

ω２ ＝
１

ρ０ 槡Ｒ ｈ
１４２８３８９６ρ０－５１６３６２５ε槡 ４．

　　由于ε４ρ０，所以

Δω＝ω１－ω２≈
１３６６３
Ｒ２ｈρ槡

３

０

ε４≈
１
２７７ω０ε′４．

（６）

其中ε４ ＝ ａ２４＋ｂ槡
２
４为四次谐波的绝对值幅值，

ε′４ ＝ε４／ρ０为密度偏差四次谐波的相对值．

３　品质因数对结果影响的算例验证
公式（５）是在阻尼ｌ较小的假设下推导出来

的，阻尼ｌ由品质因数Ｑ决定，因此下面将利用实
际数值讨论品质因数Ｑ对公式（６）的影响．

目前国内生产谐振子的材料为熔融石英，其

密度ρ＝２２００ｋｇ·ｍ－３，杨氏模量 Ｅ＝７６７×
１０１０Ｎ·ｍ－２，泊松比γ＝０１７，中曲面半径 Ｒ＝
００１５ｍ，厚度ｈ＝０８５×１０－３ｍ，根据文献［２］计
算得ω０＝１８７２７ｒａｄ·ｓ

－１，现对ａ４ｂ４取不同的值
进行验证，结果如表１所示．

表１　品质因数对频率裂解的影响

ａ４，ｂ４×１０－４／

（ｋｇ·ｍ－３）
Ｑ α１×１０－４ α２×１０－４ －

ａ３３
４ ×１０

－４ Δω×１０－４／

（ｒａｄ·ｓ－１）

考虑阻尼ｌ时

的实际值

Δω′×１０－４／

（ｒａｄ·ｓ－１）

误差

Δω′－Δω
Δω′

×

１００％

ａ４ ＝０１，ｂ４ ＝１０

或

ａ４ ＝１０，ｂ４ ＝０１

１０５

１０６

１０７

－９２１２５７９７５００

－９２１２５７９７５０

－９２１２５７９７７

－９２１２５８００６００

－９２１２５８００５０

－９２１２５８００３

－９２１２５７９９０００

－９２１２５７９９００

－９２１２５７９９０

３０４２６８６８５

３０４２６８６８５

３０４２６８６８５

３０４２６８６８０

３０４２６８６８４

３０４２６８６７７

１６４×１０－６

０３３×１０－６

２６３×１０－６

ａ４ ＝１０，ｂ４ ＝１０
１０５

１０６

１０７

－９２１２５７９６９００

－９２１２５７９６９０

－９２１２５７９７０

－９２１２５８０１２００

－９２１２５８０１２０

－９２１２５８０１１

－９２１２５７９９０００

－９２１２５７９９００

－９２１２５７９９０

４２８１６５３９９

４２８１６５３９９

４２８１６５３９９

４２８１６５３９３

４２８１６５４１１

４２８１６５４１５

１４０×１０－６

２８０×１０－６

３７４×１０－６

　　国内某研究所生产的半球谐振子品质因数Ｑ
能达到１０７，因此根据本文的假设推导的公式（５）
是正确的．

４　结　论
１）在半球谐振子环向密度不均匀的情况下

建立了谐振子的动力学方程；

２）根据动力学方程建立了振动位移、速度的
状态方程，根据系统的特征方程证明了谐振子在

密度不均匀存在四次谐波的情况下，存在两个二

阶固有频率；

３）在忽略了谐振子阻尼的情况下，简化了频
率裂解的解析表达式．上面的方法在分析谐振子
其他缺陷比如厚度、密度、杨氏模量、品质因数不

均匀时的频率裂解提供了一种分析方法．
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