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多面体模型的 Ｅｒｏｓ４３３引力场计算与分析
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摘　要：为更好的认识不规则小行星引力场的特点，本文采用多面体模型法对Ｅｒｏｓ４３３小行星的引力场进行
计算，并由此分析了小行星引力场的分布特点．首先介绍了多面体模型的概念和小行星多面体模型的计算方
法．然后，应用高斯公式和格林公式，通过两次积分变换将引力势函数的三重积分转化为一重积分，并将其应
用到多面体模型中，推导了多面体模型的引力势函数、引力加速度和拉普拉斯算子的计算公式．最后，计算并
分析了Ｅｒｏｓ４３３小行星引力场的分布特点，应用伪势能曲面和零速度曲线分析了小行星周围的轨道动力学
环境和平衡点的位置情况，通过与ＪＰＬ实验室公布的数据对比表明，本方法最大计算误差为１５２％，具有较
高的精度．
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　　形状不规则是小行星与类球形大行星的主要
区别之一，不规则形状使得小行星的引力场非常

复杂．这不但给研究卫星在小行星引力场中的运
动规律带来了非常大的困难，也使得绕小行星卫

星轨道的设计问题变得异常复杂．因此，建立小
行星引力场模型不但是小行星探测中所要解决的

关键问题，更是研究小行星卫星轨道动力学和设

计小行星卫星轨道的基础．传统方法很难对形状
如此复杂的小行星引力场建模，随着计算机科学

的发展，特别是近２０年来计算机３Ｄ建模与仿真
技术的提高，使得精确地建立小行星引力场成为

可能［１］．到目前为止，常用的小行星引力场建模
方法按其本质可分为两大类：第一类是采用无穷

级数逼近小行星的引力势函数，常用的有球谐函

数法［２］和椭球谐函数法［３］；第二类方法是用可计

算引力势能的模型来逼近小行星的形状，然后求



得近似模型的引力势函数．这类方法主要有三轴
椭球体法［４］和多面体模型法．地球引力场建模常
用第一类方法，但对于小行星而言，应用第一类方

法存在两个问题，一是缺乏环绕轨道数据来确定

（椭）球谐系数，二是在接近小行星表面（布里渊

（椭）球［３］以内）时，谐函数方法的计算结果会存

在较大误差甚至发散．三轴椭球体方法的缺点是
椭球体与小行星形状相似度差，精度不高．

为解决上述方法存在的问题，Ｒ．Ａ．Ｗｅｒｎｅｒ［５］

和Ｐ．Ｓ．ＲＹＡＮ［６］提出用多面体来逼近小行星的形
状进而求其引力势能的方法，２００２年 Ｍｉｌｌｅｒ等［７］

研究了应用地面天文观测确定小行星的形状、自

旋情况、类别和密度等参数的方法．２００６年Ｅ．Ｇ．
Ｆａｈｎｅｓｔｏｃｋ等［８］应用多面体模型方法对不规则形

状双星系统的绕飞轨道进行仿真计算．２００９年胡
维多［９］系统地分析了近小行星区域的动力学环

境及其对环绕小行星飞行器轨道的影响情况．为
解决小行星探测任务前无法获得高精度引力场球

谐系数的问题，笔者在２０１０年提出一种基于多面
体模型的不规则形状小行星引力场球谐系数的求

取方法［１０］．ＳｈａｏＷｅｉ［１１］提出一种利用三维散乱点
对小天体表面进行三角剖分，并建立小行星多面

体模型的方法．

１　小行星形状与多面体模型
图１为美国近地小行星交会任务（ＮｅａｒＥａｒｔｈ

ＡｓｔｅｒｏｉｄＲｅｎｄｅｚｖｏｕｓＭｉｓｓｉｏｎ，ＮＥＡＲ）的苏梅克探
测器（Ｓｈｏｅｍａｋｅｒｓｐａｃｅｃｒａｆｔ）在２０００年２月１２日
从距离Ｅｒｏｓ４３３小行星１８００ｋｍ之外所拍摄的一
系列照片中的６幅．由图１可知，Ｅｒｏｓ４３３小行星
的形状极不规则，事实上，太阳系中绝大多数小行

星的形状都不规则．为了尽可能精确地描述小行
星的形状，可以使用１个表面由一系列三角形构
成的多面体来逼近小行星，这个多面体即为小行

星的多面体模型．仿真证明，当多面体由５１８４个
面构成时，已经可以较好地逼近 Ｅｒｏｓ４３３小行星
的形状．在本文的分析计算中，应用的多面体模型
包含４９１５２个面．读者可以在 ＮＡＳＡ的 Ｐｌａｎｅｔａｒｙ
ＤａｔａＳｙｓｔｅｍ中获得更多的小行星多面体模型．
　　多面体模型可以通过分析小行星照片获
得［１２］，这些照片可以是地面天文台拍摄的［１３］，也

可以是掠飞过程中卫星拍摄的．对于已经探测的
小行星，探测器的激光雷达可以提供更为精确的

多面体模型［１４］．多面体模型可以充分利用地面天
文观测或掠飞任务所拍摄的小行星图像信息，因

而在任务设计阶段就可以取得较高的精度．

图１　Ｅｒｏｓ４３３全貌照片

２　多面体模型引力势能的计算
小行星引力场建模实质为求取引力场中任意

检验点Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）处的引力加速度函数Ｆ（ｘ，ｙ，
ｚ）的过程．而引力加速度可由引力势能 Ｖ（ｘ，ｙ，
ｚ）得到，二者的关系为

Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）
ｒ（ｘ，ｙ，ｚ）

． （１）

式（１）表明小行星引力场中某一点的引力加速度
Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）等于该点引力势函数对位置的偏导数，即
引力势函数的梯度．这样，引力场建模问题就转化为
求小行星引力场中任意检验点引力势函数的问题．
　　图２为引力势能函数计算的矢量图．
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图２　引力势能函数的计算

　　如图２所示，检验点Ｐ在小行星固连坐标系
下的位置矢量为 Ｒ′＝［ｘ　ｙ　ｚ］Ｔ，大小用 Ｒ′表
示．欲求此点的引力势能，可以将中心天体分解成
若干小体积微元，则每个体积微元可以看成１个
质点，设１个质量记为ｄｍ的体积微元Ｓ在小行星
固连坐标系内的位置矢量为 Ｒ＝［ξ　 η　 ζ］Ｔ，
大小用Ｒ表示．则由检验点到该体积微元的矢量
为ｒ＝［ｘ－ξ　 ｙ－η　 ｚ－ζ］Ｔ，大小用ｒ表示，检
验点处的引力势能可由下面三重积分定义［１５］：

Ｖ（Ｒ′）＝－ＧＭ
１
ｒｄｍ＝－ＧρＶ

１
ｒｄＶ．（２）

其中Ｇ为万有引力场数，ρ为小行星密度，由散度
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定义可知，

１
ｒ＝

１
２ｄｉｖ^ｒ． （３）

其中 ｒ^为体积微元Ｓ指向检验点Ｐ的单位向量．将
式（３）代入式（２）中得

Ｖ（Ｒ′）＝－１２ＧρＶｄｉｖ^ｒｄＶ． （４）

应用高斯公式，式（４）中的三重积分可以转化为
曲面积分，即

Ｖ（Ｒ′）＝－１２Ｇρｓｎ^·ｒ^ｄＳ． （５）

　　对于多面体模型而言，式（５）中的曲面积分
可以写成如下形式：

Ｖ（Ｒ′）＝－１２Ｇρ∑ｆ∈ｆｆａｃｅ
ｎ^ｆ·ｒ^ｆｆ

１
ｒｄＳ． （６）

式中 ｎ^ｆ为所计算面的外法线方向矢量，^ｒｆ为平面
任意一点到检验点的矢量，ｆｆａｃｅ表示面．然后，应用
格林公式将式（６）中的曲面积分转化为曲线积
分，就可以得到多面体模型外一点的引力势函

数为

Ｖ（Ｒ′）＝－１２Ｇρ∑ｅ∈ｅｅｄｇｅ
ｒＴｅＥｅｒｅ·Ｌｅ＋

１
２Ｇρ∑ｆ∈ｆｆａｃｅ

ｒＴｆＦｆｒｆ·ωｆ． （７）

式中ｅｅｄｇｅ表示边，ｒｅ为多面体边ｅ上任意一点到检
验点的矢量，且

Ｅｅ ＝ｎ^Ａ（^ｎ
Ａ
１２）

Ｔ＋ｎ^Ｂ（^ｎ
Ｂ
２１）

Ｔ，

Ｌｅ＝ｌｎ
ｒｅ１＋ｒｅ２＋ｅ１２
ｒｅ１＋ｒｅ２－ｅ１２

，

Ｆｆ＝ｎ^ｆ^ｎ
Ｔ
ｆ，

ωｆ＝ａｒｃｔａｎ
ｒ１·（ｒ２×ｒ３）

ｒ１ｒ２ｒ３＋ｒ１（ｒ２·ｒ３）＋ｒ２（ｒ２·ｒ１）＋ｒ３（ｒ１·ｒ２）
．

其中Ｅｅ为３×３矩阵；^ｎＡ为面Ａ的外法线方向矢
量；^ｎＡ１２为在面Ａ内的边ｅ的外法线方向矢量；ｒｅ１、
ｒｅ２为检验点到边的两个端点的距离；ｅ１２为边ｅ的
长度；^ｎｆ为面 ｆ的外法线方向矢量；Ｆｆ为 ３×３
矩阵．

上面就是多面体模型计算引力势能的全部公

式，下面介绍一下引力加速度和其梯度的计算公

式．

Ｆ（Ｒ′）＝Ｖ（Ｒ′）
Ｒ′

＝－Ｇρ∑
ｅ∈ｅｅｄｇｅ

ＥｅｒｅＬｅ＋Ｇρ∑
ｆ∈ｆｆａｃｅ

Ｆｆｒｆωｆ，

（８）
２Ｖ（Ｒ′）
Ｒ′２

＝Ｇρ∑
ｅ∈ｅｅｄｇｅ

Ｅｅ·Ｌｅ－Ｇρ∑
ｆ∈ｆｆａｃｅ

Ｆｆ·ωｆ， （９）

　　２Ｖ（Ｒ′）＝－Ｇρ∑
ｆ∈ｆｆａｃｅ
ωｆ． （１０）

式（９）是用来计算引力加速度的，式（１０）为

引力加速度的梯度矩阵．式（１０）中的 ２Ｖ（Ｒ′）
称为引力场拉普拉斯算子，它等于引力梯度矩阵

的迹．根据拉普拉斯算子的值可以方便的判断检
验点是否位于多面体模型的外侧．判断准则如下
式所示．

－
２Ｖ（Ｒ′）
Ｇρ

＝
４π，　检验点在多面体内部；
０，　 检验点在多面体外部；

２π， 检验点在多面体表面
{

．
（１１）

３　Ｅｒｏｓ４３３引力场计算与分析
本`文计算中使用的Ｅｒｏｓ４３３小行星多面体模

型来源于 ＮＡＳＡ的 ＰｌａｎｅｔａｒｙＤａｔａＳｙｓｔｅｍ．数据共
包含４个不同精度的多面体模型，面的个数分别
为４９１５２，１９６６０８，７８６４３２，３１４５７２８．为减小
计算量，节约时间，本文应用４９１５２个面的多面
体模型进行计算．
３１　引力场计算

ＮＡＳＡ提供的数据包中的内容共分两部分，
第一部分为多面体表面上点的位置列表，如数据

包中第１个点为“１８３３２７２Ｅ＋００－４８０９０２Ｅ＋
００－４７８４５４Ｅ＋００”，其中１表示该点的编号，后
面３个数为该点在小行星固连坐标系中的位置分
量，单位为ｋｍ；第二部分为组成多面体的三角形
索引，如其中１个三角形表示为“１１１０５１０１”其
中第１个１表示该三角形编号，后面３个数表示
三角形的３个顶点的编号，查询第一部分即可确
定该三角形在小行星固连坐标系中的位置．

根据此数据包提供的数据，结合上文给出的

公式，即可计算多面体模型外任意一点的引力势

能和引力加速度．计算中首先应用式（１１）测试检
验点是否位于多面体外侧，对于位于外侧的检验

点，应用式（７）和式（８）求其引力势能和引力加速
度．小行星的密度取为２６７０ｋｇ／ｍ３，计算结果如
图３～图１０所示．在引力加速度的等高线图中，
颜色用来表示引力加速度的大小，箭头表示引力

加速度的方向．
　　图３～４分别为小行星固连坐标系的 ＸＯＹ，
ＹＯＺ，ＺＯＸ三个坐标平面内的引力势能与引力加
速度的分布情况，由这６幅图像可知，Ｅｒｏｓ４３３小
行星引力场中引力势能和引力加速度的分布都不

规则．小行星表面的引力加速度分布也极不均衡，
最大加速度与最小加速度相差近三倍，而且引力

加速度的方向也较复杂，南半球的表面平坦区域，

引力大体上与小行星表面垂直，而在北半球的巨

大凹槽处，引力的方向与小行星表面的夹角最大．
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图３　Ｅｒｏｓ４３３小行星在坐标平面内引力势能分布

　　图５～６为距离质心１８ｋｍ的球面上Ｅｒｏｓ４３３
小行星引力势能和引力加速度的分布情况．由这
两幅图像可知，在半径为１８ｋｍ处，引力加速度存
在３个极大值（图６中点Ａ，Ｂ，Ｃ周围）区域和两
个极小值（图６中点Ｄ，Ｅ周围）区域．引力加速
度最大的区域大约位于西经１６５°的赤道（点 Ａ）
附近．两个极小值区域位于西经７５°的南半球和
东经１００°的北半球附近．在这些重力异常区，卫
星的轨道会受到很大的影响，轨道根数可能在短

时间内发生较大的变化，这与绕大行星的卫星轨

道有很大区别［１６］．
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图４　Ｅｒｏｓ４３３小行星在坐标平面内引力加速度分布
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３２　对比分析
上文给出了应用多面体模型方法计算得到的

Ｅｒｏｓ４３３小行星引力场的分布情况，为检验算法的
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准确性，将上述计算结果与 ＪＰＬ实验室公布的
Ｅｒｏｓ４３３小行星１６阶引力场模型进行对比．该引
力场模型根据苏梅克探测器对小行星近一年的环

绕飞行的轨道数据和探测器上携带的激光高度计

的观测值综合计算得到．由于在小行星表面附近
（布里渊球内）球谐函数发散，因此无法计算贴近

小行星表面区域的引力势能，所以这里只比较两

种方法计算的距小行星质心１８ｋｍ处的引力势能
值之间的差．其结果如图７所示．
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图７　Ｒ＝１８ｋｍ时两种方法计算结果的偏差

　　由图７可知两种方法计算得到的引力势能误
差非常小，经计算表明，最大相对误差出现在小行

星的长轴一端附近，对应于图６的Ａ点附近区域，
其最大误差为１５２％，其余区域的最大误差均不
超过０５％．这充分说明本文方法具有较高的计
算精度．为清楚的描述计算误差与小行星形状间
的关系，将误差曲面投影到 Ｅｒｏｓ４３３表面，可以得
到小行星表面的误差分布图，如图８所示．
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图８　计算误差在小行星表面的分布

３３　伪势能与平衡点
除了不规则的形状外，小行星的自旋对绕其

运动的卫星轨道亦有很大的影响，这两个因素相

互叠加，使得小行星卫星的轨道动力学变得异常

复杂．在小行星固连坐标系中，卫星的运动方程
为［２１］

ｘ̈－２ωＴｙ－ω
２
Ｔ
ｘ＝Ｖ／ｘ；

ｙ̈＋２ωＴｘ－ω
２
Ｔ
ｙ＝Ｖ／ｙ；

ｚ̈＝Ｖ／
{

ｚ．

（１２）

其中［ｘ　 ｙ　 ｚ］Ｔ为卫星在小行星固连坐标系中
的位置矢量；ωＴ为小行星的自旋角速度，Ｅｒｏｓ４３３
的自旋角速度为ωＴ ＝３３１１７×１０

－４ｒａｄ／ｓ；Ｖ为
前文建模的引力势函数．运动方程（１２）存在如下
形式积分［１７］：

　Ｊ＝０．５ω２Ｔ（ｘ
２＋ｙ２）＋Ｖ－０．５（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）．

（１３）
其中Ｊ称为Ｊａｃｏｂｉ积分常数；０．５（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）为
飞行器的动能，由式（１３）右端的前两项的和可以
定义飞行器的伪势能，其形式为

Ｕ＝１２ω
２
Ｔ（ｘ

２＋ｙ２）＋Ｖ． （１４）

　　伪势能描述了旋转坐标系中的引力场分布情
况，因为考虑了小行星自身旋转对引力场的影响，

伪势能可以比引力势能更好的描述小行星的引力

场状况．图９为 Ｅｒｏｓ４３３小行星赤道平面内的伪
势能曲面，图１０为伪势能的等高线图．由式（１３）
可知伪势能Ｕ相当于动能为零时的ｊａｃｏｂｉ积分常
数Ｊ，因此，图１０又称为零速度曲线图．
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图９　Ｅｒｏｓ４３３小行星伪势能曲面

　　图９～１１反映了赤道平面内的伪势能分布
情况，由图９可知，在小行星外侧，随着与小行星
距离的增大，伪势能先减小后增大，在 Ｙ轴附近，
存在两个伪势能的极小值点（对应于图１０中的
Ｅ３，Ｅ４）．而在Ｘ轴附近，伪势能曲面存在两个鞍状
平衡点（对应于图１０中的Ｅ１，Ｅ２）．这４个点称为
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平衡点，由图１１可知，在平衡点附近，伪势能分布
情况复杂，因此在此区域内运动的卫星轨道受其

影响表现出强烈的非线性，这些轨道往往是不稳

定的［１８］．Ｅ１ ～Ｅ４四个平衡点的性质与圆型限制
性三体问题中的动平衡点性质相似．故在其周围
也存在周期轨道和拟周期轨道，笔者在文献［１９］
中研究了Ｅ１、Ｅ２两个平衡点附近的轨道特性和轨
道控制问题．Ｓｃｈｅｅｒｅｓ在文献［２０］研究了平衡点
附近周期轨道的确定与计算问题．
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图１１　平衡点Ｅ２点附近伪势能的分布

４　结　论
本文介绍了基于形状逼近的小行星引力场建

模方法———多面体模型法．给出了 Ｅｒｏｓ４３３小行
星的多面体模型，并推导了多面体模型方法中引

力势能、引力加速度和拉普拉斯算子的计算公式．
应用 ＮＡＳＡ的 ＰｌａｎｅｔａｒｙＤａｔａＳｙｓｔｅｍ 提供的
Ｅｒｏｓ４３３小行星多面体模型分析了其引力场分布
情况，绘制了引力势能和引力加速度的分布图．考
虑到小行星旋转对引力场的影响，本文还分析了

小行星赤道平面内伪势能曲面与零速度曲线分布

情况．由以上分析可知：
１）Ｅｒｏｓ４３３小行星表面的引力加速度分布极

不均衡，最大加速度与最小加速度相差近三倍，而

且引力加速度的方向也较复杂，南半球的表面平

坦区域，引力大体上与小行星表面垂直，北半球的

巨大凹槽处，引力的方向与小行星表面存在很大

的夹角．
２）在距离小行星中心１８ｋｍ处，引力加速度

存在３个极大值和２个极小值．其中引力加速度
最大的区约位于西经１６５°的赤道附近，２个极小
值分别位于南半球的西经 ７５°和北半球的东经
１００°区域．

３）在自旋和不规则形状的共同影响下，
Ｅｒｏｓ４３３小行星引力场中存在 ４个平衡点，其中
２个平衡点位于 Ｙ轴附近，对应于伪势能的极小
值；另外２个位于Ｘ轴附近，与之对应的伪势能曲
面呈马鞍面状分布．
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