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修正心形线式内曲线径向柱塞马达脉动分析
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摘　要：为设计出输出特性良好的内曲线径向柱塞式液压马达，提出了一种新型的内曲线———修正心形线．
该曲线为一条简单、连续、封闭且高次可微的周期性曲线，可解决内曲线马达的内部冲击问题．选用修正心形
线作为马达的内曲线，通过理论推导，分析不同周期数和柱塞数对马达相位的影响．相位分析结果表明：马达
的脉动情况取决于马达的等效柱塞数．推导了该曲线形式下马达的脉动率通用公式，结果表明，随着等效柱
塞数的增加，马达脉动率减小．仿真结果验证了理论分析结果的正确性．
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　　多作用内曲线径向柱塞马达具有体积小、排
量大的优点，其低速大扭矩的输出特性在静压驱

动技术（ＨＳＴ）中具有广泛的应用［１］．文献［２－３］
对该类马达的输出稳定性能进行了分析，表明该

类马达在低速大扭矩的应用场合输出特性比较稳

定．文献［４－５］对该类马达内部柱塞和滚子的磨
损和润滑情况进行了分析．在滚柱、导轨材料的合
理选取，内曲线导轨的加工、热处理工艺进一步完

善的同时，曲线的设计和改进在国内一直是内曲

线马达开发研究的核心［６］．国产的最新 ＺＪＭ系列
径向柱塞马达中，采用等加速 －等减速形式曲线

作为马达的内曲线．文献［７］对该类曲线进行的
研究结果表明，该类曲线所造成的柔性冲击对内

曲线导轨的疲劳点蚀影响较大．国内一些专家从
内曲线导轨的接触疲劳强度的角度进行分析，提

出了等接触应力曲线［８］．但由于该曲线形式比较
复杂，在实际加工过程中，往往达不到其精度要求

而不能广泛应用．
为了获得形式简单，并且没有冲击的马达导

轨内曲线形式，本文对心形线进行幅值和周期修

正，将修正后的曲线形式作为马达的内曲线．推导
了修正心形线作为内曲线时马达的脉动率公式，

为寻求该曲线形式下马达脉动率较小的情况提供

了理论依据．



１　内曲线径向柱塞马达的工作原理
内曲线径向柱塞马达的工作原理如图 １所

示，工作部分主要由中心配油盘、柱塞、滚子及内

曲线导轨等组成．当马达工作时，高压油通过配油
装置进入对应的柱塞腔内，柱塞在高压油的推动

作用下，带动滚子沿径向向外运动，滚子与内曲线

导轨相互作用，产生切向力，带动中心配油盘旋

转，从而输出扭矩，同时将处于低压区的柱塞腔内

的低压油排出．通过不断地通入高压油而排出低
压油来实现马达连续工作［９］．马达的排量，脉动
情况，内曲线导轨的受力等都取决于马达的内曲

线，所以马达的内曲线至关重要．
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１—柱塞；２—滚子；３—内曲线导轨；４—中心配流盘；５—输出轴

图１　内曲线马达工作原理

２　马达的排量脉动分析
２１　修正心形线

参照数学手册心形线的形式ｒ＝ａ（１－ｃｏｓθ），
通过将其进行幅值扩展和周期扩展修正为 ｒ＝
Ａ［１－Ｂｃｏｓ（ｎθ）］（其中 Ａ，Ｂ，ｎ为参数），可以获
得一种适合作为马达内曲线的曲线形式．图２为
心形线和修正心形线示意图．
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（ａ）心形线ｒ＝ａ（１＋ｃｏｓθ）　（ｂ）修正心形线ｒ＝Ａ［１＋Ｂｃｏｓ（ｎθ）］

图２　心形线和修正心形线

　　从修正心形线的公式可以看出：Ａ值决定了
曲线轮廓大小，Ｂ值决定了曲线幅值变化大小，ｎ
值决定了曲线的周期数．修正心形线的优点在于
其各阶连续可导，柱塞运动的速度、加速度等都是

连续的，克服了“硬冲”、“软冲”等冲击问题，而且

曲线所形成的内曲线导轨形式比较简单，便于加

工制造．
设马达柱塞数为Ｎ，曲线周期数为 ｎ．根据修

正心形线的方程，可以求得柱塞每个周期内的行

程为２ＡＢ，则马达的每转排量为
ｑＭ ＝２ＡＢＳＮｎ．

其中Ｓ为柱塞截面积（ｍｍ２）．
２２　马达脉动情况分析

为了便于分析，不考虑滚子半径的影响，令滚

子半径ｒｇ ＝０，根据曲线的表达式可以得到任意
柱塞的瞬时流量ｑθｉ为

ｑθｉ＝
ｗＡＢＳｎｓｉｎ（ｎθｉ）， θｉθｈ；

０，　　 　 θｉθｈ{ ．

其中，ｗ为马达转动角速度ｒａｄ／ｓ；θｈ为高压腔角
度范围，ｒａｄ．

马达的瞬时流量为

ｑθ＝ｗＡＢＳｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎθｉ，　θｉθｈ． （１）

　　由于需要判断每个柱塞是否处于高压腔，所
以用公式（１）无法直接求得马达的脉动情况．下
面首先对单个周期时马达的脉动情况进行分析，

然后分析多个周期时马达的脉动情况．
２２１　单周期时马达脉动率分析

为便于分析，将所有柱塞进行编号，令１号柱
塞位于高压进油区的起始点位置．按照最小周期
理论［６］，马达的最小周期为２πＺ／（ｎＮ）（Ｚ为ｎ和
Ｎ的最大公约数，当ｎ、Ｎ不存在公约数时Ｚ＝１），
表示马达最小转过２πＺ／（ｎＮ）时，马达柱塞相位
与初始时相同．由于柱塞都是均匀分布的，每相邻
两个柱塞的相位差为２π／Ｎ，第ｉ号柱塞的相位为
２π（ｉ－１）／Ｎ．令高压腔角度范围为０～π，下面分
马达柱塞数为奇数和偶数两种情况进行讨论．
１）Ｎ为偶数时，位于高压腔的柱塞数与低压

腔的柱塞数相等，都是Ｎ／２．在一个最小周期内，１
号柱塞到 Ｎ／２号柱塞全部都位于高压进油区，
Ｎ／２＋１号柱塞到Ｎ号柱塞全部位于低压排油．

当１号柱塞转动角度为θ时，（其中０≤θ＜
２π／Ｎ），按照以上分析，１～Ｎ／２号柱塞全部进油．
带入公式（１）得到马达瞬时流量公式为

　ｑθ＝ｗＳＡＢｎ∑
Ｎ／２

ｉ＝１
ｓｉｎθｉ ＝ｗＳＡＢ［ｓｉｎθ＋… ＋

ｓｉｎ（θ＋（ｉ－１）２π／Ｎ）＋… ＋ｓｉｎ（θ＋
（Ｎ／２－１）２π／Ｎ）］，

化简得

ｑθ＝
ｗＡＢＳ
ｓｉｎ（π／Ｎ）

ｓｉｎθ＋Ｎ－２２Ｎ( )π．
　　令Ｋ＝ ｗＡＢＳ

ｓｉｎ（π／Ｎ）
，瞬时流量公式可以转化为

如下形式：
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ｑθ＝Ｋｓｉｎθ＋
Ｎ－２
２Ｎ( )π．

　　在０≤θ＜２π／Ｎ的条件下，最大瞬时流量

ｑｍａｘ＝Ｋ，最小瞬时流量为 ｑｍｉｎ ＝Ｋｓｉｎ（
Ｎ－２
２Ｎ π）．

马达的脉动率公式［１０］为

δ＝２（ｑｍａｘ－ｑｍｉｎ）／（ｑｍａｘ＋ｑｍｉｎ）． （２）

　　将最大瞬时流量ｑｍａｘ与最小瞬时流量ｑｍｉｎ带
入式（２），得到偶数柱塞时马达的脉动率表达式

δ＝２
１－ｓｉｎＮ－２

２Ｎ( )[ ]π Ｋ

１＋ｓｉｎＮ－２
２Ｎ( )[ ]π Ｋ

＝２
ｔａｎ １
２Ｎ( )π

ｔａｎＮ－１
２Ｎ( )π

．

　　２）当Ｎ为奇数时，且１号柱塞相位为０时，位
于高压区的柱塞数（Ｎ＋１）／２，位于低压区的柱塞
数为（Ｎ－１）／２，马达的最小周期为２π／Ｎ．当马达
转动π／Ｎ时，第（Ｎ＋１）／２号柱塞相位为π，此时
位于高压腔的柱塞数为（Ｎ－１）／２，而位于低压腔
的柱塞数为（Ｎ＋１）／２，继续转动π／Ｎ后一个最小
周期结束．下面分别计算两部分的瞬时排量．

（１）当马达转角 ０≤ θ＜π／Ｎ时，马达有
（Ｎ＋１）／２个柱塞处于高压进油区，马达瞬时排
量为

　ｑθ＝ｗＡＢＳ ∑
（Ｎ＋１）／２

ｉ＝１
ｓｉｎθｉ ＝

　　　 ｗＡＢＳｓｉｎθ＋
Ｎ－１
２Ｎ( )πｓｉｎＮ＋１２Ｎ( )π
ｓｉｎ（π／Ｎ

[ ]
）

．

（２）当马达转角π／Ｎ≤θ＜２π／Ｎ时，马达有
（Ｎ－１）／２个柱塞处于高压进油区，马达瞬时排
量为

ｑθ＝ｗＡＳＢ ∑
（Ｎ－１）／２

ｉ＝１
ｓｉｎθｉ ＝

ｗＡＢＳｓｉｎθ＋Ｎ－３２Ｎ( )πｓｉｎＮ－１２Ｎ( )π
ｓｉｎ（π／Ｎ）

．

令Ｋ＝ｗＡＢＳｓｉｎ（（Ｎ＋１）／（２Ｎ）），那么奇数柱
塞的流量为

ｑθ＝
Ｋｓｉｎθ＋Ｎ－１２Ｎ( )π， ０≤θ＜πＮ；
Ｋｓｉｎθ＋Ｎ－３２Ｎ( )π， π

Ｎ≤θ＜
２π
Ｎ

{ ．
（３）

从式（３）可以得到柱塞数为奇数时马达的最
大瞬时流量为ｑｍａｘ ＝Ｋｓｉｎ（（Ｎ＋１）π／（２Ｎ）），最

小瞬时流量ｑｍｉｎ ＝Ｋｓｉｎ
Ｎ－１
２Ｎ( )πｓｉｎＮ＋１２Ｎ( )π，

则马达的脉动率为

δ＝２
１－ｓｉｎＮ－１

２Ｎ( )π
１＋ｓｉｎＮ－１

２Ｎ( )π
＝
２ｔａｎ １

４Ｎ( )π
ｔａｎ２Ｎ－１

４Ｎ( )π
．

２２．２　多周期时马达脉动率分析
下面对多个周期的脉动情况进行分析．将内

曲线按角度在０～２π内展开，Ｎ个柱塞均匀分布
于ｎ个周期上，相邻两个柱塞间隔为ｎ／Ｎ个周期，
每个周期对应的角度为２π／ｎ．令１号柱塞初始时
位于周期１的初始位置，而且马达周期数与柱塞
数没有公约数，分析全部柱塞的相位．根据周期性
的定义，一个柱塞平移任意整数个周期数，对该柱

塞的运动规律没有影响，因此可以将马达所有柱

塞全部移动整数个周期，使其全部位于第１个周
期，平移后各个柱塞的相位分别为

１号柱塞，相位为０；

２号柱塞，相位为 ｎ
Ｎ－

ｎ[ ]{ }Ｎ
２π
ｎ；

…

ｉ号柱塞，相位为 （ｉ－１）ｎ
Ｎ － （ｉ－１）ｎ[ ]{ }Ｎ

２π
ｎ；

…

Ｎ号柱塞，相位为 （Ｎ－１）ｎ
Ｎ － （Ｎ－１）ｎ[ ]{ }Ｎ

２π
ｎ．

其中［］表示对内部值取整数．
图３为３周期７柱塞时按照上述方法移动后

的相位分布图，当全部移动到第一周期后柱塞的

排列顺序发生了变化．
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图３　多周期时柱塞相位分布

　　如果每个柱塞相位各不相同，那么可以推得Ｎ
个柱塞在周期１上均匀分布．用反证法进行证明：

对于ｉ号柱塞，将其移动到第一个周期后，其
相位为

（ｉ－１）ｎ
Ｎ － （ｉ－１）ｎ[ ]{ }Ｎ

２π
ｎ．

假设对于ｋ号柱塞（ｋ≠ｉ），将其移动到第一个周期
后，其相位与ｉ号柱塞相位相同，即可以得到
（ｋ－１）ｎ
Ｎ － （ｋ－１）ｎ[ ]Ｎ

＝（ｉ－１）ｎＮ － （ｉ－１）ｎ[ ]Ｎ
．

那么可以推知，第ｉ个柱塞与第ｋ个柱塞之间存在
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整数个周期，即（ｋ－ｉ）ｎ／Ｎ为整数．
又因为Ｎ、ｎ不存在公约数，所以在１～Ｎ内

只有当ｋ＝ｉ时满足条件，与假设相反，所以假设
不成立．也就是说，任意两个柱塞的相位是不相
同的．

当Ｎ、ｎ存在大于１的公约数Ｚ时，移动后会
出现Ｚ个柱塞位于同一位置，在该种情况下，相当
于存在Ｎ／Ｚ个不同的位置，等效柱塞数为Ｎ／Ｚ．

对于任意周期柱塞数下马达的脉动率公式进

行推导，将马达平移后的等效柱塞数 Ｎ′＝Ｎ／Ｚ，
将移动后的马达重新编号为１′号到Ｎ′号，代入式
（１）后，同样分 Ｎ′为奇数和偶数两种情况，参照
单周期时马达的计算方法得到等效柱塞数为奇数

和偶数两种情况的马达瞬时流量．
柱塞数为奇数时，马达瞬时流量方程为

ｑθ＝
Ｋｓｉｎｎθ＋Ｎ′－１２Ｎ′( )π， ０≤θ＜πＺｎＮ．
Ｋｓｉｎｎθ＋Ｎ′－３２Ｎ′( )π， πＺｎＮ≤θ＜２πＺｎＮ{ ．

其中，Ｋ＝
ｗＡＢＳＺｓｉｎＮ′－１

２( )Ｎ′

ｓｉｎ π( )Ｎ′
．

偶数柱塞马达的瞬时流量方程为

ｑθ＝Ｋｓｉｎｎθ＋
Ｎ′－２
２Ｎ′( )π， ０≤θ＜２πＺｎＮ．

其中，

Ｋ＝ｗＡＢＳＺ／ｓｉｎ（π／Ｎ′）．
最终得到马达在任意周期数ｎ与柱塞数Ｎ下

的脉动率方程为

δ＝

２
ｔａｎ １
２Ｎ′( )π

ｔａｎＮ′－１
２Ｎ′( )π

， Ｎ′＝２ｋ， （ｋ＝０，１，２，…）；

２
ｔａｎ １
４Ｎ′( )π

ｔａｎ２Ｎ′－１
４Ｎ′( )π

， Ｎ′＝２ｋ＋１，（ｋ＝０，１，２…）















．

（４）
其中：Ｎ′为等效柱塞数，Ｎ′＝Ｎ／Ｚ；Ｚ为周期数ｎ
与柱塞数Ｎ的最大公约数．

３　仿真验证

为了更加直观地反映马达各种情况下的脉动

率，应用ＭＡＴＬＡＢ对其流量进行仿真验证．令Ａ＝
１００ｍｍ，Ｂ＝００５，Ｓ＝１ｍｍ２，ｗ＝１ｒａｄ／ｓ计算
马达的流量．
１）当柱塞数为奇数时，以柱塞数取 ５为例，

取周期数分别为２、３、４，流量脉动情况如图４所
示，仿真结果如表１所示．
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图４　柱塞数Ｎ＝５时不同周期数下马达的流量

表１　柱塞为５时不同周期下马达的脉动率

周期数 ｑｍａｘ／（ｍｍ３·ｓ－１）ｑｍｉｎ／（ｍｍ３·ｓ－１） 脉动率／％

２ １６．１８０ １５．３８８ ５．０１７７

３ ２４．２７１ ２３．０８３ ５．０１７５

４ ３２．３５０ ３０．７７７ ４．９８３６

　　柱塞数为奇数，而且柱塞数Ｎ与周期数ｎ最
大公约数Ｚ＝１，将Ｎ′＝５代入式（４）计算其理论
脉动率

δ＝
２ｔａｎ １

４Ｎ′( )π
ｔａｎ２Ｎ′－１

４Ｎ′( )π
＝
２ｔａｎ １

２０( )π
ｔａｎ１０－１

２０( )π
＝５０１７１％．

　　将仿真得到的结果（表１）与理论计算的结果
进行比较，可以看到脉动率结果基本保持一致，其

最大误差不超过１％．
２）当柱塞数为偶数时，以柱塞数取８为例进

行说明，取周期数分别为２、３、５、６，流量脉动如图
５所示，仿真结果如表２所示．
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图５　柱塞数为８时流量

表２　柱塞数为８时不同周期下马达的脉动率

周期数 ｑｍａｘ／（ｍｍ３·ｓ－１）ｑｍｉｎ／（ｍｍ３·ｓ－１） 脉动率／％

２ ２８２７１ ２００００ ３４２６９０

３ ３９１９２ ３６２１３ ７９００９

５ ６５３１１ ６０３５５ ７８８７６

６ ８４８１１ ６００００ ３４２６７０

　　当周期数为３和５时，马达周期数与柱塞数
最大公约数Ｚ＝１，将Ｎ′＝８代入式（４），求得马
达的理论脉动率为

·７４·第３期 于红英，等：修正心形线式内曲线径向柱塞马达脉动分析



δ＝２
ｔａｎ １
２Ｎ′( )π

ｔａｎＮ′－１
２Ｎ′( )π

＝２
ｔａｎ １
１６( )π

ｔａｎ ７
１６( )π

＝７９１３２％．

　　当周期数为２和６时，因为周期数与柱塞数
最大公约数为Ｚ＝２，等效柱塞数为Ｎ′＝８／２＝
４，代入式（４）计算马达的理论脉动率为

δ＝２
ｔａｎ １
２Ｎ′( )π

ｔａｎＮ′－１
２Ｎ′( )π

＝２
ｔａｎ １

８( )π
ｔａｎ４－１

８( )π
＝３４３１４％．

可以看出，仿真得到的结果与理论计算的结果基

本一致，其最大误差不超过１％，证明了理论推导
的正确性．通过式（４）可以得到在修正心形线作
为内曲线的马达在不同等效柱塞数下马达的脉动

值，如表３所示．
表３　不同等效柱塞数下马达的脉动率

等效柱塞数 ４ ５ ６ ７ ８ ９

脉动率／％ ３４３１ ５０１７ １４３５ ２５３９ ７９１３ １５３１

　　从表３可以看出，等效柱塞数为奇数时马达
的脉动率小于偶数时马达的脉动率；因此为了减

小马达的脉动率，应当尽量选择等效柱塞数为

奇数．
该类马达通常选择８周期１０柱塞结构形式，

马达的等效柱塞数为５，选择修正心形曲线形式
时其理论脉动率为００５．曲线的最大向径与最小
向径之比通常为１１，那么Ｂ值在００５左右，Ａ值
的大小与马达整体的排量相关，Ａ值越大，马达排
量越大．

４　结　论
１）本文将心形线进行幅值和周期修正，得到

了一种新的曲线形式，以修正心形线作为径向柱

塞马达的内曲线导轨形式，其结构简单而且对马

达没有冲击影响．
２）对相位的分析表明，多作用内曲线马达的

脉动情况取决于马达的等效柱塞数．对于其他形
式的内曲线马达在进行脉动分析时，可以只分析

一个周期内不同等效柱塞数的脉动情况，即可得

到任意周期数和柱塞数下的马达的脉动情况．
３）推导了在修正心形曲线形式下马达脉动

率的计算公式，从公式中可以看出，等效柱塞数为

奇数且数值越大时马达的脉动率越小．ＭＡＴＬＡＢ
仿真证明了理论分析的正确性．
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