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Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部配点法在轨迹优化中的应用
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摘　要：伪谱法在轨迹优化中应用广泛，其中 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ伪谱法在求解轨迹优化问题时具有较快的收敛性和较高的精
度．为了证明Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部配点法在求解轨迹优化等问题的可行性，给Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部配点法的应用提供理论基础，研
究了Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部配点法收敛性和稳定性．文中以Ｈｙｐｅｒｓｅｎｓｉｔｉｖｅ问题和Ｍｉｎｉｍｕｍｅｎｅｒｇｙ为例，分别用Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部
配点法与传统插值方法和经典Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ伪谱法求接，计算结果表明：Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部配点法是可行和有效的．该方法不
仅在一定程度上相比于传统的插值法精度更高、计算速度更快，和经典Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ伪谱法相比也略有优势．
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　　最优控制问题的起源可以追溯到１７世纪，最
早 是 由 Ｊｏｈａｎｎ Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ提 出 的 著 名 的
ｂｒａｃｈｙｓｔｏｃｈｒｏｎｅ最短时间（即最速降线）问题［１］．
Ｊ．Ｔ．Ｂｅｔｔｓ［２］在１９９８年描述和总结了几种经典的
轨迹优化方法．近年来，一类离散控制变量和状态
变量 的 伪 谱 法 （ＰｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌＭｅｔｈｏｄ， ＰＳ
Ｍｅｔｈｏｄ）［３］，也称为正交配点方法（Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ
Ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ）［４］备受关注．该方法采用全局插值多
项式的有限基，在一系列离散点上近似状态变量

和控制变量．对多项式求导来近似动力学方程中

的状态变量对时间的导数，且在一系列配点上满

足动力学方程右函数约束，从而将微分方程约束

转换为代数约束．其中，Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法［５］、

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ伪谱法［６］、Ｒａｄａｕ正交配点法和 Ｇａｕｓｓ
伪谱法［７］越来越受到学者的青睐．在伪谱法中，
配点有两种不同的选取方法：局部法和全局法．局
部配点法，是将整个时间段分割成 Ｎ段相等的子
区间，再在每个子区间上选取相同数目的插值点；

每相邻两个子区间受状态变量、独立变量和控制

变量的连续性条件约束．全局配点法是在整个时
间段里进行插值近似．

本文阐述了 ＣＰＭ（ＣｈｅｂｙｓｈｅｖＰｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ
Ｍｅｔｈｏｄ）局部配点法的求解公式，证明了其收敛性
和稳定性，并用两个数值算例加以证明其在轨迹



优化中的应用．计算结果表明，局部法求得的数值
解和解析解相吻合，具有较高的精度．

１　Ｂｏｌｚａ型连续性最优控制问题
Ｂｏｌｚａ型最优控制问题定义为：寻找控制变

量ｕ（τ）∈Ｒｎ和状态变量ｘ（τ）∈Ｒｎ，在定义区间
τ０≤τ≤τｆ里，最小化具有一般性的 Ｂｏｌｚａ型性
能指标［８］为

Ｊ＝Φ［ｘ（τｆ），τｆ］＋∫
τｆ

τ０
ｇ［ｘ（τ），ｕ（τ），τ］ｄτ．

　　１）动力学约束条件为
不等式约束：

ｆｌ≤ｆ［ｘ（τ），ｘ（τ），ｕ（τ），τ］≤ｆｕ．
式中：上界ｆｕ和下界ｆｌ相等时，动力学约束条件转
换为等式约束为

ｆ［ｘ（τ），ｘ（τ），ｕ（τ），τ］＝０． （１）
　　如果，ｆ／ｘ’矩阵是非奇异的，式（１）则可以
转化为普通微分方程为

ｘ（τ）＝珋ｆ［ｘ（τ），ｕ（τ），τ］．
　　２）边界约束条件为

ψ０ｌ≤ψ［ｘ（τ０），ｕ（τ０），τ０］≤ψ０ｕ，
ψｆｌ≤ψ［ｘ（τｆ），ｕ（τｆ），τｆ］≤ψｆｕ．

式中：ψ０：Ｒ
ｍ ×Ｒｌ×Ｒ→ Ｒｈ；ψ０ｌ、ψ０ｕ∈ Ｒｈ；ψｆ：

Ｒｍ ×Ｒｌ×Ｒ→Ｒｐ；ψｆｌ、ψｆｕ∈Ｒｐ．
３）路径约束条件为

Ｃｌ≤Ｃ［ｘ（τ），ｕ（τ），τ］≤Ｃｕ．
式中：Ｃ：Ｒｍ×Ｒｌ×Ｒ→Ｒｒ；Ｃｌ、Ｃｕ∈Ｒｒ分别为路
径约束的下界和上界．
４）状态变量和控制变量的边界约束为

ｘｌ
ｕ

[ ]
ｌ

≤
ｘ（τ）
ｕ（τ[ ]
）
≤
ｘｕ
ｕ

[ ]
ｕ

．

２　Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部伪谱法
Ｂｏｌｚａ型连续性最优控制问题可通过下面的

局部 ＣＰＭ方法将其转化为非线性规划问题
（ＮＬＰ）．首先，将最优控制问题的时间区间 Ｉ＝
［τ０，τｆ］划分成Ｍ个子区间Ｉｍ（ｍ＝１，…，Ｍ），则
有Ｉｍ ＝［τｍ－１，τｍ］为

∩
Ｍ

ｍ＝１
Ｉｍ ＝０，∪

Ｍ

ｍ＝１
Ｉｍ ＝Ｉ．

　　由于Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ伪谱法的配点都分布在区间
［－１，１］上，因此，在每个子区间内，需将最优控
制问题的时间区间Ｉｍ（ｍ＝１，…，Ｍ）转化到区间
［－１，１］上，对时间变量τ（ｍ）作变换

ｔ＝ ２τ（ｍ）

τｍ －τｍ－１
－
τｍ ＋τｍ－１
τｍ －τｍ－１

，ｔ∈［－１，１］．

在Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ伪谱法中，插值点（即 ＣＧＬ点）
的选取为

ｔｋ ＝ｃｏｓ（（Ｎ－ｋ）π／Ｎ），ｋ＝０，…，Ｎ．（２）
　　由式（２）可知，ｔｋ∈ ［－１，１］，且它是 Ｎ次
Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式ＴＮ（ｔ）的极值．第ｊ次Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
多项式为

Ｔｊ（ｔ）＝ｃｏｓ（ｊｃｏｓ
－１ｔ），ｊ＝０，…，Ｎ．

　　文献［５］证明了在ＣＧＬ点处求得的近似解是
最接近所求问题最优解的，且文中给出了误差表

达式．在每一子区间上，为离散控制变量和状态变
量，本文寻找如下形式的多项式近似

ｘ（ｍ）≈Ｘ（ｍ）（ｔ）＝∑
Ｎ

ｊ＝０
ｘ（ｍ）ｊ ｊ（ｔ）， （３）

ｕ（ｍ）≈Ｕ（ｍ）（ｔ）＝∑
Ｎ

ｊ＝０
ｕ（ｍ）ｊ ｊ（ｔ）． （４）

式中，ｊ（ｔ）是Ｎ次拉格朗日插值基函数为

ｊ（ｔ）＝
（－１）ｊ＋１（１－ｔ２）Ｔ

·

Ｎ（ｔ）
Ｎ２ｃｊ（ｔ－ｔｊ）

．

其中：

ｃｊ＝
２，　ｊ＝０，Ｎ；
１，　１≤ｊ≤Ｎ－１{ ．

　　由插值基函数的性质可得

ｊ（ｔｋ）＝δｊｋ ＝
１，　ｊ＝ｋ；
０，　ｊ≠{ ｋ．

　　从而有
Ｘ（ｍ）（ｔｋ）＝ｘ

（ｍ）
ｋ ，Ｕ

（ｍ）（ｔｋ）＝ｕ
（ｍ）
ｋ ．

　　对式（３）、（４）求导可得状态变量的导数，从
而将动力学约束方程转化为代数约束，即

ｘ（ｍ）≈Ｘ
·
（ｍ）（ｔ）＝∑

Ｎ

ｉ＝０
Ｘ（ｍ）（ｔｉ）ｉ（ｔ）＝

　　　∑
Ｎ

ｉ＝０
Ｄｋｉ（ｔｋ）Ｘ（ｔｉ）．

式中：微分矩阵Ｄ是（Ｎ＋１）×（Ｎ＋１）维微分矩
阵，表达式为

［Ｄｋｉ］＝

（ｃｋ／ｃｉ）［（－１）
ｉ＋ｋ／（ｔｋ－ｔｉ）］，ｉ≠ｋ；

－ｔｋ／［２（１－ｔ
２
ｋ）］，　１≤ｉ＝ｋ≤Ｎ－１；

－（２Ｎ２＋１）／６，　ｉ＝ｋ＝０；
（２Ｎ２＋１）／６，　










ｉ＝ｋ＝Ｎ．

　　这样，将最优控制问题的动力学微分方程约
束转换为代数约束为

∑
Ｎ

ｉ＝０
ＤｋｉＸ

（ｍ）
ｉ －

τｍ －τｍ－１
２ ｆ（Ｘ（ｍ）ｋ ，Ｕ

（ｍ）
ｋ ，ｔｋ；τｍ－１，τｍ）＝０，

　　　　　　（ｋ＝１，…，Ｎ）．
其中：

Ｘ（ｍ）ｋ ≡Ｘ（ｍ）（ｔｋ）∈Ｒ
ｎ，

Ｕ（ｍ）ｋ ≡Ｕ（ｍ）（ｔｋ）∈Ｒ
ｎ，（ｋ＝１，…，Ｎ）．
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　　需要注意的是，本文中选取的每个子区间的
末端点就是下一个相邻子区间的始端点，即

Ｘ（ｍ－１）Ｎ ＝Ｘ（ｍ）０ ．
也就是说，在子区间 Ｉｍ中的离散点是由（Ｎ－１）
个ＬＧ点和两个端点组成的（Ｎ＋１）个节点．

将性能指标函数中的积分项用Ｇａｕｓｓ积分来
近似，得到 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ伪谱法中的性能指标函
数为

　Ｊ＝Φ［Ｘ（１）０ ，τ０，Ｘ
（Ｍ）
ｆ ，τｆ］＋

　　　∑
Ｍ

ｍ＝１

τｍ －τｍ－１
２ ∑

Ｍ

ｍ＝１
ωｋｇ（Ｘ

（ｍ）
ｋ ，Ｕ

（ｍ）
ｋ ，ｔｋ；τｍ－１，τｍ）．

式中，ωｋ为在ＬＧ点处的Ｇａｕｓｓ权重．
其次，边界条件约束可表示为

ψ０ｌ≤ψ［Ｘ
（１）
０ ，Ｕ

（１）
０ ，τ０］≤ψ０ｕ，

ψｆｌ≤ψ［Ｘ
（Ｍ）
ｆ ，Ｕ

（Ｍ）
ｆ ，τｆ］≤ψｆｕ．

　　路径约束可表述为
Ｃｌ≤Ｃ［Ｘ

（ｍ）
ｋ ，Ｕ

（ｍ）
ｋ ，ｔｋ；τｍ－１，τ（ｍ）］≤Ｃｕ，

（ｋ＝１，…，Ｎ；ｍ＝１，…，Ｎ）．
　　至此，将求解最优化问题转化为了如下所述
的ＮＬＰ问题．

目标函数为

　Ｊ＝Φ［Ｘ（１）０ ，τ０，Ｘ
（Ｍ）
ｆ ，τｆ］＋

　　　∑
Ｍ

ｍ＝１

τｍ －τｍ－１
２ ∑

Ｍ

ｍ＝１
ωｋｇ（Ｘ

（ｍ）
ｋ ，Ｕ

（ｍ）
ｋ ，ｔｋ；τｍ－１，τｍ）．

　　约束方程为

∑
Ｎ

ｉ＝０
ＤｋｉＸ

（ｍ）
ｉ －

τｍ －τｍ－１
２ ｆ（Ｘ（ｍ）ｋ ，Ｕ

（ｍ）
ｋ ，ｔｋ；τｍ－１，τｍ）＝０，

　　　　　　（ｋ＝１，…，Ｎ）．
ψ０ｌ≤ψ［Ｘ

（１）
０ ，Ｕ

（１）
０ ，τ０］≤ψ０ｕ．

ψｆｌ≤ψ［Ｘ
（Ｍ）
ｆ ，Ｕ

（Ｍ）
ｆ ，τｆ］≤ψｆｕ．

Ｃｌ≤Ｃ［Ｘ
（ｍ）
ｋ ，Ｕ

（ｍ）
ｋ ，ｔｋ；τｍ－１，τ（ｍ）］≤Ｃｕ，

（ｋ＝１，…，Ｎ；ｍ＝１，…，Ｎ）．
实际上，局部配点法和全局配点法是有密切

联系的．特别的，取 Ｍ ＝１，也即为把时间区间分
为一段，就是所谓的全局配点法．同样的，只要取
任意Ｍ＞１的值，就是局部配点法．在以下应用分
析中，本文将比较分析 ＣＰＭ方法的局部配点法
（Ｍ ＞１）和全局配点法（Ｍ ＝１）．

３　局部法收敛性和稳定性
３１　收敛性

由数值分析相关知识可知，要证明方法的收

敛性只需证明其截断误差的极限为０．
由于上述考虑的都是在复平面里面的插值，为

了区别表示，将用ｚ来表示插值点ｘ，仍用ｘｋ（ｋ＝
０，１，…，Ｎ）表示节点．假设ｆ（ｚ）为待求被插值函

数，ｐＮ（ｚ）为其插值多项式 （即式 （３）中的
φｊ（ｔ）），插值点在区间［－１，１］内．则由文献［９］
可得截断误差ＲＮ（ｚ）＝ｆ（ｚ）－ｐＮ（ｚ）的表达式为

ＲＮ（ｚ）＝ｆ（ｚ）－ｐＮ（ｚ）＝

ｆ（ｚ）－∑
Ｎ

ｋ＝０

ω（ｚ）ｆ（ｘｋ）
（ｚ－ｘｋ）ω′（ｘｋ）

＝

ω（ｚ）
２πｉ∫Ｃ

ｆ（ｘ）
ω（ｘ）（ｚ－ｘ）

ｄｘ．

式中：积分曲线Ｃ包含区间［－１，１］和插值点ｚ，
且函数ｆ（ｚ）没有奇点．且

ω（ｘ）＝∏
Ｎ

ｋ＝０
（ｘ－ｘｋ）．

　　由于
１
Ｎ∑

Ｎ

ｋ＝０
ｌｎ｜ｚ－ｘｋ｜→∫

１

－１
μ（ｘ）ｌｎ｜ｚ－ｘ｜ｄｘ＝－φ（ｚ）．

　　因此

ω（ｚ）＝∏
Ｎ

ｋ＝０
｜ｚ－ｘｋ｜＝ｅｘｐ∑

Ｎ

ｋ＝０
ｌｎ｜ｚ－ｘｋ( )｜≈ｅ－Ｎφ（ｚ）．

式中：φ（ｚ）是对于给定的节点密度函数μ（ｘ）的
势函数，表达式为

ｆ（ｚ）＝－∫
１

－１
μ（ｘ）ｌｎ｜ｚ－ｘ｜ｄｘ（＋ｃｏｎｓｔ）．

　　Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ插值点的密度函数为

μ１／２（ｘ）＝
１

π １－ｘ槡
２
，ｘｊ＝ｃｏｓ

（Ｎ－ｊ）π
Ｎ ．

　　 选取任意正数 ε＞０和轮廓曲线 Ｃ，使得
φ（ｚ）ｏｎＣ ＞φ（ｚ）＋ε．
则有

∫Ｃ
ｆ（ｔ）ｄｔ

ω（ｔ）（ｔ－ｚ）
≤ ∫Ｃ ｆ（ｔ）ｔ－ｚｄ{ }ｔ １

｜ω（ｚ）｜ｏｎＣ
≤

ｃ（ε）ｅＮ（φ（ｚ０）＋ε）．
其中｜ＲＮ（ｚ）｜≤ｃ（ε）ｅ

Ｎ［（φ（ｚ０）＋ε）－φ（ｚ）］．
因此，就能得到截断误差的极限（Ｎ→∞）为

｜ＲＮ（ｚ）｜
１
Ｎ→ｅφ（ｚ０）－φ（ｚ）→０．

　　需要注意点是，此结论只适用于 ｚ在特定积
分曲线包围的轮廓之内的值．如果 ｚ超出范围包
含奇点ｚ０，则截断误差ＲＮ将会发散．
３２　稳定性

Ｌｅｂｅｓｇｕｅ常数ΛＮ描述的是一个插值多项式
逼近一个被插值函数的程度．Ｌｅｂｅｓｇｕｅ常数ΛＮ定
义为 Ｐ的算子范数，它满足勒贝格引理

‖ｆ－ｐＮ‖≤（Λｎ＋１）‖ｆ－ｐ‖．
式中：ｐ为函数ｆ的最佳逼近ｎ（或小于ｎ）次多项
式，或者说在所有近似多项式 ｐ里面的 ｐ 使得
‖ｆ－ｐ‖最小．插值多项式的误差最多是最优逼
近多项式的误差的（ΛＮ＋１）倍，这表明本文要找使
ΛＮ最小的插值节点．尤其是选择切比雪夫节点时
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ΛＣｈＮ ＝
２
π ｌｎＮ＋γ＋ｌｎ

８( )π ＋ｏ（１）．
相应的

ΛｍｉｎＮ ＝２
π ｌｎＮ＋γ＋ｌｎ

４( )π ＋ｏ（１）．
　　表明：切比雪夫节点是多项式插值中比较好
的选择，但是这些节点并不是最优的，且随着 Ｎ
的增大稳定性是以对数的形式下降的．

４　算例分析
本文将利用两个数值算例来分验证本文阐述

的局部配点法的有效性．所有的算例都是在
ＭＡＴＬＡＢ２０１１中求解计算，ＭＡＴＬＡＢ的运行环境
是ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ（ＴＭ）２ＣＰＵ，２１ＧＨｚｐｒｏｃｅｓｓｏｒ和
２ＧＲＡＭ．另外，利用 ＭＡＴＬＡＢ带有 ＳＱＰ算法的
ｆｍｉｎｃｏｎ函数作为非线性程序运算器．本文选用的
第１个例子是文献［９］中一个关于 Ｈｙｐｅｒｓｅｎｓｉｔｉｖｅ
问题，并指出这个问题用间接法很难求解．第２个
算例是文献［１２］中带有二次状态变量不等式约
束的最小能量问题．
４１　算例１：Ｈｙｐｅｒｓｅｎｓｉｔｉｖｅ问题

Ｈｙｐｅｒｓｅｎｓｉｔｉｖｅ问题是含两个或两个以上独
立时间变量的完全超敏感最优轨迹控制问题．完
全超敏感问题的解是典型的３部分结构，被形象
的描述为从机场到机场的最优飞行轨迹过程———

“起飞”、“巡航”和“着陆”［１０］．起飞部分由初始条
件、动力学方程和进入巡航阶段的目标时间决定，

着陆部分由终端条件、动力学方程和出巡航的目

标时间决定，而巡航部分由与边界条件基本不相

关的目标函数和动力学方程决定．正如文献［１１］
中指出，这类问题用间接法求解是及其困难的．

问题的目标函数为

Ｊ＝∫
１０００

０
（ｘ２（ｔ）＋ｕ２（ｔ））ｄｔ．

　　动力学约束为
ｘ＝－ｘ３＋ｕ．

　　初始条件和终端条件为
ｘ（０）＝１，

ｘ（１０００）＝１５．
　　这个问题的求解环境和算例１是相同的．选
取子区间个数为Ｍ ＝１０，每个子区间节点的个数
为Ｎ＝１０，总共１０１个节点．通过求解计算，得出
状态量ｘ，和控制量ｕ的伪谱法求解结果如图１和
图３所示，该方法的计算时间为２６７ｓ．为验证
Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部伪谱法的有效性，文章还利用
ＨｅｒｍｉｔｅＳｉｍｐｓｏｎ插值法用相同插值节点求解该问

题，结果如图２和图４所示，该方法的计算时间为
５５６ｓ，两个方法计算时间比较结果如表 １、２
所示．
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图１　状态量ｘ伪谱法求解结果
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图２　状态量ｐｘ插值求解结果
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图３　控制量ｕ伪谱法求解结果
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图４　控制量ｐｕ插值求解结果

表１　Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部伪谱法计算时间和精度的比较

Ｎｐｉｔ ｔＣＰＵ，ｓ 误差

２３ ３８ １０－２

３１ ６２ １０－３

５５ １７８ １０－３

１０１ ５５６ １０－４
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表２　ＨｅｒｍｉｔｅＳｉｍｐｓｏｎ插值法计算时间和精度的比较

Ｎｐｉｔ ｔＣＰＵ，ｓ 误差

２３ １７ １０－５

３１ ３．０ １０－５

５５ ６９ １０－６

１０１ ２６７ １０－６

　　从图１和图２中可以看出，用插值法求解状
态量ｘ的误差相对较大，在２０００ｓ以前和８０００ｓ
以后有明显波动，而用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部伪谱法求
解的结果没有明显的波动．同样的，利用
Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部配点法求得的控制量 ｕ所得的结
果要比利用插值法求得的结果要好得多．这是由
于Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部伪谱法的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ常数 ΛＮ和
最小的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ常数很接近，而 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ常数
ΛＮ描述的是一个插值多项式与其被插值函数的
逼近程度，Ｌｅｂｅｓｇｕｅ常数越小，说明插值多项式越
逼近被插值函数．所以在算例 ２中由 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
局部伪谱法算得的结果比由 ＨｅｒｍｉｔｅＳｉｍｐｓｏｎ插
值法算得的结果波动要小．从表１、２中可以得出，
就 Ｈｙｐｅｒｓｅｎｓｉｔｉｖｅ问题的计算量和计算误差而
言，Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部伪谱法求解的结果更为理想．
４２　算例２：Ｍｉｎｉｍｕｍｅｎｅｒｇｙ问题
　　本文考虑带有二次状态变量含不等式约束的
最小能量问题，Ａ．Ｅ．Ｂｒｙｓｏｎ等［１２］提出了该问题

的解析解法，所以本文可以获得精确解．该问题是
为了找出控制变量ｕ最小化目标函数为

Ｊ＝０５∫
１

０
ａ２（ｔ）ｄｔ．

　　动力学约束为
ｘ′＝υ，υ′＝ａ．

　　初始条件及终端条件为
ｘ（０）＝ｘ（１）＝０，υ（０）＝－υ（１）＝１．

　　路径约束为
ｘ（ｔ）≤ｌ．

ｌ的取值不同，结果会有很大区别．对于０＜ｌ＜
１／６，带有该约束的解是

ａ＝

－２３ｌ１－
ｔ
３( )ｌ， ０≤ｔ≤３ｌ；

０， ３ｌ＜ｔ≤１－３ｌ；

－２３ｌ１－
１－ｔ
３( )ｌ ， １－３ｌ＜ｔ≤１









 ．

υ＝

１－ｔ３( )ｌ
２
， ０≤ｔ≤３ｌ；

０， ３ｌ≤ｔ≤１－３ｌ；

－ １－１－ｔ３( )ｌ
２
， １－３ｌ≤ｔ≤１









 ，

ｘ＝

ｌ１－ １－ｔ３( )ｌ[ ]３ ， ０≤ｔ≤３ｌ；

ｌ， ３ｌ＜ｔ≤１－３ｌ；

ｌ１－ １－１－ｔ３( )ｌ[ ]３ ， １－３ｌ＜ｔ≤１









 ．

　　在本文中，ｌ＝１／３６，所以可以求得目标函数
Ｊａｎａ的解析解的值为１６．再用Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部配点
法和经典 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ伪谱法分别求解，所得结果
如表３、４所示．两种结果都基于３１个节点，局部
配点法分Ｍ＝５段，每段选取Ｎ＝６个节点．为比
较两种方法的计算误差本文引入 Ｌ∞ 范数
（｜｜·｜｜Ｌ∞ ＝ｍａｘ｜·｜）．另外，程序运行所需 ＣＰＵ
时间是通过 ＭＡＴＬＡＢ的 ｃｐｕｔｉｍｅ命令获得的时
间．各变量的求解结果如图５中所示，其中“＋”
表示由Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部配点法求解所得的结果，
“○”表示由经典 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ伪谱法所求得的结
果，“—”代表解析解．从图５中可以看出，由经典
Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ伪谱法求得变量 ｘ的数值解与解析解
误差较由Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部配点法的大．

表３　两种方法最优结果比较

方法 Ｊ ｜Ｊ－Ｊａｎａ｜｜Ｊ－Ｊａｎａ｜／Ｊａｎａ ｔｃｐｕ，ｓ

ＣｈｅｂＰＳ １５９１４２４３ ００８５７５７ ５３５９８×１０－３ ５６０９３

局部ＣｈｅｂＰＳ１６００４６０２ ０００４６０２ ２８７６３×１０－４ ３５４６８

表４　两种方法计算误差的比较

方法 ‖ｘ－ｘａｎａ‖Ｌ∞ ‖ｖ－ｖａｎａ‖Ｌ∞ ‖ｕ－ｕａｎａ‖Ｌ∞

ＣｈｅｂＰＳ ４４８６１×１０－３ ２１３７２×１０－２ ４２８２３×１０－１

局部ＣｈｅｂＰＳ６６６９６×１０－５ ３５８２５×１０－３ １６１２７×１０－２

!"!#

!"!$

!"!%

!

! !"$ !"& !"' !"( %"!

! ) *

"

!"+,-./*,-01#$%

+,-./*,-0&'#$%

()(

!"#

$%&

$%'

$

!$ $%# $%' $%( $%& !%$

! ) *

"

!!!!

"#

"$%

"&'

! !(& !)' !)% !)# $)!

! * +

"

图５　３种方法求得ｘ，ｖ，ａ的结果
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　　由表３、４可知，相同数量的节点，Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
局部配点法的计算精度比经典 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ伪谱法
高，在相同计算量的情况下耗费的ＣＰＵ时间也比
经典Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ伪谱法少．由于Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部配
点法是在整个几分区间里面分段的，所以微分矩

阵Ｄ维数要比 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部配点法小很多，这
是导致两种方法计算结果精度和速度不同的主要

原因．

５　结　论
１）Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部配点法是一种有效的求解

轨迹优化问题的方法，求解得出的结果能和解析

解相吻合．
２）不仅相比于一般的插值方法（如 Ｈｅｒｍｉｔｅ

Ｓｉｍｐｓｏｎ插值），Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ局部伪谱法计算精度
高，计算时间短，和经典 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ伪谱法相比也
有优势．
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