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考虑飞轮动力学的过驱动卫星控制分配算法
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摘　要：针对具有冗余飞轮的过驱动卫星的最优控制分配问题，以反作用飞轮总能耗和力矩分配偏差最小等为目标，通
过定义与能耗相关的优化目标函数，提出了能耗／力矩优化的动态控制分配方法，并考虑飞轮的非线性动力学特性，对控
制分配进行修正．最后对本文提出的控制分配算法进行了数学仿真验证，结果表明了上述方法的可行性和有效性．
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　　冗余飞轮系统已成为高精度小卫星常采用的
执行机构配置方案［１］，在此情况下由控制律给出

的期望控制力矩的分配方案并不唯一，近年来，随

着对卫星姿态控制精度和效率等要求的不断提

高，如何将期望控制力矩实时、有效地分配到各飞

轮成为高性能卫星控制算法设计时亟需解决的问

题［２－４］．动态控制分配（ＣｏｎｔｒｏｌＡｌｌｏｃａｔｉｏｎ）是在各
类型约束条件和目标下，实时地将期望控制量在

冗余配置的飞轮间进行分配，使飞轮系统实际输

出尽可能与期望控制力矩相一致的控制设计方

法［５］．在执行机构冗余情况下，动态控制分配方
法可实现某优化准则或约束下的优化分配，从而

提高系统对执行机构故障的容错能力．为实现反
作用飞轮动态分配问题提供了一条可行、有效的

解决途径．
现代小卫星受其体积和重量限制，其星上电

源功率受限，反作用飞轮功耗在整星功耗占据较

大比例，因此降低其能耗问题是微小卫星控制中

需要考虑的问题之一．Ｓｋａａｒ等［６］针对自旋航天器

使用一个飞轮进行姿态控制的任务中单个飞轮在

整个控制任务中总能耗最优问题进行研究．郭延
宁等［７］针对冗余飞轮构型的控制力矩分配问题，

给出了能量最优力矩分配方法，并考虑飞轮力矩

约束对其进行了限幅处理．赵阳等［８］考虑幅值和

速度约束条件，给出了处理过驱动卫星的控制分

配方案，实现了二次最优．张世杰等［９］将基于零

空间的伪逆控制分配方法应用于轮控过驱动卫星

动态分配问题，并利用控制分配环节所提供的设



计自由度，分别设计了力矩优化动态控制分配算

法，通过增加平稳性等约束，有效抑制了敏感器噪

声和敏感器野值等对控制性能的影响．当前，已有
部分文献对力矩分配误差最小、能耗优化等控制

分配方法进行了研究，但在实际的控制分配过程

中，需要考虑很多因素，包括飞轮输出力矩或整星

功耗限制等，这样对飞轮的能耗需求提出进一步

的要求．因此，需要综合多种性能指标，并进一步
修正相应的控制分配算法．

若不考虑执行机构动力学模型，控制分配问

题可简单描述为ｖ＝Ｇ（ｕ），其中ｖ为期望控制力
矩，ｕ为飞轮的控制指令，Ｇ（·）为二者之间的映
射关系，进而建模为静态优化问题加以求解．若进
一步假设反作用飞轮控制指令与其力矩为线性关

系，则可得到线性控制分配模型Ａｕ＝ｖ，Ａ为一个
常值矩阵，表征控制效率，称控制效率矩阵．在此
基础上可采用广义逆、链式分配、直接分配、数学

规划法等控制分配算法，但对于非线性情况存在

较大误差，因此有必要讨论在考虑反作用飞轮非

线性动力学因素下的控制分配问题．
综上，本文针对冗余配置的飞轮执行机构系

统，将能耗和力矩分配误差作为控制分配的优化

目标，研究面向能耗／力矩优化的动态控制分配方
法．期望通过本论文的研究工作，确保卫星控制性
能和能源消耗等指标最优，提高卫星智能自主运

行能力．

１　控制分配问题
卫星姿态控制系统中，飞轮的作用过程为：由

控制律计算得到期望的控制力矩 ｖ，通过设定的
分配逻辑将控制量分配到各飞轮，得到每个飞轮

的期望指令ｕ．飞轮按指令进行动作，产生作用于
星体的力矩 珘ｕ．

为后续分析方便，定义飞轮系统的执行机构

效率矩阵Ａ满足
ｖ＝Ａｕ．

其中Ａ为３×ｎ的矩阵（ｎ为飞轮个数）．
若控制过程是理想的，则ｕ＝珘ｕ，还应该满足

珓ｖ和ｖ相一致，即要求
珓ｖ＝Ａ珘ｕ＝Ａｕ＝ＡＤｖ．

其中Ｄ为与分配矩阵相关的矩阵，珓ｖ为飞轮系统
产生的实际作用于卫星本体的力矩．

所以有

ＡＤ＝Ｅ． （１）
其中Ｅ为单位阵．

对于卫星而言，一般由控制律计算得到的期

望控制力矩ｖ为３×１阶向量，效率矩阵Ａ为３×
ｎ阶向量，其中ｎ为飞轮数，飞轮力矩向量ｕ为ｎ×
１阶向量．由线性代数知识可知，对于式（１），当
ｎ＞３时，方程不存在唯一解，即具有一定冗余，
是一类典型的过驱动系统控制分配问题．

上述控制分配问题，有伪拟解

ｕ＝ＡＴ（ＡＡＴ）－１ｖ． （２）
　　记Ａ ＝ＡＴ（ＡＡＴ）－１为矩阵Ａ的伪逆，进一
步记这个最小力矩为

ｕｓ＝Ａ
ｖ． （３）

　　式（３）即为过驱动卫星控制分配问题的伪逆解．

２　能耗／力矩优化的动态控制分配算法
考虑能耗／力矩优化的动态控制分配算法是

以传统的控制分配方法为基础，降低能耗和力矩

分配误差等优化目标．针对具有多个目标的控制
分配问题，一种有效的解决办法是以控制力矩为

指标，利用该设计自由度，将不同的控制目标转化

为额外的目标或约束，通过施加约束条件使解唯

一，从而完成控制分配过程．本文所研究的面向能
耗／力矩优化的动态控制分配问题是在完成期望
控制力矩分配任务的前提下，考虑力矩分配误差

和飞轮系统的总功耗最优问题，设计动态控制分

配算法．
２１　飞轮系统能耗模型

为进行传统控制分配问题伪逆解的修正，首

先定义飞轮系统的功耗．
单个飞轮的总能量为

Ｔｉ＝
１
２ω

Ｔ
ｉＩｓｉωｉ． （４）

其中ωｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）为飞轮的转速，Ｉｓｉ（ｉ＝１，
２，…，ｎ）为飞轮的转动惯量系数．

单个飞轮的功率为

Ｐｉ＝
ｄＴｉ
ｄｔ＝ω

Ｔ
ｉＩｓｉωｉ． （５）

　　飞轮产生的力矩和其角动量之间满足如下关系

ｕ＝ｄｈｄｔ＝Ｉｓω． （６）

其中Ｉｓ＝ｄｉａｇ（Ｉｓ１， Ｉｓ２， …， Ｉｓｎ）为飞轮的转

动惯量矩阵，ω ＝［ω１ ω２ … ωｎ］Ｔ为飞轮的
转动角速度．

通过式（４）～（６）可得出飞轮总的瞬时功耗为
Ｐ＝ωＴｕ．

　　定义卫星冗余配置的反作用飞轮系统能耗
向量为Ｐ＝［Ｐ１ Ｐ２ … Ｐｎ］Ｔ，则有

Ｐ＝Ωｕｓ． （７）
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其中Ω为飞轮角速度矩阵，且

Ω ＝
ω１


ω









ｎ

．

２２　考虑能耗／力矩优化的控制分配算法
与传统单目标优化控制分配问题相比，力矩／

能耗最优的动态控制分配是一个多目标优化问

题，其数学模型为

ｍｉｎ
ｕ
Ｆ（ｕ）＝ｍｉｎ

ｕ
［‖ｕ‖，‖Ｐ‖］，

ｓ．ｔ．Ａｕ＝ｖ．
　　求解多目标优化问题的最主要思路之一，是
将多目标问题设法转化为单目标优化问题，然后

采用已知的单目标规划求解方法求出其解，从而

就可以得到原问题的解．转化的途径可以有多种
多样，包括约束法，评奖函数法，分层序列法等．

本文采用平方加权法求解多目标优化问题，

定义如下的数学模型：

ｍｉｎＪ＝λ１（‖ｕ－ｕｓ ‖）
２＋λ２（‖Ｐ‖）

２，（８）
ｓ．ｔ．Ａｕ＝ｖ．

其中λ１＋λ２＝１，λ１和λ２的大小实际上反应了力
矩和能耗问题的权重．可见，λ１和 λ２把两个不同
量纲的性能参数转化为一个标量的性能指标，并

且根据实际应用需求，可以分别配置不同的值，从

而使性能达到最优．
为考虑能耗／优化问题，需要对式（２）给出的

伪逆解进行修正．Ｋｅｎｎｅｔｈ等［１０］提出利用执行机

构效率矩阵零空间特性的控制分配修正方法，能

将超出执行机构能力范围的解重新落入可行域

内，保证控制矢量方向不变，且具有计算量小、计

算效率高等优点．因此，本文采用上述零空间修正
思想，采用零空间方法对伪逆法初始解进行修正，

以考虑能耗优化问题．
对于ｍ×ｎ（ｎ＞ｍ）阶矩阵Ａ，如果存在非零

ｎ×（ｎ－ｍ）阶矩阵Ｎ，使得
ＡＮ＝０．

那么称矩阵Ｎ为矩阵Ａ的零空间矩阵．
由控制分配伪逆法可知，ｕｓ 是满足 Ａｕ＝ｖ

的一个解，则飞轮输出力矩可表示为

ｕｓ＝ｕｓ ＋Ｎｋ．
其中ｋ为（ｎ－ｍ）×１阶矩阵，相当于一个调节因
子，称调节矩阵．

由于有

　Ａｕｓ＝Ａ（ｕｓ ＋Ｎｋ）＝Ａｕｓ ＋ＡＮｋ＝Ａｕｓ ＋０＝ｖ．
成立．因此ｕｓ必是原控制分配问题的一个解．

由式（７）可知

Ｐ＝Ω·ｕ＝Ω·（ｕｓ ＋Ｎｔ）． （９）
　　在此基础上，定义代价函数

Ｊ＝（ｕ－ｕｓ）
Ｔλ１（ｕ－ｕｓ）＋Ｐ

Ｔλ２Ｐ．
　　将式（９）代入，有

Ｊ＝λ１（ｕ－ｕｓ）
Ｔ（ｕ－ｕｓ）＋λ２（ｕｓ ＋

Ｎｔ）ＴΩ２（ｕｓ ＋Ｎｔ）． （１０）
根据能耗最优的动态控制分配方法可知

ｕ＝ｕｓ ＋Ｎｔ． （１１）
　　将式（１１）代入式（１０）得
Ｊ＝λ１ｔ

ＴＮＴＮｔ＋λ２（ｕｓ ＋Ｎｔ）
ＴΩ２（ｕｓ ＋Ｎｔ）．

　　对ｔ求导，有
Ｊ
ｔ
＝２λ１ＮＮｔ＋２λ２［Ω·（ｕｓ ＋Ｎｔ）］

ＴΩＮ．

令
Ｊ
ｔ
＝０，即

Ｊ
ｔ
＝２λ１ＮＮｔ＋２λ２［Ω·（ｕｓ ＋Ｎｔ）］

ＴΩＮ＝０．

计算得

２λ２Ｎ
ＴΩ２ｕｓ ＝－２（λ１Ｎ

ＴＮ＋λ２Ｎ
ＴΩ２Ｎ）ｔ．

由此可得

ｔ＾＝－（λ１Ｎ
ＴＮ＋λ２Ｎ

ＴΩ２Ｎ）－１λ２Ｎ
ＴΩ２ｕｓ．

（１２）
将式（１２）代入式（１１）便可得最终的控制分

配结果．
为验证上述结果的正确性，对两种特殊情况

进行分析．首先，取λ１＝１，λ２＝０，由多目标优化
数学模型式（８）可知，这实际上是一种力矩优化
相关的控制分配问题，而将λ１＝１，λ２＝０代入式

（１２），可得ｔ＾＝０，因而其分配结果 ｕ＝ｕｓ，说明
在此特殊情况下是一种力矩最优的动态控制分配

算法．
另取λ１ ＝０，λ２ ＝１可知是能耗最优的动态

控制分配问题，而将λ１ ＝０，λ２ ＝１代入式（１２），

可得ｔ＾＝－（ＮＴΩ２Ｎ）－１ＮＴΩ２ｕｓ，这与传统能耗优
化的动态控制分配算法相一致．

在实际应用中，综合权重使得各性能得以充

分发挥，使得卫星性能在给定的条件下达到最优

的状态．
若把这样一个多目标优化问题分开，则分别

有解

ｕ１ ＝ｕｓ ＝Ａ
ｖ，

ｕ２ ＝ｕｓ ＋Ｎ·［－（Ｎ
ＴΩ２Ｎ）－１ＮＴΩ２ｕｓ］＝

　　　　［Ｉ－Ｎ（ＮＴΩ２Ｎ）－１ＮＴΩ２］ｕｓ．
其中ｕｓ为最小力矩分配的最优解．可见，只有在
满足

Ｉ－Ｎ（ＮＴΩ２Ｎ）－１ＮＴΩ２≡０
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的情况下，才存在绝对最优解；而若 ｔ时刻，Ｉ－
Ｎ（ＮＴΩ２Ｎ）－１ＮＴΩ２≠０，则只能寻找次优解或者
称满意解．
２３　考虑飞轮动力学的修正控制分配算法

在上述推导的控制分配算法中，使用了电流

与输出力矩为线性关系的假设，因此对于控制力

矩ｖ和分配到飞轮中的控制电压ｕ之间可简单地
表示为ｖ＝Ａｕ的线性关系．并在此假设基础上针
对给定的性能指标，将期望控制量在冗余配置的

飞轮之间进行分配．实际上，反作用飞轮动力学具
有明显的非线性特性，上述假设并不成立，会对控

制分配效果产生影响，进而影响控制系统的性能．
因此本节提出一种非线性控制分配方法．

飞轮动力学模型可表示为

Ｔ１ｕ＋ｕ＝ｕｃｃ，

Ｔ２ｕｃｃ＋ｕｃｃ＝ｕｃ
{ ．

（１３）

其中，Ｔ１和Ｔ２是表征飞轮动力学特性的对角阵．
式（１３）给出的飞轮动力学模型，可表示为
Ｔ１Ｔ２ｕ̈＋（Ｔ１＋Ｔ２）ｕ＋ｕ＝ｕｃ．

　　进一步考虑飞轮动力学的滞后特性，控制分
配模型可修正为

Ｔ１Ｔ２̈ｕ（ｔ＋ｔｄ）＋（Ｔ１＋Ｔ２）ｕ（ｔ＋ｔｄ）＋ｕ（ｔ＋ｔｄ）＝ｕｃ，

（１４）
ｍｉｎ‖ｕ－ｕｄｅｓ‖， （１５）
ｓ．ｔ．ｖ＝Ａｕ．

其中ｕｄｅｓ是在线性控制分配方法中得到的理想控
制力矩，且满足如下约束：

ｕｍｉｎ≤ｕ≤ｕｍａｘ． （１６）
　　为寻找与理想力矩 ｕｄｅｓ最近的解，在预定偏
差内寻找一个最佳的结果，Ｐｏｏｎａｍａｌｌｅｅ等［１１］提出

利用基本函数的线性组合来逼近执行机构的非线

性特性，然后再利用非线性优化模型来进行指令

的分配．本文应用该方法，提出基于曲线拟合法的
飞轮动力学特性建模，然后通过非线性规划方法

将指令力矩分配到各飞轮．
首先，提出下列函数实现对理想力矩的拟合：

ｕｄｅｓ１ ＝∑
３

ｉ＝１
ａ１ｉｖｉ＋∑

３

ｉ＝１
ｂ１ｉｖ

２
ｉ＋∑

３

ｉ＝１
ｃ１ｉｖ

３
ｉ＋ｄ１，

ｕｄｅｓ２ ＝∑
３

ｉ＝１
ａ２ｉｖｉ＋∑

３

ｉ＝１
ｂ２ｉｖ

２
ｉ＋∑

３

ｉ＝１
ｃ２ｉｖ

３
ｉ＋ｄ２，

ｕｄｅｓ３ ＝∑
３

ｉ＝１
ａ３ｉｖｉ＋∑

３

ｉ＝１
ｂ３ｉｖ

２
ｉ＋∑

３

ｉ＝１
ｃ３ｉｖ

３
ｉ＋ｄ３，

ｕｄｅｓ４ ＝∑
３

ｉ＝１
ａ４ｉｖｉ＋∑

３

ｉ＝１
ｂ４ｉｖ

２
ｉ＋∑

３

ｉ＝１
ｃ４ｉｖ

４
ｉ＋ｄ４

















．

（１７）

　　满足
ｕｄｅｓ＝［ｕｄｅｓ１ ｕｄｅｓ２ ｕｄｅｓ３ ｕｄｅｓ４］Ｔ． （１８）

　　然后，通过上面提出的非线性方法，确定最终
的分配力矩ｕ．

式（１４）～式（１８）给出了考虑反作用飞轮非
线性模型的控制分配问题模型，针对该模型进行

控制分配问题求解．
该问题可用拉格朗日乘子法进行求解，令乘

子λ＝［λ１ λ２ … λｎ］Ｔ，则有新的泛函：
Ｊ（ｕ，λ）＝（ｕ－ｕｄｅｓ）

Ｔ（ｕ－ｕｄｅｓ）＋λ
Ｔ（Ａｕ－ｖ）．

根据极值的必要条件Ｊ／ｕ＝０，得
２（ｕ－ｕｄｅｓ）＋Ａ

Ｔλ＝０．
　　整理并求解得

ｕ＝ｕｄｅｓ－Ａ
Ｔ（ＡＡＴ）－１（Ａｕｄｅｓ－ｖ）．

表示为伪逆矩阵形式

ｕ＝ｕｄｅｓ－Ａ
（Ａｕｄｅｓ－ｖ）．

　　上述方法的难点在于对 ｕｄｅｓ如何获得，可根
据式（１７）利用实际飞轮的输入输出数据对反作
用飞轮非线性动力学模型进行拟合．

３　仿真验证
为验证上述各节所提出的控制分配算法的有

效性，进行不同模式下的数学仿真验证，仿真初始

参数如下．
采用由４个反作用飞轮金字塔型布局方式，

则飞轮的控制效率矩阵为

Ａ＝
０７０７１ －０７０７１ 　０７０７１ －０７０７１
０７０７１ ０ －０７０７１ ０
０ －







０７０７１ ０ 　０７０７１
．

卫星转动惯量为

Ｊｓ＝
６２９２ ０ ０
０ ５４７７ ０







０ ０ ２６８７
ｋｇ·ｍ２．

　　每个反作用飞轮绕其主轴旋转的转动惯量
为ＪＲＷ ＝００１ｋｇ·ｍ

２，飞轮能够产生的最大力矩

为０１Ｎ·ｍ，构型采用３正交加１斜装形式，安
装倾斜角为 β ＝５４７４°，初始四元数 ｑ０ ＝
［０５ ０５ ０５ －０５］Ｔ，期望四元数为 ｑｃ ＝
［０ ０ ０ １］Ｔ．

控制律采用ＰＤ算法，控制参数为
ｋｐ ＝ｄｉａｇ（０１２６， ０１１０， ００５４），
ｋｄ ＝ｄｉａｇ（０８８９， ０７７４， ０３８０）．

　　采用上述仿真参数，对力矩 ／能耗优化模式
不同权系数λ１和λ２取值的情况进行仿真．结果
如图１～图３所示，由图可以看出，三种模式下的
控制力矩动态过程有稍许差别，在２０ｓ时，可以
看出能耗最优分配方法消耗的能量最省．三种方
法能耗的总量对比上，力矩最优的能耗为
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１１６７９９２Ｊ，能耗最优的能耗为１０７９１７９Ｊ，权重
各０５的能耗为１１２５５６４．在能耗上可明显看出
能耗优化模式下的能耗较低，说明该方法在降低

能耗方面的有效性．
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图１　力矩优化模式下飞轮输出力矩和功耗
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图２　能耗优化模式下飞轮输出力矩和功耗
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图３　权重各为０５时混合优化模式下的飞轮输出力矩
和能耗

　　下面分析飞轮动力学对控制分配性能的影
响，飞轮有相同的非线性特性参数 Ｔ１ ＝Ｔ２ ＝
ｄｉａｇ（０５，０５，０５，０５）；滞后时间ｔｄ ＝０２ｓ．其
他仿真参数同前述各节．仿真结果如图４～图８
所示．
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图４　控制算法给出的期望控制力矩
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图５　未进行飞轮动力学修正的飞轮输出力矩
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图６　未修正飞轮动力学下控制分配的有效性
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图７　非线性修正后的飞轮输出力矩
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图８　修正后的控制分配有效性

　　图４给出了控制算法给出的期望力矩，图５
为未考虑飞轮动力学非线性特性，没有对控制分

配算法进行修正的飞轮输出力矩，从图中可看出

由于飞轮动力学非线性特性的影响，飞轮的输出

力矩有明显滞后，跟踪期望控制力矩有明显偏差，

图６进一步显示了其控制分配误差较大，动力学
特性对控制分配有效性造成了比较大的影响．图
７为考虑飞轮动力学非线性特性，对控制分配算
法进行了修正后的飞轮输出力矩，可以看出能够

较好的跟踪期望的控制指令．图８为修正后的控
制分配有效性，可以看出，由于采用修正后的控制

分配算法考虑了飞轮非线性特性，控制分配误差

基本维持在０，能够有效跟踪期望控制力矩，验证
了所给出修正控制分配算法的有效性．

４　结　论
针对具有３个以上反作用飞轮的过驱动卫星

姿态控制，对将控制算法给出的期望控制力矩实

时、有效地分配到各个飞轮的控制分配算法进行

了深入研究．在满足力矩分配误差最小目标下，考
虑反作用飞轮电能消耗问题，通过定义与能耗相

关的优化目标函数，提出了能耗／力矩优化的动态
控制分配方法．进一步考虑了飞轮非线性动力学
特性，采用数据拟合方法建立飞轮模型，并对动态

控制分配方法进行了非线性修正．最后针对所提
出的控制分配方法进行了仿真验证，结果证实了

该控制分配方法的可行性和有效性．
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Ｂｏｓｔｏｎ：［ｓ．ｎ．］，２００４：１６８９－１６９４．

（编辑　张　宏）
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