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应用配点法的太阳帆 ＣＲＴＢＰ周期轨道设计

刘　刚，马广富，黄　静
（哈尔滨工业大学 航天学院，１５０００１哈尔滨）

摘　要：针对太阳帆航天器在圆形限制性三体问题（ＣＲＴＢＰ）中人工拉格朗日点附近周期轨道的设计问题，首先分析了
ＣＲＴＢＰ中太阳帆人工拉格朗日点的存在条件和分布，然后针对大多数人工拉格朗日点附近周期轨道信息难以获取的特
点，采用高阶全局配点法将原非线性方程求解问题转化为非线性规划问题，并最终得到周期轨道的近似解．运算结果表
明通过该方法可以得到三维空间中人工拉格朗日点附近周期轨道，且对初始猜测值依赖程度不高，为太阳帆在高精度模

型中的周期轨道设计奠定了基础．
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　　太阳帆利用光压推进，是一类不需要消耗燃
料的航天器，其理论比冲为无穷大，是未来非开普

勒轨道和深空探测的理想载体［１］．当太阳帆处于
拉格朗日点附近时，必须同时考虑两个天体的引

力，初步研究中多采用圆型限制性三体问题

（ＣＲＴＢＰ）的模型研究太阳帆的动力学问题［２］．与
传统的限制性三体问题不同，由于太阳光压力的

存在，通过调整姿态和结构，太阳帆可在经典的

５个拉格朗日点以外的三维空间中获得更多的平
衡点，这些平衡点称为人工拉格朗日点．

周期轨道设计是研究 ＣＲＴＢＰ的核心问题之
一，目前使用最多的ＣＲＴＢＰ周期轨道寻找方法为
摄动法配合微分校正．Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ［３］首先利用
ＬｉｎｄｓｔｅｄｔＰｏｉｎｃａｒé法对线性周期运动引入微小摄
动得到了ＣＲＴＢＰ共线平动点附近Ｈａｌｏ轨道的三
阶展开式，该方法此后被应用于多种周期轨道的

寻找．随后Ｈｏｗｅｌｌ［４－５］在研究ＣＲＴＢＰ的共线平动
点附近 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ轨道时提出了一种多步微分修
正法，该方法至今仍然被大量应用于 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ轨
道的计算．Ｈｏｗｅｌｌ［６］还将该方法成功推广至更为
复杂的星历表模型中，且从原来的三体问题扩展

至多体问题，再一次表明该方法在解决不同问题

方面具有较好的通用性．
近年来已有一些学者对考虑太阳帆的限制性



三体问题（ＲＴＢＰ）进行了研究，所使用的周期轨
道寻找方法也与传统ＣＲＴＢＰ中的方法基本相同．
人工拉格朗日点附近的周期轨道在动力学系统的

研究中同样具有重要的意义，其位置和稳定性决

定了相空间的拓扑结构［７］．ＭｃＩｎｎｅｓ［８－９］首先较完
整的分析了太阳帆人工拉格朗日点分布的区域及

其实现要求，此外他还研究了非理想太阳帆在日

地系统中人工拉格朗日点的情况，并同理想太阳

帆进行了比较．ＭｃＩｎｎｅｓＡ．Ｉ．［１０］利用 Ｌｉｎｄｓｔｅｄｔ
Ｐｏｉｎｃａｒé法得到了共线人工拉格朗日点附近的周
期轨道三阶近似解析解．Ｂａｏｙｉｎ和 ＭｃＩｎｎｅｓ［１１－１２］

对太阳帆在地日系统拉格朗日点附近的轨道做了

进一步的研究，同时考虑了椭圆限制性三体问题

对太阳帆轨道的影响［１３］．Ｗａｔｅｒｓ［１４］应用摄动法研
究了人工拉格朗日点附近周期轨道的近似解．

上述周期轨道的求解方法原理基本相同，即

在线性化方程的周期解基础上叠加小摄动以获得

非线性方程的近似解，再通过微分校正获得闭合

的轨道．该类方法存在很大局限性：太阳帆姿态角
保持不变或始终与ｒ１方向平行，没有发挥太阳帆
姿态可调的特点；微分校正能否收敛严重依赖初

值的选取，初值选取稍有偏差就很可能造成无法

得到闭合的轨道；所得到的轨道必须以线性系统

的周期解为基础，但通过观察太阳帆在任意人工

拉格朗日点附近的线性化方程可以发现，当人工

拉格朗日点不位于ｘｚ平面内时，线性化后的方程
一般不具有周期解，需施加一定的主动控制才能

获得周期轨道，这也是传统摄动法很难解决的．
考虑到对于任意人工拉格朗日点附近周期轨

道所能得到的信息十分有限，本文将脱离传统的

ＣＲＴＢＰ周期轨道设计思路，初步探讨采用数值最
优规划方法设计周期轨道的可行性．设计思路为
使用全局配点法将原非线性微分方程求解问题转

化为非线性规划问题，通过求取满足离散化后各

约束条件和最优性能指标的离散状态变量，并利

用插值多项式得到最终的周期轨道．

１　动力学模型建立及平衡点分析
假设太阳帆表面为平面，且可拦截所有频率

的光子，其反射为完全弹性碰撞，此时入射光子和

反射光子作用在太阳帆上的力幅值相等，合力沿

太阳帆法线方向，如图１所示．
　　光子作用于太阳帆上的合力可表示为

Ｆｓ＝
２Ｐｍ
σ
ｄＡＵ
ｒ( )
１

２

ｃｏｓ２（α）ｎ．

其中：Ｐ为距离太阳１ＡＵ处太阳光照射在太阳

帆表面上的光压，ｄＡＵ为太阳至地球的距离；ｒ１为
太阳帆至太阳的距离；ｍ为太阳帆的质量；σ为太
阳帆面密度；α为太阳帆法线方向和 ｒ１之间的夹
角；ｎ为太阳帆法线方向的单位向量．
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图１　理想太阳帆上所受的合力

　　定义β为作用于太阳帆上的光压力和引力的
比值，即太阳帆轻巧度，则Ｆｓ可进一步表示为

Ｆｓ＝β
μ１ｍ
ｒ２１
ｃｏｓ２（α）ｎ．

其中μ１为太阳引力常数．
以太阳和行星的公共质心为坐标原点建立旋

转坐标系，如图２所示，太阳指向行星的方向为ｘ
轴，行星角速度方向为ｚ轴，ｙ轴与ｘ轴、ｚ轴组成右
手坐标系，设行星引力常数为μ２，ω为行星绕太阳
的旋转角速度，此处假设ω为恒值，对其进行无量
纲化，取行星和太阳之间的距离为单位长度，万有

引力常数μ１＋μ２＝１，行星公转周期为２π，设μ＝
Ｍ２／（Ｍ１＋Ｍ２），则太阳帆在旋转坐标系下的运动
方程为［１４］

ｒ̈＋２ω×ｒ＝Ｖ＋ａ．
其中

Ｖ＝（１－μ）ｒ１
＋μｒ２

＋０５｜ω×ｒ｜，

ａ＝β（１－μ）·ｒ－４１（ｒ１·ｎ）
２ｎ，ｒ＝［ｘ ｙ ｚ］Ｔ，

ｒ１ ＝［ｘ＋μ ｙ ｚ］Ｔ，ｒ２ ＝［ｘ＋μ－１ ｙ ｚ］Ｔ，
ｒ１ ＝｜ｒ１｜，ｒ２ ＝｜ｒ２｜．
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图２　太阳帆限制性三性体问题

　　为了适当简化方程，舍弃角α，太阳帆法线单
位向量改用两个姿态角γ、表示，如图３所示．
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图３　太阳帆姿态角

　　法线单位向量为
ｎ＝［ｃｏｓγｃｏｓｃｏｓγｓｉｎｓｉｎγ］Ｔ．

　　旋转坐标系中的平衡点需同时满足ｒ̈＝０，
ｒ＝０，平衡点处有如下关系式成立：

ａ＝－Ｖ． （１）
　　当太阳帆在旋转坐标系中的位置确定时，ａ只与
β、γ和的大小有关，通过求解式（１）可以得到平衡
点处轻巧度β和姿态角γ、需满足的条件分别为

ｓｉｎγ＝
－（１－μ）ｚ·ｒ－３１ －μｚ·ｒ

－３
２

｜Ｖ｜
， （２）

ｔａｎ＝
－（１－μ）ｙｒ３２－μｙｒ

３
１＋ｒ

３
１ｒ
３
２

－（１－μ）（ｘ＋μ）ｒ３２－μ（ｘ＋μ－１）ｒ
３
１＋ｒ

３
１ｒ
３
２
，

（３）

β＝－（１－μ）－１｜ｒ１｜
４ Ｖ·ｎ
（ｒ１·ｎ）

２． （４）

　　由于β、γ、可以人为设定，所以与传统的限
制性三体问题只有５个平衡点不同，引入太阳帆后
可在旋转坐标系内获得无数组平衡点，即人工拉格

朗日点．下面给出了当β＝０５时日地系统三维空
间中平衡点所构成的曲面图如图４～５所示．
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图４　β＝０．５时平衡点曲面（ｘ＞０）
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图５　β＝０．５时平衡点曲面局部放大图

２　基于配点法的周期轨道设计
太阳帆ＣＲＴＢＰ模型具有极强的非线性，通常

情况下无法得到解析解．考虑到传统周期轨道寻
找策略的种种不足，这里采用配点法将原非线性

方的解离散化，通过对离散的变量进行非线性规

划得到满足约束条件的周期解．
考虑非线性规划的一般形式，在如下约束条

件下：

ｇ（ｚ）＝０，ｈ（ｚ）≤０， （５）
　　寻找ｚ∈Ｒｎ，使得性能指标 Ｊ（ｚ）取得最小
值．为了将原来的周期轨道求解问题转化为非线
性规划问题，这里采用一种全局配点法 －伪光谱
算法对原来的非线性方程进行离散化，结合周期

轨道上各状态变量的不等式约束构成形如式（５）
的约束条件，其中不等式约束通过松弛变量统一

转化为等式约束．
伪光谱算法使用全局正交多项式来重新构建

系统状态和控制量．考虑到初末状态变量要满足
周期性的要求，这里采用 ＬｅｇｅｎｄｒｅＰｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ
方法，即 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪光谱算法，使用的插值点为
ＬＧＬ点．首先需确定 Ｎ个离散时刻 ｔｉ∈ ［ｔ０，ｔｆ］，
ｉ＝０，１，…，Ｎ－２，ｆ．由于伪光谱算法的应用区间
为τ∈［－１，１］，需利用线性变换将τ∈［－１，１］
内的ＬＧＬ点转换至时间区间ｔ∈［ｔ０，ｔｆ］内．通过
求取 Ｋ ＝ Ｎ阶 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ正交多项式 （１－
τ２）ＰＫ－１（τ）的根可得到 Ｋ个 ＬＧＬ点 τｉ ∈
［－１，１］，ｉ＝１，２，…，Ｋ，再利用公式

τ＝ ２ｔ
ｔｆ－ｔ０

－
ｔｆ＋ｔ０
ｔｆ－ｔ０

，

即可获得各ＬＧＬ点所对应的离散时间点．对于求得
的ＬＧＬ点，其对应的拉格朗日插值多项式为

ｘ（τ）≈Ｘ（τ）＝∑
Ｋ

ｉ＝１
Ｌｉ（τ）ｘ（τｉ），

Ｌｉ（τ）＝∏
Ｋ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ

τ－τｊ
τｉ－τｊ

．

　　利用拉格朗日插值多项式，太阳帆位置和速
度可写为

ｒ（τ）≈Ｒ（τ）＝∑
Ｋ

ｉ＝１
Ｌｉ（τ）ｒ（τｉ），

ｒ（τ）＝ｖ（τ）≈Ｖ（τ）＝∑
Ｋ

ｉ＝１
Ｌｉ（τ）ｖ（τｉ）

{
．

（６）
　　式（６）即为最优离散解的拟合公式，通过该
式可将离散的最优解转化为连续的近似最优解．

离散点处微分可通过式（７）表示：
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ｘ（τｋ）≈Ｘ
·

（τｋ）＝∑
Ｋ

ｉ＝１
Ｌ
·

ｉ（τｋ）ｘ（τｉ）＝

∑
Ｋ

ｉ＝１
Ｄｋｉｘ（τｉ），ｋ＝１，２，…，Ｋ． （７）

其中，

Ｄｋｉ＝
ｄＬｉ（τｋ）
ｄτ

＝

ＰＮ－１（τｋ）
ＰＮ－１（τｉ）

１
τｋ－τｉ

，ｋ≠ｉ；

－（Ｎ－１）Ｎ４ ，　 ｋ＝ｉ＝１；

（Ｎ－１）Ｎ
４ ，　　 ｋ＝ｉ＝Ｎ；

　０　　 　 　　其他















．
太阳帆模型可离散化为

∑
Ｋ

ｉ＝１
Ｄｋｉｘ（τｉ）ｒ（τｋ）＝ｖ（τｋ），

∑
Ｋ

ｉ＝１
Ｄｋｉｖ（τｋ）＝－２ω×ｖ（τｋ）＋Ｖ ｒ（τｋ）＋ａ ｒ（τｋ）

{
．

（８）
　　除了运动方程外，周期轨道上各点还需满足
一些不等式约束条件，由于没有特定的任务要求，

这里仅考虑太阳帆姿态角与 ｒ１之间的不等式约
束．通常情况下太阳帆只有一面具有良好的反射
特性，所以其法线方向需满足

ｎ·ｒ１≥０．
　　离散化后可得

ｃｏｓ（γ（τｉ））ｃｏｓ（（τｉ））（ｘ（τｉ）＋μ）＋
　　　　ｃｏｓ（γ（τｉ））ｓｉｎ（（τｉ））ｙ（τｉ）＋
　　　　ｓｉｎ（γ（τｉ））ｚ（τｉ）≥０．

为了便于计算，引入松弛变量ηｉ，将不等式约
束转换为等式约束，即

　　ｃｏｓ（γ（τｉ））ｃｏｓ（（τｉ））（ｘ（τｉ）＋μ）＋
　　　　ｃｏｓ（γ（τｉ））ｓｉｎ（（τｉ））ｙ（τｉ）＋
　　　　ｓｉｎ（γ（τｉ））ｚ（τｉ）－η

２
ｉ ＝０． （９）

为了保证轨道的周期性，初末时刻离散状态

变量还需满足如下等式约束：

ｒ（τ１）＝ｒ（τＫ），

ｖ（τ１）＝ｖ（τＫ），

γ（τ１）＝γ（τＫ），

φ（τ１）＝φ（τＫ）










．

（１０）

　　式（８）、（９）～（１０）共同构成了式（５）中的等
式约束条件ｇ（ｚ）＝０．此外为了避免规划结果严
重偏离期望结果，还可以考虑其他的不等式约束，

如为了防止规划结果收敛至一点，约束终端时刻

ｔｆ不小于某一值等，这里不再赘述．
为了避免在周期轨道规划结果中太阳帆姿态出

现多次大的角度机动，选取离散化的性能指标如下：

Ｊ（ｒ，ｖ，γ，φ，ｔ０，ｔｆ）＝
ｔｆ－ｔ０
２ ∑

Ｋ

ｉ＝１
ｗｉ［（γ（τｉ）－

　　　珔γ）２＋（φ（τｉ）－珔φ）
２］．

其中ｗｉ为Ｇａｕｓｓ权系数，其定义为

ｗｉ＝
２

Ｋ（Ｋ－１）［ＰＫ－１（τｉ）］
２，　ｉ＝１，２，…，Ｋ．

　　至此，原来针对常微分方程的求解问题转化
为一非线性规划问题，可采用梯度法中常用的

ＳＱＰ法 （ＳｅｑｕｅｎｔｉａｌＱｕａｄｒａｔｉｃＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ）求
解［１５］，得到满足约束条件的离散值，再通过式（６）
的插值得到最终的周期解，即太阳帆ＣＲＴＢＰ中的
周期轨道．

３　算　例
在日地系中选取３个不同位置的人工拉格朗

日点分别求取其附近的周期轨道，人工拉格朗日

点分别位于太阳 －地球连线上，ｘｚ平面内以及
ｘ＞０、ｙ＞０、ｚ＞０象限内，周期轨道初始猜测值
选取不需要足够精确，只需满足一定条件即可，具

体过程可概括为：

１）确定人工拉格朗日点位置；
２）根据式（３）～式（４）求得构成该人工拉格

朗日点所需要的姿态角以及轻巧度系数，并作为

相应离散变量的初值，姿态角也可用三角函数作

为初始猜测值；

３）以所选人工拉格朗日点为圆心做圆，圆可
位于ｘｙ平面或ｙｚ平面内，半径选择在１０－３到１０－４

之间（无量纲化后），此时ｒ、ｒ的初值可选为（以 ｘ
坐标为例）

ｘ（τｉ）＝Ａｃｏｓ２π
τｉ＋１( )２

＋ξ，

ｘ（τｉ）＝－λＡｓｉｎ２π
τｉ＋１( )２

{ ．

式中Ａ为所选圆的半径，ξ为圆心的ｘ轴坐标．配
点法对初值的选取具有一定的鲁棒性，所以初始

猜测值的选取并不局限于上述方法．虽然 ＳＱＰ法
不能保证最终结果收敛至全局最优解，而是初始

猜测值附近的某一局部最优解，但周期轨道的寻

找对最优性的要求不高，只需满足约束条件即可，

所以这里不需要去判断最终结果是否为全局最优

解，但不同的初始猜测值会导致收敛结果存在一

定偏差．
图６～图１３为三类人工拉格朗日点附近周

期轨道的规划结果，所选初始猜测值为以人工拉

格朗日点为圆心的圆，除图１０的轨道采用与ｙｚ平
面平行的圆外，其余均为与 ｘｙ平面平行的圆，括
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号内为所选取人工拉格朗日点的坐标．图１４为以
摄动法所获得三阶近似结果作为初值时微分校正

和伪谱法所得结果的对比．
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图６　周期轨道（［０．９８　０　０］ＡＵ）
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图７　姿态角变化曲线（［０．９８　０　０］ＡＵ）
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图８　周期轨道（［０．９８　０　０．００５］ＡＵ）
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图９　姿态角变化曲线（［０．９８　０　０．００５］ＡＵ）

　　运算结果表明只要轻巧度系数选择合理，初
始猜测值即可收敛至需要的周期轨道，且轨道位

置不再仅仅局限于某一平面内的人工拉格朗日点

附近，而是位于整个三维空间中通过观察规划所

得轨道位置以及形状可以发现，虽然配点法对初

值依赖程度远远小于微分校正方法，但由于猜测

值的选择非常不精确，最终获得的周期轨道与初

始猜测值有较大偏差，且可能与所选人工拉格朗

日点距离较远，所以还需要在该方法中加入更多

的约束条件对周期轨道的位置和形状进行限制．
此外，对比图８和图１０还可以发现，虽然采用的
太阳帆轻巧度系数、所选取的人工拉格朗日点位

置以及姿态角初始值均相同，但不同的位置初值

却有可能导致最终结果收敛至完全不同的轨道，

比如图８为近似椭圆轨道，而图１０却为 ８形轨
道，类似于一般 ＣＲＴＢＰ中的垂直 Ｌｙａｐｕｎｏｖ轨道．
图１４表明，当初始猜测值足够精确时，配点法最
终收敛的结果将位于猜测值附近，且与传统的微

分校正所得结果差别较小，可视为同一轨道族内

相邻的两条不同轨道．此外，以 ＣＲＴＢＰ低精度模
型所获得的周期轨道还可作为在星历表模型等高

精度模型中求取拟周期轨道的初始猜测值．
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图１０　与ｙｚ平面平行的周期轨道（［０．９８　０　０．００５］ＡＵ）
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图１１　与ｙｚ平面平行的姿态角变化曲线（［０．９８　０　０．００５］ＡＵ）
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图１２　周期轨道（［０．９８　０．００３　０．００５］ＡＵ）
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图１３　姿态角变化曲线（［０．９８　０．００３　０．００５］ＡＵ）
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图１４　微分校正和伪谱法结果对比

　　这里仅仅是对使用全局配点法寻找太阳帆在
ＣＲＴＢＰ中的周期轨道的可行性做了初步验证，拟
合后所得到的连续轨道只是 ＣＲＴＢＰ中周期轨道
的近似值，可作为实际运行的参考轨道或目标轨

道，为了保证太阳帆沿所设计的轨道运行，还需要

附加一定的太阳帆姿态主动控制策略实现对轨道

的跟踪控制．

４　结　论
本文分析了 ＣＲＴＢＰ中太阳帆人工拉格朗日

点的存在条件和分布，针对大多数人工拉格朗日

点附近周期轨道难以使用经典的摄动法求得的问

题，采用一种全局配点法，即 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪光谱算
法，将非线性方程求解问题转化为非线性规划问

题，并最终得到了周期轨道的近似解．规划结果表
明该方法可以实现近似最优解的收敛，且对初始

猜测值依赖程度不高，为今后太阳帆限制性三体

问题中的周期轨道设计奠定了基础．
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ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｔｈｒｅｅｂｏｄｙｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
Ｇｕｉｄａｎｃｅ，Ｃｏｎｔｒｏｌ，ａｎｄＤｙｎａｍｉｃｓ，２００６，２９（３）：５３８－
５４３．

［１４］ＷＡＴＥＲＳＴＪ，ＭＣＬＮＮＥＳＣＲ．Ｐｅｒｉｏｄｉｃｏｒｂｉｔｓａｂｏｖｅ
ｔｈｅｅｌｌｉｐｔｉｃｉｎ ｔｈｅｓｏｌａｒｓａｉｌｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ ｔｈｒｅｅｂｏｄｙ
ｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＧｕｉｄａｎｃｅ，Ｃｏｎｔｒｏｌ，ａｎｄ
Ｄｙｎａｍｉｃｓ，２００７，３０（３）：６８７－６９３．

［１５］ＧＩＬＬＰ，ＭＵＲＲＡＹＷ，ＳＡＵＮＤＥＲＳＭ．ＳＮＯＰＴ：ａｎ
ＳＱＰａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｌａｒｇｅｓｃａｌｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
［Ｊ］．ＳＩＡＭＲｅｖｉｅｗ，２００５，４７（１）：９９－１３１．

（编辑　张　宏）
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