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单轴有限推力下卫星轨道快速机动控制

胡庆雷，姜成平，晋小伟，霍　星
（哈尔滨工业大学 航天学院，１５０００１哈尔滨）

摘　要：针对仅能提供单轴推力的卫星轨道机动的快速性问题，提出了一种利用高斯伪谱法来求解最优控制问题的方
法．通过引入“虚拟卫星”的概念，将卫星轨道机动问题转化为实际卫星与虚拟卫星的软交会问题．建立了相对运动方
程，以机动时间为性能指标，利用高斯伪谱法将最优控制问题转化为非线性规划问题，避开了求解两点边值问题的困难．
通过使用ＭＡＴＬＡＢ优化工具箱求解得到最优轨迹．结果表明，高斯伪谱法针对多约束、非线性强耦合方程，求解速度快，
精度高，对初值选取不十分敏感，寻优能力强，且具有一定的鲁棒性．
关键词：高斯伪谱法；虚拟卫星；轨道机动；时间最优
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　　航天器轨道的机动方式包括脉冲式变轨和有
限推力变轨等，早期学者针对脉冲模型的轨道转

移优化问题作了大量的研究工作［１－５］．Ｐｒｕｓｓｉｎｇ［１］

将Ｌａｗｄｅｎ基矢量优化理论应用到燃料最省、多脉
冲、时间固定的近圆轨道交会中，取得了很好的效

果．Ｗａｎｇ［２］延续 Ｐｒｕｓｓｉｎｇ的工作，将 Ｌａｗｄｅｎ基向
量理论的应用拓展到任意偏心率椭圆轨道交会的

轨迹优化问题中，基于椭圆轨道的相对运动方程

（ＴＨ方程），利用基向量来解决共面的同轴任意
大偏心率的椭圆轨道之间时间固定的多脉冲最优

交会问题．脉冲式变轨要求速度变化在瞬间完成，
这在发动机推力不受限制的假设下是成立的．然
而，在实际工程中，发动机无法实现在很短时间内

产生很大的推力，即发动机的推力用脉冲来近似

是不成立的，因此，近几十年来，基于有限推力的

航天器轨道优化日益引起人们的关注［６－１２］．
Ｅｎｒｉｇｈｔ［６］利用直接配置法和非线性规划方法很好
地求解了有限推力下的航天器轨迹优化．Ｈａｌｌ［７］

通过使用 Ｋｕｓｔａａｎｈｅｉｍｏ－Ｓｔｉｅｆｅｌ变换研究了圆轨
道之间的时间最短连续推力轨道转移问题．
Ｒａｎｉｅｒｉ［９］通过间接法研究了有限推力下时间固



定，燃料最省的优化轨迹．通常来说，解决轨迹优
化问题的数值方法，常用有两种：直接法和间

接法［１０］．
直接法又可分为两种：仅离散控制变量的直

接打靶法和同时离散控制变量和状态变量的直接

配点法．伪谱法是近年来一种新型的求解最优问
题的解法，属于直接优化配点法中的一种，能够用

较少的配置点获得很高的近似精度．因此，伪谱法
一经提出，就被广泛应用到各领域［１１－１５］．符俊［１２］

利用高斯伪谱法得到了一条利用气动力辅助平面

实现变轨燃料消耗最省的优化轨迹．彭祺擘［１３］研

究了月球定点着陆的燃料最省问题，通过将该最

优控制问题中的控制变量和终端时间作为优化变

量，利用高斯伪谱法得到了一条最优轨迹．
Ｈｕｎｔｉｎｇｔｏｎ［１４］针对４个航天器编队问题，利用高
斯伪谱法设计了一条４个航天器从初始队形转移
到期望队形的燃料最省的轨迹．Ｌｉｕ［１５］将高斯伪
谱法应用到求解一个多阶段的防空导弹的优化轨

迹问题中，针对防空导弹的状态方程，在不同阶段

是不一样的，用高斯伪谱法在每个阶段对轨迹进

行优化，得到最优解实现了导弹到达预定的拦截

点时，速度达到最大值．
为此，本文在上述研究结果的基础上，针对实

际工程实践中由于某种原因导致卫星只能提供单

轴推力的情况，利用高斯伪光谱方法进行了卫星

有限推力的轨道转移优化设计．首先，在“虚拟卫
星”的定义下，建立了相对运动方程，将卫星轨道

机动问题转化为与虚拟卫星实现软交会问题；其

次分别给出了轨道转移优化问题的性能指标，终

端约束和控制变量约束等；在此基础上，用高斯伪

光谱方法将有限推力轨道转移最优控制问题转化

为非线性规划问题，应用 ＭＡＴＬＡＢ优化工具箱
ＳＮＯＰＴ软件包对非线性规划问题进行求解；最
后，对基于伪光谱方法的有限推力轨道转移进行

了仿真验证．

１　问题描述
１１　相对运动方程的建立

本文假设虚拟卫星运行于小偏心率（０≤ｅ≤

１）的近圆轨道上，且卫星轨道的机动范围相对于
地球的半径很小，因此可以通过在虚拟星的体坐

标系下建立卫星相对运动方程，即 ＣＷ方程来描
述卫星轨道机动［１６］：

ｘ̈－２ω０ｙ－３ω
２
０ｘ＝ｆｘ，

ｙ̈＋２ω０ｘ＝ｆｙ，

ｚ̈＋ω２０ｚ＝ｆｚ
{

．
式中：ｆｘ，ｆｙ，ｆｚ分别为卫星在轨道坐标系３个轴方
向的单位质量控制力加速度；ω０＝０００１ｒａｄ／ｓ为
虚拟卫星的轨道角速度．为了便于最优分析，将上
述模型转化为如下形式：

ｘ＝ｖｘ，

ｙ＝ｖｙ，

ｚ＝ｖｚ，

ｖｘ ＝２ω０ｖｙ＋３ω
２
０ｘ＋ｆｘ，

ｖｙ ＝－２ω０ｖｘ＋ｆｙ，

ｖｚ＝－ω
２
０ｚ＋ｆｚ















．
　　假设卫星能够提供的最大推力加速度为
０００４ｍ／ｓ２．为了节省空间或者由于某些原因导
致卫星只能提供某一个轴的推力，如何在该种情

况下完成轨道的快速机动同样成为研究的重点之

一．本文在假设卫星只能提供单轴推力的情况下
分析卫星小范围轨道的快速机动问题．卫星在体
坐标系下只能提供单一方向的推力，因此为了完

成轨道快速机动，需要通过不断调整卫星姿态来

产生所需要的推力矢量．
假设卫星只能提供单一方向的推力（只能提

供体坐标系下 ｘ轴方向），则［ｕ ０ ０］Ｔ将该体
坐标系下的向量投影到虚拟卫星的体坐标系中，

ｘ＝ｖｘ，

ｙ＝ｖｙ，

ｚ＝ｖｚ，

ｖｘ ＝２ω０ｖｙ＋３ω
２
０ｘ＋ｆｃｘ，

ｖｙ ＝－２ω０ｖｘ＋ｆｃｙ，

ｖｚ＝－ω
２
０ｚ＋ｆｃｚ















．
其中：

ｆｃ ＝
ｆｃｘ
ｆｃｙ
ｆ











ｃｚ

＝

ｑ２４＋ｑ
２
１－ｑ

２
２－ｑ

２
３ ２（ｑ４ｑ３＋ｑ１ｑ２） ２（－ｑ４ｑ２＋ｑ１ｑ３）

－２（ｑ４ｑ３－ｑ１ｑ２） ｑ２４－ｑ
２
１＋ｑ

２
２－ｑ

２
３ ２（ｑ４ｑ１＋ｑ２ｑ３）

２（ｑ４ｑ２＋ｑ１ｑ３） ２（－ｑ４ｑ１＋ｑ２ｑ３） ｑ２４－ｑ
２
１－ｑ

２
２＋ｑ









２３

Ｔ
ｕ







０
０
．

这里珔ｑ＝［ｑ１ ｑ２ ｑ３ ｑ４］Ｔ ＝［ｑ ｑ４］Ｔ表示卫
星姿态四元数．

由此，通过上式可以看出卫星轨道机动所需

要的推力需要通过不断调整卫星的姿态来满足要
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求，而卫星姿态动力学和运动学方程可写为［１６］

Ｉ· ω＋ω×Ｉ·ω＝Ｔｃ， （１）
ｑ＝０５（ｑ×＋ｑ４Ｉ３）ω， （２）
ｑ４ ＝－０５ｑ

Ｔω． （３）
式中：Ｉ为转动惯量；ω为卫星姿态角速度；Ｔｃ为卫
星的控制力矩；Ｉ３ 表示 ３维的单位矩阵．将
式（２）～（３）展开可得

ｑ１
ｑ２
ｑ３
ｑ













４

＝１２

ｑ１ 　ｑ４ －ｑ３ 　ｑ２
ｑ２ 　ｑ３ 　ｑ４ －ｑ１
ｑ３ －ｑ２ 　ｑ１ 　ｑ４
ｑ４ －ｑ１ －ｑ２ －ｑ













３

０
ω１
ω２
ω












３

．

１２　性能指标的选取与约束条件
考虑卫星轨道机动的快速性，在卫星所携带

燃料充足的情况下，性能指标取时间最短：

ｍｉｎＪ＝∫
ｔｆ

０
１ｄｔ， （４）

且满足如下约束：

｜ｕ｜≤０００４ｍ／ｓ２， （５）
｜Ｔｃｘ｜≤Ｔｍａｘ；

｜Ｔｃｙ｜≤Ｔｍａｘ；

｜Ｔｃｚ｜≤Ｔｍａｘ；

Ｔｍａｘ＝００６Ｎ·ｍ










，

（６）

以及

｜ωｘ｜≤０１ｒａｄ／ｓ；

｜ωｙ｜≤０１ｒａｄ／ｓ；

｜ωｚ｜≤０１ｒａｄ／ｓ
{

．

（７）

２　高斯伪谱法求解最优控制问题
Ｇａｕｓｓ伪谱法将状态变量和控制量在一系列

的Ｇａｕｓｓ点上离散，并以这些离散点为节点构造
插值多项式来逼近状态和控制变量．通过高斯伪
谱法的离散化将最优控制问题转化为非线性规划

问题［１１］．
通过式（４）～（７）可以看出，所定义的最优

问题是终端时刻可动的最优问题，为求解方便，首

先将优化问题的时间域 ｔ∈ ［ｔ０ ｔｆ］映射到区间
τ∈［－１ １］，映射函数为

τ＝－１＋
２（ｔ－ｔ０）
ｔｆ－ｔ０

．

　　取ｔ０ ＝０，则式（１２）可以简化为

τ＝２ｔｔｆ
－１．

　　然后利用拉格朗日插值多项式对系统状态和

控制量进行逼近．状态用一个Ｎ＋１次的Ｌａｇｒａｎｇｅ
插值多项式Ｌ逼近，如下：

ｘ（ｔ（τ））≈Ｘ（τ）＝∑
Ｎ

ｉ＝０
Ｘ（τｉ）Ｌｉ（τ）． （８）

其中Ｌｉ（τ）（ｉ＝０，１，…，Ｎ），定义为

Ｌｉ（τ）＝∏
Ｎ

ｊ＝０，ｊ≠ｉ

τ－τｊ
τｉ－τｊ

．

　　此外，控制量用１个 Ｎ次 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值多项
式Ｌ 逼近，如下：

ｕ（ｔ（τ））≈Ｕ（τ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｕ（τｉ）Ｌｉ（τ）．

式中：

Ｌｉ（τ）＝∏
Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ

τ－τｊ
τｉ－τｊ

．

　　通过观察上式，可以得出

Ｌｉ（τｊ）＝
１，　ｉ＝ｊ；
０，　ｉ≠{ ｊ．

Ｌｉ（τｊ）＝
１，　ｉ＝ｊ；
０，　ｉ≠{ ｊ．

　　对式（８）求导可得

ｘ（τ）≈Ｘ
·

（τ）＝∑
Ｎ

ｉ＝０
ｘ（τｉ）Ｌ

·

ｉ（τ）．

　　每一个拉格朗日多项式在 ＬＧ离散点的导数
可以用一个微分近似矩阵Ｄ∈ＲＮ×Ｎ＋１来表示，矩
阵中的元素由下式决定：

Ｄｋｉ＝Ｌ
·

ｉ（τｋ）＝∑
Ｎ

ｌ＝０

∏
Ｎ

ｊ＝０，ｊ≠ｉ，ｌ
（τｋ－τｊ）

∏
Ｎ

ｊ＝０，ｊ≠ｉ
（τｉ－τｊ）

．

其中，ｋ＝１，２，…，Ｎ，ｉ＝０，１，…，Ｎ．动态约束通
过微分近似矩阵转化为代数约束：

∑
Ｎ

ｉ＝０
ＤｋｉＸｉ－

ｔｆ－ｔ０
２ ｆ（Ｘｋ，Ｕｋ，τｋ，ｔ０，ｔｆ）＝０．

式中：Ｘｋ≡Ｘ（τｋ）∈Ｒ
ｎ；Ｕｋ≡Ｕ（τｋ）∈Ｒ

ｍ，ｋ＝
１，２，…，Ｎ．注意到该动态约束条件式仅在 ＬＧ离
散点成立，而在边界点并不满足条件，为此通过引

入高斯积分解决该边界值问题．

　
Ｘ０≡Ｘ（－１），

Ｘｆ≡Ｘ０＋
ｔｆ－ｔ０
２ ∑

Ｎ

ｋ＝１
ｗｋｆ（Ｘｋ，Ｕｋ，τｋ；ｔ０，ｔｆ）{ ．

应用高斯积分逼近目标函数：

　　Ｊ＝Φ（Ｘ０，ｔ０，Ｘｆ，ｔｆ）＋
ｔｆ－ｔ０
２ ∑

Ｎ

ｋ＝１
ｗｋｇ（Ｘｋ，Ｕｋ，

τｋ；ｔ０，ｔｆ）．
其中 ｗｋ为高斯权值．至此，轨道机动的时间最优
问题被转化为了１个多约束的参数优化问题．上
述优化过程如图１所示．
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图１　高斯伪谱法的优化过程

３　仿真结果与分析
采用 Ｇａｕｓｓ伪谱法和 ＭＡＴＬＡＢ优化工具箱

ＳＮＯＰＴ软件包对轨道机动优化问题进行仿真研
究，选择如表１所示的仿真参数．假定整个转移过
程中对卫星的姿态不加约束，因为卫星在仅能提

供单轴推力的情况下，要完成轨道的快速机动需

要通过不断调整卫星姿态以便产生所需的推力矢

量．仿真结果如图２～７所示，并且利用ＳＮＯＰＴ软
件得到的可以提供任意方向推力的小范围轨道机

动的最短时间为：ｔｆ＝９５９８１４７８０３４６０６２ｓ．
　　在仿真研究中，图２～３分别表示相对位置和
相对速度误差，通过仿真图可以看出仅能提供单

一方向推力卫星实现了与虚拟卫星的软交会．图
４～５为最优姿态四元数和姿态角速度．在整个控
制过程中，对卫星的姿态无约束，无需给出姿态控

制误差．通过观察卫星姿态角速度变化曲线，可以
看出在卫星轨道快速机动过程中，卫星姿态角的

变化满足幅值约束条件．从图６～７所示的最优推
力加速度和最优姿态控制力矩曲线可以看出，最

大推力加速度为０００４ｍ／ｓ２，最大姿态控制力矩
为００６Ｎ·ｍ，均满足控制幅值约束．同时，从上
图可以看出，仅能提供单轴（ｘ轴）推力的卫星依
然可以实现轨道的快速机动，只是要通过不断的

调整卫星的姿态来满足轨道快速机动所需要的各

轴的推力．
表１　仿真参数

转动惯量／
（ｋｇ·ｍ２）

卫星轨道角速度／
（ｒａｄ·ｓ－１）

地球引力常数／
（ｋｍ３·ｓ－２）

卫星初始相对位置／ｍ

Ｉ＝ｄｉａｇ［（３０，２０，４０）］ ω＝０００１ ＧＭ ＝３９８６００ ｒ０ ＝［－６５５２８５４ １１５２３ －７５４５］

卫星初始相对速度／
（ｍ·ｓ－１）

卫星末端

相对位置／ｍ
卫星初始姿态

四元数

卫星初始姿态角速度／
（ｒａｄ·ｓ－１）

ｖ０ ＝［００６ １０７ ０１４］ ｒｆ＝［０ ０ ０］Ｔ ｑ０＝［０ －０８１６５ －０４０８２ ０４０８２］Ｔ ω０ ＝［０ ０ ０］Ｔ
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图２　卫星的相对位置误差
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图３　卫星的相对速度误差
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图４　卫星的最优姿态四元数
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图５　卫星的最优姿态角速度
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图６　施加在卫星上的最优推力加速度
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图７　施加在卫星上的最优姿态控制力矩

４　结　论
本文针对由于某种原因导致卫星仅能提供单

轴推力的情况下实现轨道的快速机动问题，将其

转化为一类多约束、强非线性耦合的时间最优控

制问题，利用高斯伪谱法将该最优控制问题离散

化为非线性规划问题，使用 ＭＡＴＬＡＢ的优化工具
箱ＳＮＯＰＴ进行求解，通过仿真结果可以得出，高
斯伪谱法求解多约束、非线性强耦合方程，求解速

度快，对初值的选取不敏感，且高斯伪谱法离散化

的非线性规划问题的 ＫＫＴ条件与最优一阶必要
条件的离散形式一致，因此，高斯伪谱法克服了其

他直接法求解精度不高的缺点．
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