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计算力矩法的 ＣＭＡＣ同步轨迹跟踪控制与仿真

杨晓钧，龙　亿
（哈尔滨工业大学 深圳研究生院机，５１８０５５深圳 ）

摘　要：为了平面二自由度冗余驱动并联机器人更好地跟踪目标轨迹，在已有计算力矩控制的基础上加入 ＣＭＡＣ神经
网络作为补偿．ＣＭＡＣ结构中，轨迹跟踪误差与同步误差构造的耦合误差及其变化率组成网络的输入，经过学习后得到
补偿力矩．Ｍａｔｌａｂ的仿真结果表明：加入了ＣＭＡＣ网络补偿后，轨迹的跟踪误差与支链的同步误差都能够收敛到０，与经
典的计算力矩法比较，精度有较大的提升．在计算力矩法的基础上加入ＣＭＡＣ网络，确实能够实现目标轨迹精确的同步
跟踪．
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　　对于冗余驱动并联机器人的控制研究一直以
来都是研究的热点，如果机器人的动力学模型足

够精确，那么一般的控制方法诸如传统的 ＰＩＤ控
制、计算力矩控制等可以得到比较好的效果．但
是，并联机器人强耦合、非线性的特点使得建立的

动力学模型含有不确定性和不完整性，比如动力

学模型中摩擦项等的忽略，所以，一般的控制方

法很难满足并联机器人的控制要求．为了保证并
联机器人各支链之间的运动协调性，需要设计同

步控制［１－２］．
ＣＭＡＣ（小脑模型关节控制器）是神经网络控

制中的一种，ＣＭＡＣ学习的速度快，网络收敛所需
训练次数少，能够有效地用于机器人的实时在线

控制［３］．在并联机器人６－ＰＲＲＳ的轨迹跟踪中，
基于ＣＭＡＣ的模型参考自适应控制系统能够改
善轨迹跟踪时的稳态与暂态性能，以及提高系统

的鲁棒性［４］．文献［５］将 ＣＭＡＣ与常规的 ＰＩＤ控
制方法相结合去控制一无刷直流电机，ＣＭＡＣ利
用自身的学习能力逐渐起主要的控制作用，控制

效果明显优于单一的 ＰＩＤ控制．ＣＭＡＣ神经网络
作为补偿控制与其他的常规或者现代控制相结

合，广泛应用于并联机器人的控制．李世敬等分别
利用ＣＭＡＣ神经网络与计算力矩控制［６］、滑模控



制［７］结合起来去控制一六自由度的机器人，这些

控制方法是以轨迹跟踪误差及其变化率为ＣＭＡＣ
系统的输入，并没有考虑到同步问题．

对于平面二自由度冗余驱动并联机器人的控

制研究，研究者提出了不少方法．尚伟伟等就该机
器人提出了自适应计算力矩控制［８］、非线性自适

应工作空间控制［９］、工作空间同步控制［１０］．
本文以计算力矩法为基础，定义了同步误差，

进而得到包含跟踪误差和同步误差的耦合误差与

相应的变化率，在 ＣＭＡＣ神经网络中，以耦合误
差与其变化率为输入，得到的网络输出作为控制

力矩补偿，从而得到控制器的输出．

１　基于Ｋａｎｅ方法的动力学建模
１１　平面二自由度冗余驱动并联机构简介

平面二自由度冗余驱动并联机器人是得到广

泛研究的机器人，其模型如图１所示，该机构是
３－３Ｒ机构的一种变异机构，把３－３Ｒ机构的动
平台简化成了一个广义点，其输出机构即是这个

点．６个杆件分别为 ｌａ１，ｌｂ１，ｌａ２，ｌｂ２，ｌａ３，ｌｂ３，杆件长
度相等，３个主动输入关节角为ｑａ１，ｑａ２，ｑａ３．
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图１　平面二自由度并联机器人机构简图

１２　冗余机构动力学方程的建立
美国学者Ｋａｎｅ提出了求解系统动力学方程

的方法，该方法以广义速率去代替广义坐标并导

出准速度来描述系统的运动．Ｋａｎｅ方程可以描述
为：作用于刚体 ｉ上相对于广义速率 ｑｋ的广义主
动力Ｆｋ和广义惯性力Ｆｋ 之和等于零．即是

［１１］

Ｆｋ＋Ｆｋ ＝０． （１）
　　广义主动力与广义惯性力分别为

Ｆｋ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｆｃｉ·ｖｃｉｑｋ＋∑

ｎ

ｉ＝１
Ｍｃｉ·ωｉｑｋ，

Ｆｋ ＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉａｃｉ·ｖｃｉｑｋ－∑

ｎ

ｉ＝１
Ｍｃｉ·ωｉｑｋ

{
．
（２）

式中：Ｆｃｉ，Ｍｃｉ是作用在刚体 ｉ上的主动力与主动
力矩，ｖｃｉｑｋ是刚体的质心相对于广义速率 ｑｋ的偏
速度，ωｃｉｑｋ是刚体的质心相对于广义速率 ｑｋ的偏
角速度，Ｍｃｉ是惯性力矩．

下面基于Ｋａｎｅ方程对平面二自由度冗余驱
动机构进行动力学建模，可把该机构视为３条分
支链的２Ｒ机构组合而成，我们只需要研究串联
的２Ｒ机构，如图２所示，然后考虑其公共约束端
即可．
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图２　单支链２Ｒ平面串联机构

　　设广义速率为ｕ１＝ｑａｉ，ｕ２＝ｑｂｉ，ｉ＝１，２，３，设

两个连杆重心坐标分别为（ｘｃａ，ｙｃａ），（ｘｃｂ，ｙｃｂ），ｒａ，ｒｂ
分别为重心到点关节处的距离，ｌ为连杆长度．可以
求得串联２Ｒ机构的动力学方程矩阵表达式

Ｍ１
ｕａ
ｕ

[ ]
ｂ

＋Ｃ１
ｕａ
ｕ

[ ]
ｂ

＝ τａ
τ

[ ]
ｂ

． （３）

式（３）中：

Ｍ１ ＝
ｍａｒ

２
ａ＋ｍｂｌ

２＋Ｉａｍｂｌｒｂｃｏｓ（ｑａ－ｑｂ）

ｍｂｌｒｂｃｏｓ（ｑａ－ｑｂ）ｍｂｒ
２
ｂ＋Ｉ

[ ]
ｂ

，

Ｃ１ ＝
０ｍｂｌｒｂｓｉｎ（ｑａ－ｑｂ）ｕｂ
ｍｂｌｒｂｓｉｎ（ｑａ－ｑｂ）ｕａ

[ ]
０
，

单支链的动力学方程已经建立，那么由结构

的对称性，可以进一步得到平面二自由度并联机

构在关节空间中的动力学方程

Ｍｕ＋Ｃｕ＝τ． （４）
　　定义末端执行件的准速度为ｕｅ＝［ｕｅｘｕｅｙ］

Ｔ，

那么关节准速度与末端件准速度以及驱动关节准

速度与末端件准速度的关系可以表示为

Ｊ＝
（ｕａ１，ｕａ２，ｕａ３，ｕｂ１，ｕｂ２，ｕｂ３）

（ｕｅｘ，ｕｅｙ） ，

Ｓ＝
（ｕａ１，ｕａ２，ｕａ３）
（ｕｅｘ，ｕｅｙ）

．

可以得到ｕ＝Ｊｕｅ，带入式（４），就可以用末端件准
速度表示的动力学模型

Ｍ ｄｄｔ（Ｊｕｅ）＋ＣＪｕｅ＝τ． （５）

式（５）两边乘以ＪＴ，并作化简，得到工作空间内的
动力学模型

ＪＴＭＪｕｅ＋Ｊ
Ｔ（ＭＪ＋ＣＪ）ｕｅ＝Ｓ

Ｔτａ． （６）
　　记Ｍｅ ＝Ｊ

ＴＭＪ，Ｃｅ ＝Ｊ
Ｔ（ＭＪ＋ＣＪ）得到

Ｍｅｕｅ＋Ｃｅｕｅ＝Ｓ
Ｔτａ． （７）

　　实际上，如果用广义坐标去代替准速度，即
是ｕｅ＝ｑｅ，那么由式（７）表示的Ｋａｎｅ方程可以导
出机构工作空间内的Ｌａｇｒａｎｇｅ方程
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Ｍｅ̈ｑｅ＋Ｃｅｑｅ＝Ｓ
Ｔτａ． （８）

２　基于计算力矩法的ＣＭＡＣ同步控制
２１　计算力矩控制

计算力矩控制方法是一种机器人的常规控制

算法，借助于雅可比矩阵，将关节空间的控制器输

出转换到工作空间去，那么控制器输出表达式如

下［１２］：

τｅ ＝Ｍｅ（̈ｑｅｄ＋Ｋｐｅ＋Ｋｄｅ）＋Ｃｅｑｅｒ （９）
式中：Ｋｐ ＝ｄｉａｇ（ｋｐ，ｋｐ），Ｋｄ ＝ｄｉａｇ（ｋｄ，ｋｄ），是常
数对角矩阵．ｑｅｄ与 ｑｅｒ分别是末端期望与实际
轨迹．
２２　ＣＭＡＣ神经网络

ＣＭＡＣ（小脑模型关节控制器）是由 Ａｌｂｕｓ在
１９７５年提出的基于人脑模型记忆及肌肉控制模型
的控制方法，是一种基于局部逼近的简单快速的神

经网络［１３－１４］．ＣＭＡＣ的结构如图３所示［３，１５］：
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图３　ＣＭＡＣ结构示意图

　　如图３所示，输入空间经过状态划分后变成状
态空间，对状态空间进行某种固定的隐射，激活联

想单元中存储的联想强度从而恢复状态信息，经过

加法求和后得到输出．对于联想单元数量巨大，需
要更多的存储空间，Ａｌｂｕｓ建议采用ｈａｓｈ编码将巨
大的存储空间缩小为实际运作的存储单元．经过
Ｈａｓｈ映射后，ＣＭＡＣ神经网络的输出为［３］

ｙｓ＝Ｃ
Ｔ
ｓＨＷ ＝［ｃｓ，１ｃｓ，２… ｃｓ，Ｎｈ］×

ｈ１，１… ｈ１，Ｍｐ
　　
ｈＮｈ，１… ｈＮｈ，Ｍ










ｐ

×

ω１
ω２


ωＭ












ｐ

． （１０）

式中：Ｃｓ是存储单元激活向量，Ｗ是代表联想强
度的向量；Ｈ是 Ｈａｓｈ映射矩阵，Ｍｐ是 Ｈａｓｈ单元
的数量，Ｎｈ是联想单元的数量，每个联想单元与
一个Ｈａｓｈ单元相对应，ｈｉｊ＝１表示联想单元ｉ激
活Ｈａｓｈ单元ｊ．

对于 ＣＭＡＣ网络的联想强度的学习可以采
用迭代算法来进行［３，５］

ΔＷ ＝ηＮｅ
Ａｓ－１（^ｙｓ－１－Ａ

Ｔ
ｓ－１Ｗｓ－１）． （１１）

Ｗ（ｋ＋１）＝Ｗ（ｋ）＋ΔＷ＋α（Ｗ（ｋ＋１）－Ｗ（ｋ））．
（１２）

式中：Ｗ是联想强度，η为学习速率，ＡＴｓ ＝Ｃ
Ｔ
ｓＨ，

ｙ^ｓ－１是目标输出值，α是惯性参数．
２３　ＣＭＡＣ的同步控制

定义末端执行件的轨迹跟踪误差向量为

ｅ＝ｑｅｄ－ｑｅｒ． （１３）
式中：ｑ是期望轨迹，ｑｅｒ是实际轨迹．把轨迹轮廓
误差定义并联机构的同步误差，其与跟踪误差的

关系如下

ｅｓ＝Ｈ（ｔ）·ｅ． （１４）
在式（１４）中，Ｈ（ｔ）是轨迹跟踪误差与同步误差
之间的关系矩阵，设 θ为期望轨迹在期望位置点
的切线倾斜角，可以得到

Ｈ（ｔ）＝
－ｓｉｎ（θ）２１２ｓｉｎ（２θ）

－１２ｓｉｎ（２θ）ｃｏｓ（θ）










２

． （１５）

基于式（１４），定义交叉耦合误差为

ｅｃ ＝ｅ＋Ｒ∫
ｔ

０
ｅｓ（ｖ）ｄｖ． （１６）

式（１６）中，Ｒ＝ｄｉａｇ（ｒ１，ｒ２）是耦合正定矩阵．耦
合误差中包含了轨迹跟踪误差及其同步误差．由
式（１６），可以得到交叉耦合速度误差向量与加速
度误差向量为

ｅｃ＝ｅ＋Ｒｅｓ． （１７）
　　在ＣＭＡＣ控制中，输入空间由耦合误差与耦
合误差变化率组成，经过 ＣＭＡＣ神经网络所得到
的控制输出力矩可以作为计算力矩控制的补偿，

从而提高控制精度，改善被控冗余驱动并联机构

的同步性．控制框图如图４所示，所得控制律如下
τｅ ＝Ｍｅ（̈ｑｄ＋Ｋｐｅ＋Ｋｄｅ）＋Ｃｅｑ＋Ｋτｐ．

（１８）
式中：Ｋｐ与Ｋ与式（９）中的相同，τｐ是ＣＭＡＣ神

经网络结构的输出，Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ１，ｋ２）是神经网络
算法的放大系数．
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图４　基于计算力矩控制的ＣＭＡＣ同步控制图

３　Ｍａｔｌａｂ仿真
该机构的相关尺寸及物理参数如表 １
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所示［１６］．

表１　机构尺寸及物理参数

连杆
连杆质量

／ｋｇ

连杆

长度／ｍ

质心到关节

距离／ｍ

转动惯量

／（ｋｇ·ｍ２）

Ｌａ１ １２５２５ ０２４４ ０１１５６ ００１２４

Ｌｂ１ １０７７１ ０２４４ ０１６２１ ０００９８

Ｌａ２ １３６６３ ０２４４ ００６５７ ００１２０

Ｌｂ２ ０４１３２ ０２４４ ０１０９６ ０００３６

Ｌａ３ １３６６３ ０２４４ ００６５７ ００１２２

Ｌｂ３ ０４１３２ ０２４４ ０１０９６ ０００３６

　　在机器人的工作空间内选取一圆为期望跟踪
轨迹，其方程为

ｘ（ｔ）＝０３＋０１ｃｏｓ（ｔ），
ｙ（ｔ）＝０２５＋０１ｓｉｎ（ｔ）{ ．

（１９）

　　轨迹如图５所示．当ｔ＝０时，其起点坐标为
（０４，０２５），ｔ＝２π时，轨迹回到起点．
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图５　期望的跟踪轨迹

３１　计算力矩控制仿真
计算力矩控制律如式（９）所示，取
　　Ｋｐ ＝ｄｉａｇ（１０００，１０００），
　　Ｋｄ ＝ｄｉａｇ（１００，１００）．

那么经过 Ｍａｔｌａｂ仿真过后，可以得到轨迹跟踪误
差与同步误差，保存得到的误差．
３２　基于计算力矩法的ＣＭＡＣ同步控制

基于控制律（１８），取 Ｋｐ ＝ｄｉａｇ（１０００，
１０００），Ｋｄ ＝ｄｉａｇ（１００，１００），Ｒ＝ｄｉａｇ（１０，１０），
ＣＭＡＣ神经网络的学习速率 η＝０５，惯性参数
α＝００５，联想单元数 Ｎｈ为１００，Ｈａｓｈ存储单元
数Ｍｐ为１０，存储单元激活向量维数 Ｃｓ为１０，经
过多次比较，最后取 Ｋ ＝ｄｉａｇ（８００，８０）．经过
Ｍａｔｌａｂ仿真后同样可以得到轨迹跟踪误差与同步
误差随时间的变化曲线．为了更好地比较两种控
制方法，分别将Ｘ、Ｙ方向的轨迹跟踪误差与同步
误差在同一个图形中来比较．Ｘ方向的轨迹跟踪
误差对比如图６所示，Ｙ方向的轨迹跟踪误差对比
如图７所示，Ｘ方向的同步误差对比如图８所示，Ｙ

方向的同步误差对比如图９所示．
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图６　Ｘ轴跟踪误差对比
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图７　Ｙ轴跟踪误差对比
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图８　Ｘ轴同步误差对比
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图９　Ｙ轴同步误差对比

　　观察图６到图９，４个图形可知，基于计算力
矩法的ＣＭＡＣ同步控制在轨迹跟踪误差与同步
误差比计算力矩控制的小，开始的时候能够在０
的附近小范围波动，跟踪误差与同步误差最后能

够同时收敛到 ０，控制效果明显好于计算力矩
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控制．

４　结　论
１）利用Ｋａｎｅ方程建立平面二自由度并联机

器人的动力学模型，在运算过程中不需要求导，简

化了运算，方便了计算机编程．
２）基于一般的计算力矩控制，引入 ＣＭＡＣ神

经网络作补偿，得出的混合控制器能够很好地跟

踪给定的圆形曲线．从与计算力矩控制的比较来
看，其轨迹跟踪误差与同步误差能够收敛到一定

的范围内，变化幅度小．可见设计的基于计算力矩
控制的ＣＭＡＣ同步控制是可行的．
３）所设计的 ＣＭＡＣ神经网络的输入空间包

含了同步误差，考虑到了并联机构各支链之间的

同步性能要求，更适用于并联机器人的控制．想比
与文献［８］，有一定的进步性．
４）在ＣＭＡＣ神经网络的设计中，存在着一定

的问题，参数的选取如存储单元数 Ｍｐ，存储单元
激活向量维数Ｃｓ，学习速率η，矩阵Ｋ等会影响控
制系统的性能．
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