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钢筋混凝土板极限承载力对比分析
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摘　要：为了能够简单准确地确定钢筋混凝土板的承载能力，在经典塑性铰线理论基础上，考虑受拉薄膜效应的影响，
基于所提出的应力破坏准则，建立修正板块平衡法；同时，结合大挠度板壳单元和弹塑性理论，建立了非线性有限元分析

程序．采用上述两方法对钢筋混凝土双向板的极限承载力进行计算，并将计算结果和试验结果进行对比分析．结果表明：
由于考虑了受拉薄膜效应，两种方法所得极限承载力计算值均与试验结果吻合较好；与有限元分析方法相比，修正板块

平衡法原理较为简单，计算容易，具有较强的工程应用价值．
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　　目前，对钢筋混凝土双向板进行极限状态分
析，通常采用两种方法：一种是极限分析法，即采

用经典塑性铰线理论，利用机动法或板块平衡法

计算混凝土板的极限承载力［１－５］；另一种是数值

模拟方法，即采用板壳单元和弹塑性理论，编制非

线性分析程序，对钢筋混凝土板的力学行为进行

分析，进而求得荷载－位移曲线，最终确定板的极
限承载能力［６－８］．

上述两种方法具有各自的特点［９］．前者通过
假定双向板的极限状态破坏模式，使承载力求解

问题大大简化，计算容易，具有较强的实用性；但

其只能求得板的极限承载力．与前者相比，后者可
以对混凝土双向板的全过程变形行为进行分析，

求得任意荷载下的力学参数，且其较为成熟，也通

常被用于验证新理论模型的合理性．然而，由于涉



及非线性有限元理论，计算相对复杂．
研究表明，当双向板形成破坏机构而达到屈

服状态后，荷载－挠度曲线并不出现水平段，而是
随着变形的增加，荷载也随之增加，原因在于大变

形阶段双向板产生受拉薄膜效应．由于经典塑性
铰线理论未能考虑受拉薄膜效应，使得理论计算

极限荷载小于实际破坏荷载值［２－５］．
此外，双向板极限承载能力与其边界条件有

关［１０］．Ｕｓｍａｎｉ等［１１］提出在分析时假定双向板受

侧向约束，而无转动约束作用．然而，Ｂａｉｌｅｙ
等［４，１２］指出为便于计算分析，不考虑板的水平约

束和转动约束作用，按照简支边界计算，理论结果

偏于保守，满足工程要求．
因此，为了简单准确地确定双向简支板的极

限承载能力，且利用屈服后的强度储备，本文在文

献［２－３］研究基础上，考虑受拉薄膜效应，基于
作者在文献［１３］所提的应力破坏准则，建立修正
板块平衡法；同时，结合非线性有限元理论，编制

非线性分析程序［１４］，计算板的极限承载力，并与

修正板块平衡法进行对比分析．

１　修正板块平衡法
１１　基本假设

基于经典塑性铰线理论［９］，提出 ３条基本
假设：

１）不考虑混凝土的抗拉强度；
２）不考虑钢筋的硬化，忽略受压区钢筋对极

限承载能力的影响；

３）屈服线初始形成时，板跨中挠度是板厚的
０４５倍；屈服线形成后，屈服截面的极限弯矩保
持恒值，且考虑受拉薄膜效应对承载力的影响．

前两条假设与传统经典屈服理论相同．对于
第一条假设，由于混凝土抗拉强度较小，在模型中

通常不考虑其对极限承载力的影响；对于第二条

假设，由于受拉薄膜效应对板的承载力有重要影

响，而钢筋硬化和受压区钢筋对其影响较小，进而

在计算中通常也不考虑这两项的作用．
当板跨中挠度达到板厚ｈ的０４～０５倍时，

屈服截面即达到极限抵抗弯矩［１－２］．因此，第三条
假设中提出当板跨中挠度达到０４５ｈ时，屈服线
形成．混凝土屈服线形成后，随着跨中挠度的增
加，混凝土受压区高度上移，受拉钢筋至受压区中

心的距离也逐渐增加，进而可认为屈服截面处的

抵抗矩基本保持不变．此外，文献［１５］指出当简
支板跨中挠度大于厚度一半左右时，板内就出现

受拉薄膜效应，表明第三条假设是合理的．

１２　理论模型
根据塑性铰线理论，矩形板分为 ４个板块

ＡＢＥ、ＢＣＦＥ、ＣＤＦ和ＤＡＥＦ，见图１．其中，Ｌ、ｌ分别
为板的长边、短边尺寸，ｘ１、ｘ２、ｙ１、ｙ２分别为塑性铰
线位置参数，ｍｘ、ｍｙ分别为ｘ、ｙ方向每单位宽度塑
性铰线截面抵抗矩．
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图１　四边简支板屈服线

　　塑性铰线截面的受力状态见图２，其中 Ｃ为
混凝土的压力，Ｔ为钢筋拉力，θ为钢筋角度．当跨
中挠度小于０４５ｈ时，θ值为零；当跨中挠度大于
０４５ｈ时，θ随变形的增加而增加，进而致使钢筋
合力的竖向分力也随之增大．
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图２　塑性铰线截面的受力

　　由图１、２可知，板块ＡＢＥ（ＣＤＦ）绕ＡＢ（ＣＤ）
轴的平衡方程为

ｍｘｌ＋Ｔｘｌｓｉｎθ×
１
２ｘｉ＝

１
２ｘｉ×

１
３ｘｉ×ｑ×ｌ，

ｓｉｎθ＝
ｖ－ｖ０
（ｎＬ）２＋ｖ槡

２
，ｖ≥ｖ０，

ｘ１ ＝ｘ２ ＝ｎＬ，ｎ＝
ｋ
２λ２ １＋３λ

２

槡 ｋ －( )１．
式中：Ｔｘ为ｘ方向单位宽度截面钢筋拉力；θ为塑
性铰线转角（ｘ方向）；ｖ０为屈服线形成时的挠度，
即ｖ０＝０４５ｈ；ｖ为屈服线形成后的挠度（ｖ＞ｖ０）；
ｋ为正交系数（ｍｘ／ｍｙ）；ｎ为位置参数；λ为特征值
（Ｌ／ｌ）；ｑ为均布荷载；ｉ为参数（１或２）．

经过简化计算，可得

ｑ＝
６ｍｘ
（ｎＬ）２ １＋

ｓｉｎθ×（ｎＬ）
２γｓｘｈ０

[ ]
ｘ

． （１）

式中：γｓｘ为ｘ方向力臂系数；ｈ０ｘ为ｘ方向钢筋有效
高度．

同样，对于板块ＢＣＦＥ（ＤＡＥＦ）绕ＢＣ（ＡＤ）轴
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的平衡方程为

　ｍｙＬ＋Ｔｙｓｉｎθ′×（ｘ１＋ｘ２）×
１
２ｙｉ＋

　　Ｔｙｓｉｎθ′×（Ｌ－ｘ１－ｘ２）×ｙｉ＝

　　 １６ｘ１×ｙ
２
ｉ×ｑ＋

１
６ｘ２×ｙ

２
ｉ×ｑ＋

　　 １２（Ｌ－ｘ１－ｘ２）×ｙ
２
ｉ×ｑ，

ｓｉｎθ′＝
ｖ－ｖ０
ｌ( )２

２
＋ｖ

槡
２

，　ｖ≥ｖ０．

式中：Ｔｙ为ｙ方向单位宽度截面钢筋拉力；θ′为塑性
铰线转角（ｙ方向）；ｉ为参数（１或２）．

简化可得

ｑ＝
２４ｍｙ

（３－４ｎ）ｌ２ １＋
ｓｉｎθ′×（１－ｎ）ｌ

２γｓｙｈ０
[ ]

ｙ
．（２）

式中：γｓｙ为ｙ方向力臂系数；ｈ０ｙ为ｙ方向钢筋有
效高度．

当挠度小于ｖ０时，上述模型即为经典的塑性
铰线理论．当挠度进一步增加，钢筋竖向分力逐渐
增加，达到破坏条件时，式（１）、（２）两者的较小
值即为板的极限承载力理论值．
１３　破坏准则

如图３所示，在屈服线初始形成时，即 ｖ０ ＝
０４５ｈ，钢筋合力方向是水平的，即 θ＝００（以 ｘ
方向为例），截面抵抗矩方程、合力平衡方程为

ｍｘ ＝ｆｙＡｓｘ ｈ０ｘ－
ａ( )２ ＝ｆｙＡｓｘｈ０ｘγｓｘ，

γｓｘ ＝１－ａ／（２ｈ０ｘ），ｆｙＡｓｘ ＝α０ｆｃａｂ．
式中：ｆｃ为混凝土抗压强度；ｆｙ为钢筋屈服强度；ａ为
混凝土受压高度；ｂ为单位截面宽度（１ｍ）；Ａｓｘ为ｘ
方向单位宽度的等效钢筋面积；α０为参数，取１０．
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（ｂ）ｖ时截面抵抗矩

图３　ｖ时塑性铰线截面受力

　　随着跨中挠度的增加，截面塑性进一步发
展，此时钢筋合力与水平方向有一定角度 θ，进而
在竖向方向产生一个分量．随着变形增大，该分量
也将增大．

由图３（ｂ）可知，截面弯矩和合力平衡方程为

ｍ′ｘ ＝ｆｙＡｓｘｃｏｓθｈ０ｘ－
ａ′( )２ ，

ｆｙＡｓｘｃｏｓθ＝α１ｆｃａ′ｂ．
　　根据极限弯矩承载力保持不变（ｍｘ ＝ｍ′ｘ）
的假设，可得

ｆｙＡｓｘ ｈ０ｘ－
ａ( )２ ＝ｆｙＡｓｘｃｏｓθｈ０ｘ－

ａ′( )２ ．
进而有

ａ′＝２ｈ０ｘ（１－γｓｘ／ｃｏｓθ）． （３）
　　由式（３）可知，随着变形的增加，ｃｏｓθ逐渐
减小，ｈ０ｘ和γｓｘ不变，受压区高度ａ′逐渐减小．

在ｖ＞ｖ０时，首先假设α０保持不变，根据合力
平衡应有

ｆｙＡｓｘｃｏｓθ－α０ｆｃａ′ｂ＝０， （４ａ）
或

α０ｆｃｂ（ａｃｏｓθ－ａ′）＝０． （４ｂ）
　　将式（３）代入式（４ｂ），化简可得

ａｃｏｓθ－ａ′＝ １
ｃｏｓθ

［２ｈ０ｘ（１－ｃｏｓθ）－ａｓｉｎ
２θ］．

　　在初始屈服线形成时，受压区高度 ａ通常小
于３ｈ０ｘ／８，进而有

　ａｃｏｓθ－ａ′＞ｈ０ｘ ２（１－ｃｏｓθ）－
３
８ｓｉｎ

２[ ]θ＝
　ｈ０ｘ

３
８ｃｏｓ

２θ－２ｃｏｓθ＋１３[ ]８ ＞０，０＜ｃｏｓθ＜１．

即

ｆｙＡｓｘｃｏｓθ＞α０ｆｃａ′ｂ． （５）
　　由式（４ａ）和（５）两者矛盾，可知α０保持不变
的假设是不成立的．

根据上述推理，式（５）的合力平衡表达式
应为

ｆｙＡｓｘｃｏｓθ＝α１ｆｃａ′ｂ，
α１ｆｃａ′ｂ＝α０ｆｃａ′ｂ＋Ｃ′，

Ｃ′＝ｐａ′ｂ，（ｐ＝α′ｆｃ，α１ ＝α０＋α′）．
式中：ｐ定义为附加应力，见图４；Ｃ′定义为附加应
力的合力；α１、α′为参数．
　　试验表明［１２］，钢筋混凝土板的破坏模式有两

种，即钢筋破坏和混凝土受压破坏，且取决于其配

筋率．在此，板的配筋率ρ定义为［４］

ρ＝１２
ｆｕ，ｘＡｓｘ
０８ｆｃｕｈ０ｘ

＋
ｆｕ，ｙＡｓｙ
０８ｆｃｕｈ０

[ ]
ｙ

．

式中：ｆｕ，ｘ（ｙ）为 ｘ（ｙ）方向钢筋极限强度；Ａｓｘ（ｙ）为
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ｘ（ｙ）方向等效钢筋面积；ｆｃｕ为混凝土立方体抗压
强度．
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"!"#$ !

"!"#$ !

图４　附加应力

　　对于低配筋率板（ρ＜００８），表现为钢筋破
坏模式，钢筋的变形行为决定着其极限承载能力．
假设板破坏时为抛物线形状，可得挠曲线方程为

ｌｃ＝ｌ１＋
８ｖ２

３ｌ２
－３２ｖ

４

５ｌ４
＋( )… ｌ１＋８ｖ

２

３ｌ( )２ ．
式中：ｖ为跨中变形，ｌ为板的跨度，ｌｃ为挠曲线．

通常，当钢筋应变达到００１时［１６］，认为结构

破坏．由上式可得，钢筋应变公式为

ε＝８ｖ
２

３ｌ２
＝００１，

或

ｖ ｌ
１６．

　　保守起见，认为低配筋率板跨中挠度达到
ｌ／２０时，板即破坏［１３］．

对于配筋率不小于００８且合理的钢筋混凝
土板，考虑到斜屈服线角部区域（Ａ点附近）的扭
转效应和垂直斜对角线的裂缝，混凝土抗压强度

有所降低；保守起见，作者在文献［１３］中提出应
力破坏准则，认为压应力 ｐ／ｃｏｓφ达到００５ｆｃ，板
破坏，相应荷载即为极限承载能力．

在实际工程中，双向板配筋率一般不小于

００８，因此本文主要研究此类混凝土板，低配筋率
板计算见文献［１３］．

２　有限元分析
２１　单元模型

在竖向荷载作用下，钢筋混凝土板弯曲的同

时，产生面内拉伸或压缩，即产生薄膜力．在小变
形时，产生受压薄膜力；大变形时，产生受拉薄膜

力，即受拉薄膜效应［８］．因此，采用考虑几何非线
性的四节点大挠度板单元对钢筋混凝土双向板非

线性行为进行模拟分析，单元模型见图５．
　　此外，在板壳非线性分析中，通常采用分层模
型，即沿厚度将单元分为若干混凝土层和钢筋层．
钢筋层用等效厚度钢层进行模拟，且假定钢筋层

和混凝土层之间为理想粘结．每层采用９点高斯
积分，在每个高斯积分点处分析混凝土开裂、屈服

强化、破坏及钢筋屈服、强化情况．
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图５　大挠度板单元

２２　材料模型
国内外学者分别采用非弹性模型、弹塑性模

型、塑性断裂等模型对钢筋混凝土结构进行数值

研究［９］．其中，应用较多的是弹塑性本构模型．因
此，本文采用弹塑性等强应变硬化模型分析双向

板的力学行为．
２２１　混凝土

根据双轴试验结果及 ＤｒｕｃｋｅｒＰｒａｇｅｒ模型，
Ｈｉｎｔｏｎ提出混凝土屈服函数为［９，１７］

σ０ ＝｛１３５５［（σ
２
ｘ＋σ

２
ｙ－σｘσｙ）＋３（τ

２
ｘｙ＋

τ２ｘｚ＋τ
２
ｙｚ）］＋０３５５σ０（σｘ＋σｙ）｝

１／２．
式中σ０为等效应力．

混凝土应变破坏准则为

ε２ｕ ＝１３５５［（ε
２
ｘ＋ε

２
ｙ－εｘεｙ）＋０７５（γ

２
ｘｙ＋

γ２ｙｚ＋γ
２
ｘｚ）］＋０３５５εｕ（εｘ＋εｙ）．

式中εｕ为破坏应变，本文取值为０００３５．
另外，采用弥散裂缝模型模拟混凝土开裂．

２２．２　钢筋
钢筋采用双线性弹塑性硬化模型，极限应变

取为１％．钢筋层和混凝土层之间为理想粘结，不
考虑两者的粘结滑移行为．
２３　程序设计

基于ＢｏｒｌａｎｄＣ＋＋６０软件平台，采用面向
对象的程序设计方法［１８－１９］，编制程序对钢筋混凝

土双向板进行有限元分析［１４］．从零开始逐级增加
荷载，在每一增量步内采用修正牛顿拉夫逊法求

解单元节点位移，确定单元应变及应力，进而得到

钢筋混凝土板自开始受荷直到破坏整个过程的位

移、裂缝形成和发展、混凝土压碎破坏以及钢筋屈

服与强化等数据信息．
此外，在每次增量迭代中，数值求解仅是获得

近似的解答，必须采用收敛准则来判断迭代是否

终止，本文采用位移收敛准则，即

‖ｄ｛ａ｝ｎｉ‖２≤ｅ‖Δ｛ａ｝
ｎ
ｉ‖２．

式中：‖·‖２为欧式范数；ｅ为位移收敛容差，取
１０－４；ｎ为荷载增量步；Δ｛ａ｝ｎｉ为第 ｎ荷载增量步
第ｉ次迭代当前总增量位移值；ｄ｛ａ｝ｎｉ为第ｎ荷载
增量步第ｉ次迭代位移增量．同时，为防止收敛误
差过于严格而造成迭代次数过多，对每一级荷载

的迭代次数作了限制，规定最大迭代次数ｉ为２０．
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当整体刚度矩阵出现奇异时，程序终止，相应

荷载值即为有限元模型计算的极限承载力．

３　模型验证
３１　简支板及数值参数

选取７块钢筋混凝土简支双向板验证本文模
型．编号Ｓ１、Ｓ６和Ｓ７为Ｔａｙｌｏｒ试验板［２０］，这３块
板具有不同钢筋布置和跨厚比．编号 Ａ１、Ｂ１、Ｃ１

和Ｄ１为Ｇｈｏｎｅｉｍ等试验板［２１］，板顶、板底均双向

布置钢筋．板的材料性能参数见表１．
　　采用有限元程序对上述钢筋混凝土板的力学
行为进行数值模拟，单元划分及沿厚度方向分层

情况见图６、７．值得指出的是，由于荷载（均匀分
布）及边界条件（四边简支）的对称性，均取其１／４
进行分析．

表１　钢筋混凝土板的材料参数

板 Ｌ×ｌ×ｈ／ｍｍ
ｈ０ｘ／

ｍｍ

ｈ０ｙ／

ｍｍ

保护层 ／

ｍｍ

混凝土参数

ｆｃｕ／

（Ｎ·ｍｍ－２）

ｆｃ／

（Ｎ·ｍｍ－２）

ｆｔ／

（Ｎ·ｍｍ－２）

Ｅｃ／

（ｋＮ·ｍｍ－２）

钢筋参数

Ａｓｘ／

（ｍｍ２·ｍ－１）

Ａｓｙ／

（ｍｍ２·ｍ－１）

Ｄ／

ｍｍ

ｆｙ／

（Ｎ·ｍｍ－２）

Ｅｓ／

（ｋＮ·ｍｍ－２）

Ｓ１ ５０８０ ４３６８ ３８９２ ３５００ ２８００ ２８０ ２３３５ ２８０２ ３７５９０

Ｓ６ １８２９ １８２９ ５０８０ ４３６８ ３８９２ ４７４ ３５３０ ２８２４ ２８２ ３０００ ２０００ ２３３５ ４７６ ４２０８０ ２０６８０

Ｓ７ ４４５０ ３７４８ ３２７２ ３８２０ ３０６０ ３０６ ２８０２ ３２００ ３７５９０

Ａ１ ４２６７ １８２９ ６７３０ ４８２０ ５４５０ ９６３ ２７９０ ２２２６ １５７ ２１０９ ２６００ ２６００

Ｂ１ ２７４５ １８２９ ６８２０ ４８７０ ５５００ １００３ ２３４０ １８７０ １４４ ２０５９ ２６００ ２６００
６３５ ４５０００ １８１５０

Ｃ１
１８２９ １８２９

６７８０ ５６９０ ５０５０ ７８３ ３１５０ ２５２１ １６７ ２１３０ ２６００ ２６００

Ｄ１ ９２８０ ８２７０ ７６４０ ６９３ ３２６０ ２６１２ １７０ ２０８０ ３６４０ ３６４０
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图６　钢筋混凝土板网格划分
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图７　钢筋混凝土板层数（厚度方向）

３２　对比分析
本文分别采用经典塑性铰线理论、有限元理

论和修正板块平衡法对双向板的极限承载力进行

计算，并与极限承载力试验值进行对比，具体结果

见表２．其中，ｑｔｅｓｔ为极限承载力试验值，ｑｌｉｍｉｔ为极
限承载力计算值．

由表２可知，采用塑性铰线理论，极限承载力
计算值与试验值的比率 ｑｌｉｍｉｔ／ｑｔｅｓｔ最大值为０７６，
最小值为０５２，平均比率为０６４．对于有限元模

型，最大、最小比率分别为１１１和０９６，平均值为
１０４；修正板块平衡法所得比率最大、最小值分别
为１２０和０８２，平均比率为１０２．
　　由上可知，由于未考虑受拉薄膜效应对极限
承载力的影响，塑性铰线理论计算值小于试验值，

结果偏于保守．明显地，本文有限元程序及修正板
块平衡法的计算结果和试验结果吻合较好．因此，
计算双向板极限承载力时，需考虑大变形阶段薄

膜效应的影响．
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表２　钢筋混凝土板的极限承载力结果对比

板 ｑｔｅｓｔ／ｋＰａ
ｑｌｉｍｉｔ／ｋＰａ

塑性铰线理论 有限元模型 修正板块平衡法

ｑｌｉｍｉｔ／ｑｔｅｓｔ

塑性铰线理论 有限元模型 修正板块平衡法

Ｓ１ ４２９０ ２７３０ ４７７０ ４２５０ ０６４ １１１ ０９９

Ｓ６ ３９６０ ２５８０ ４０９０ ４３９０ ０６５ １０３ １１１

Ｓ７ ３９３０ ２７００ ４０００ ４７３０ ０６９ １０２ １２０

Ａ１ ３９７０ ２２９０ ４１５０ ４０９０ ０５８ １０５ １０３

Ｂ１ ４５９０ ２９４０ ４９００ ５２００ ０６４ １０７ １１３

Ｃ１ ７３９０ ３８２０ ７１００ ６０５０ ０５２ ０９６ ０８２

Ｄ１ １０９４０ ８２９０ １１５２０ ９７００ ０７６ １０５ ０８９

　　双向板荷载－位移曲线试验结果和有限元程
序及修正板块平衡法计算结果对比分析见图８、
９．由图可知，程序计算结果和试验结果吻合较好，
计算模型的合理性得以验证，其可用于分析双向

板力学行为及计算极限承载力；另一方面，对比试

验结果和修正板块平衡法计算结果，若不考虑荷

载－位移试验曲线后期水平段，本文理论模型极
限位移值计算值还是令人满意的，能够满足工程

精度要求．
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图９　Ｇｈｏｎｅｉｍ板试验结果和计算结果对比
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　　由上可知，与有限元理论相比，修正板块平衡
法原理较为简单，且能准确地计算混凝土双向板

承载力和板屈服后的变形，具有较强的工程应用

价值．此外，结合有限元理论模型，有待深入验证
修正板块平衡法薄膜效应发展机理的合理性．

４　结　论
１）在经典塑性铰线理论基础上，考虑薄膜效

应的影响，基于所提出的应力破坏准则，建立修正

板块平衡法．此外，根据非线性有限元理论，建立
钢筋混凝土双向板的数值分析模型及程序．
２）修正板块平衡法和有限元分析模型均能

较好计算混凝土双向板的极限承载力，且荷载 －
位移计算曲线也与试验变形趋势一致．
３）相比有限元计算方法，修正板块平衡法原

理较为简单，计算容易，极限承载力计算值满足工

程精度要求，具有较强的应用价值．
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