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一种五自由度混联机器人运动学分析

高云峰， 吕明睿， 周　 伦， 李瑞峰

（哈尔滨工业大学 机器人研究所， １５０００１ 哈尔滨）

摘　 要： 为了使工业机器人的位姿改变更加快速、灵巧，对一种五自由度混联机器人进行了结构分析．建立 Ｄ－Ｈ 坐标系

求得末端执行器的位姿矩阵，提出一种基于 ＰＡＵＬ 逆变换法的串联机器人逆运动学封闭解的求解分析方法，求得该机器

人的运动学逆解．计算机仿真结果验证了该算法的快速性和有效性．运用包络理论确定局部关节联动所形成的工作空间

包络面，论证了该机器人作业姿态的灵巧性．利用几何叠加方法规划出机器人灵巧工作空间，为结构设计和运动控制提

供了依据．
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　 　 随着工业化的发展，工业机器人在先进制造

技术中扮演着重要的角色．其中，混联工业机器人

以其刚度和运动灵活性上的卓越性能被广泛运用

到复杂曲面加工领域．就结构而言，德国 ＤＭＧ 公

司的著名五轴联动机床 ＤＭＣ１６５ 加工中心［１］ 采

用了 ３ 个方向的平动轴构成的龙门加双摆头［２］的

串联结构；伞红军等［３］ 开发了一种五轴串并联机

器人；李菊等［４］研制了五轴混联机器人．本文所研

究的五自由度机器人为一种 ３Ｐ－２Ｒ 的新型结构

机器人．由于该机器人一次作业只对上半曲面进

行加工，而不需考虑底面加工，故五自由度可以满

足作业位姿灵活度要求．与传统的 ５Ｒ 串联结构相

比，该机器人的刚度得到了很大提高［５－８］ ．
本文研究的五自由度混联机器人机构满足

Ｐｉｅｐｅｒ 准则［９］，通过分析各关节对于末端执行器

的位姿影响，根据 Ｐａｕｌ 逆变换方法［１０］ 中齐次矩

阵元素的物理意义选取有效等式得到逆运动学封

闭解．利用基于映射关系的曲面包络法描述局部

关节的工作空间．由于 Ｊ４、Ｊ５ 关节结构的特殊性，
通过归纳的方法分析了该结构的作业姿态灵巧

性．根据保证一点作业姿态灵巧性的充要条件，利
用包络曲面叠加法［１１］ 规划出完整的机器人灵巧

工作空间模型．



１　 结构分析

如图 １～３ 所示，本文讨论的机器人共有 ６ 个

轴． Ｊ１、Ｊ２ 和 Ｊ３ 轴为丝杠，分别由 Ｍ１、Ｍ２ 和 Ｍ３ 驱

动，进行直线进给运动．Ｊ４、Ｊ５ 轴为转动关节．Ｊ６ 为

末端执行器的转轴．丝杠 Ｓ１、Ｓ２ 上各有一对铰接滑

块．跨接两边的连杆以滑块 Ａ、Ｂ 连线的中点为轴

带动转台在一定角度内转动，转动的角度取决于

Ａ、Ｂ 的行程差．杆 Ｌ３ 随转台的转动而摆动．转台转

动的同时可以沿着两边丝杠对称轴上的长直导轨

在基础坐标系Ｏ０ 的Ｘ轴方向移动．Ｍ３ 驱动丝杠 Ｓ３

使 Ｌ３ 能在 Ｏ１ 的 Ｚ轴方向移动．ｘＡ、ｘＢ、ｘＣ 分别表示

滑块 Ａ、Ｂ、Ｃ 在丝杠上的行程．
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图 １　 机器人上半部分结构简图（俯视）
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图 ２　 机器人下半部分结构简图（正视）
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图 ３　 机器人立体结构图

　 　 机器人运动学通常通过建立 Ｄ－Ｈ 坐标系并

列出 Ｄ－Ｈ 参数表后得到［８］ ．建立图 ４ 所示 Ｄ－Ｈ
坐标系．基础坐标系 Ｏ０ 固连在 Ｊ１ 轴上，Ｘ０ 轴与 Ｊ１

重合，Ｚ０ 轴竖直向下．坐标系 Ｏ１ 位于 Ｌ３ 与 Ｊ３ 交

点；坐标系Ｏ３ 位于 Ｊ４ 与 Ｊ５ 轴的交点，Ｘ３ 轴垂直于

Ｔ 平面向外；坐标系 Ｏ４ 位于 Ｊ５ 与 Ｊ６ 的交点，Ｘ４ 轴

垂直于 Ｔ 平面向内．转台以下部分初始位于 Ｔ 平

面内．
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图 ４　 机器人 Ｄ－Ｈ 坐标系示意图

　 　 对于关节 １ 和 ２，可以直接通过空间变化关

系得到坐标变换矩阵．对关节 ３ ～ ５ 列 Ｄ－Ｈ 参数

表，见表 １．
表 １　 关节 ３～ ５ 的 Ｄ－Ｈ 参数

关节 ｉ θｉ αｉ ｄｉ ａｉ

３ π ＋ α ０ ０ Ｌ３

４ － （π ／ ２ ＋ ϕ４） π ／ ４ Ｌ２ ＋ Ｌ４ ＋ ２ Ｌ５ ０

５ π － ϕ５ π ／ ４ ２ ｅ ０

２　 运动学正解

对于本机器人，各相邻坐标系间的坐标变换

矩阵如下（注：ｓ ϕ ＝ ｓｉｎ ϕ，ｃ ϕ ＝ ｃｏｓ ϕ）：

Ａ０
１ ＝

１ ０ ０ ｓ（ϕ１ ＋ ϕ２） ／ （４π）
０ １ ０ Ｌ１ ／ ２
０ ０ １ ｓϕ３ ／ （２π）
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

，

Ａ１
２ ＝

－ ｃ α ｓ α ０ － Ｌ３ｃ α
－ ｓ α － ｃ α ０ － Ｌ３ｓ α
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

Ａ２
３ ＝

－ ｓ ϕ４ ２ ／ ２ｃ ϕ４ － ２ ／ ２ｃ ϕ４ ０

－ ｃ ϕ４ － ２ ／ ２ｓ ϕ４ ２ ／ ２ｓ ϕ４ ０

０ ２ ／ ２ ２ ／ ２ Ｌ２′
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

，
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Ａ３
４ ＝

－ ｃ ϕ５ － ２ ／ ２ｓ ϕ５ ２ ／ ２ｓ ϕ５ ０

ｓ ϕ５ － ２ ／ ２ｃ ϕ５ ２ ／ ２ｃ ϕ５ ０

０ ２ ／ ２ ２ ／ ２ ２ ｅ
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

α ＝ ａｒｃｔａｎ［ｓ（ϕ１ － ϕ２） ／ （２πＬ１）］，

Ｌ２′ ＝ Ｌ２ ＋ Ｌ４ ＋ ２ Ｌ５ ．
Ａｉ

ｉ ＋１ 为从坐标系 Ｏｉ 到 Ｏｉ ＋１ 的坐标变换；Ｌ１ ～ Ｌ５ 为

图１和图２中各杆的设计长度；ϕ１ ～ ϕ５ 分别为 Ｊ１、
Ｊ２、Ｊ３、Ｊ４、Ｊ５ 转动角度；ｅ 为 Ｊ６ 轴距 Ｏ３ 点水平方向

距离，ｐ 为螺距．
末端执行器位姿矩阵为（Φ ＝ （４π ２Ｌ２

１ ＋ （ϕ１ －
ϕ２） ２ｐ２） １ ／ ２）：

Ｔ０
４ ＝ Ａ０

１ Ａ１
２ Ａ２

３ Ａ３
４ ＝

ｎｘ ｏｘ ａｘ ｐｘ

ｎｙ ｏｙ ａｙ ｐｙ

ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ

０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

．

式中：
Ｐｘ ＝ （ϕ１ ＋ ϕ２） ／ ４π ＋ ［ｅ（ϕ１ － ϕ２）（ｐ·ｃ ϕ４ ＋

Ｌ１ｓ ϕ４） － ２πＬ３Ｌ１］ ／ Φ，
Ｐｙ ＝ Ｌ１ ／ ２ － ［ｅＬ１（ϕ１ － ϕ２）（Ｌ１ｃ ϕ４ ＋ ｐ·ｓ ϕ４） ＋

Ｌ３ｐ·（ϕ１ － ϕ２）］ ／ Φ，
Ｐｚ ＝ ｅ ＋ Ｌ２′ ＋ ϕ３ｐ ／ （２π）；

ｎｚ ＝ ２ ／ ２ｓ ϕ５， ｏｚ ＝ １ ／ ２（１ － ｃ ϕ５）， ａｚ ＝
１ ／ ２（１ ＋ ｃ ϕ５）；

ｎｘ ＝ ［（ϕ１ － ϕ２）ｐ·（ ２ｃ ϕ４ｃ ϕ５ － ｓ ϕ４ｓ ϕ５） －

２πＬ１（ ２ｃ ϕ５ｓ ϕ４ ＋ ｃ ϕ４ｓ ϕ５）］ Ｌ１ ／ （２Φ），

ｏｘ ＝ ［（ϕ１ －ϕ２）ｐ·（ｓ ϕ４ ＋ｃ ϕ５ｓ ϕ４ ＋ ２ｃ ϕ４ｓ ϕ５） ＋

２πＬ１（ｃ ϕ４ ＋ ｃ ϕ５ｃ ϕ４ ＋ ２ｓ ϕ４ｓ ϕ５）］／ （２Φ），

ａｘ ＝ ［（ϕ１ －ϕ２）ｐ·（ｓ ϕ４ － ｃ ϕ５ｓ ϕ４ － ２ｃ ϕ４ｓ ϕ５） ＋

２πＬ１（ｃ ϕ４ －ｃ ϕ５ｃ ϕ４ ＋ ２ｓ ϕ４ｓ ϕ５）］／ （２Φ）；

ｎｙ ＝ － ［（ϕ１ － ϕ２）ｐ·（ ２ｃ ϕ４ｓ ϕ５ － ｓ ϕ４ｃ ϕ５） ＋

２πＬ１（ ２ｃ ϕ５ｃ ϕ４ ＋ ｓ ϕ４ｓ ϕ５）］ Ｌ１ ／ （２Φ），

ｏｙ ＝ ［（ϕ１ －ϕ２）ｐ·（ｃ ϕ４ ＋ ｃ ϕ５ｃ ϕ４ － ２ｓ ϕ４ｓ ϕ５） －

２πＬ１（ｓ ϕ４ ＋ ｃ ϕ５ｓ ϕ４ ＋ ２ｃ ϕ４ｓ ϕ５）］／ （２Φ），

ａｙ ＝ ［（ϕ１ －ϕ２）ｐ·（ｃ ϕ４ －ｃ ϕ５ｃ ϕ４ ＋ ２ｓ ϕ４ｓ ϕ５） －

２πＬ１（ｓ ϕ４ － ｃ ϕ５ｓ ϕ４ － ２ｃ ϕ４ｓ ϕ５）］／ （２Φ）．

３　 运动学逆解

本文所讨论机器人结构满足 Ｐｉｅｐｅｒ 准则，可
直接以代数法求逆运动学封闭解解析式．矩阵逆

变换等式左右两边都是有特定几何意义的，故本

文针对每一步矩阵逆变换找出影响其矩阵特定项

的关节变量，列出所需的全部有效方程［１２］ ．
由前述结构分析可知，Ｏ４ 的姿态只由 ϕ５ 决

定，Ｏ１ 在 Ｚ２ 轴方向的距离只由 ｘＣ 决定．根据 Ｔ０
４ ＝

Ｔ０
１ Ｔ１

２ Ｔ２
３ Ｔ３

４，选择表示姿态的矩阵项 ＴＬ（３，１） ＝
ＴＲ（３，１），ＴＬ（３，２） ＝ ＴＲ（３，２） 和表示位置的矩阵

项 ＴＬ（４，３） ＝ ＴＲ（４，３）（ＴＬ、ＴＲ 分别表示等式左边

和右边的变换阵），可得

ａｚ ＝ （１ ＋ ｃｏｓ ϕ５） ／ ２， （１）

ｎｚ ＝ ２ ／ ２ｓｉｎ ϕ５， （２）
Ｐｚ － ｘＣ ＝ Ｌ２′ ＋ ｅ． （３）

Ｏ４ 在 Ｏ１ 中的位置由 α（ｘＡ，ｘＢ）、 ϕ４ 决定． 根据

Ｔ０
４（Ｔ３

４）
－１ ＝Ｔ０

１ Ｔ１
２ Ｔ２

３ 选择表示位置的矩阵项

ＴＬ（１，４） ＝ＴＲ（１，４） 和 ＴＬ（２，４） ＝ ＴＲ（２，４），可得

Ｐｘ － （ｘＡ ＋ ｘＢ） ／ ２ ＝ ｅｃｏｓ（α － ϕ４） － Ｌ３ｃｏｓ α，
（４）

Ｐｙ － Ｌ１ ／ ２ ＝ ｅｓｉｎ（α － φ４） － Ｌ３ｓｉｎ α． （５）
联立（４）、（５），可得

［Ｐｘ ＋ Ｌ３ｃｏｓ α － （ｘＡ ＋ ｘＢ） ／ ２］ ２ ＋ （Ｐｙ ＋
　 　 　 Ｌ３ｓｉｎ α － Ｌ１ ／ ２） ２ ＝ ｅ２ ． （６）
　 　 Ｘ３ 在 Ｏ０ 中的指向由 α（ϕ１，ϕ２）、 ϕ４ 决定．根
据 Ｔ０

４（Ｔ３
４）

－１ ＝ Ｔ０
１ Ｔ１

２ Ｔ２
３，选择表示 Ｘ３ 指向的矩阵

项 ＴＬ（１，１） ＝ ＴＲ（１，１） 和 ＴＬ（２，１） ＝ ＴＲ（２，１），
可得

ｎｘｃｏｓ ϕ５ ＋ ２ ／ ２ｏｘｓｉｎ ϕ５ － ２ ／ ２ａｘｓｉｎ ϕ５ ＝ ｓｉｎ（α －ϕ４），
（７）

－ ｎｙｃｏｓ ϕ５ － ２ ／ ２ｏｙｓｉｎ ϕ５ ＋ ２ ／ ２ａｙｓｉｎ ϕ５ ＝ ｃｏｓ（α －ϕ４）．
（８）

将（１）、（２）代入（７）、（８），可得

ｓｉｎ（α － ϕ４） ＝ ｎｘ（２ａｚ － １） ＋ ｎｚ（ｏｘ － ａｘ） ＝ Ｍ，
ｃｏｓ（α － ϕ４） ＝ － ｎｙ（２ａｚ － １） － ｎｚ（ｏｙ － ａｙ） ＝ Ｎ．
　 　 Ｏ３ 在Ｏ０ 中的位置由α（ϕ１，ϕ２）、ϕ４ 确定．选择

ＴＬ（１，４） ＝ ＴＲ（１，４），可得

Ｐｘ － ｅ（ｏｘ ＋ ａｘ） ＝ ０．５（ｘＡ ＋ ｘＢ） － Ｌ３ｃｏｓ α．
（９）

将（９）代入（６），得到

Ｐｙ ＋ Ｌ３ｓｉｎ α － ０．５Ｌ１( ) ２ ＝ ｅ２［１ － （ｏｘ ＋ ａｘ） ２］ ．
（１０）

式（１０） 左边括号内值的正负与 Ｍ 同， 得

α ＝
（－ ｅ １ － （ａｘ ＋ ｏｘ）２ ＋ Ｌ１ ／ ２ － ｐｙ）／ Ｌ３，（Ｍ≥０）；

（ｅ １ － （ａｘ ＋ ｏｘ）２ ＋ Ｌ１ ／ ２ － ｐｙ） ／ Ｌ３，（Ｍ ＜ ０）．{
又有

ｔａｎ α ＝ （ｘＡ － ｘＢ） ／ Ｌ１， （１１）
联立式（４）、（１１），可得

ｘＡ ＝ Ｐｘ ＋ Ｌ３ｃｏｓ α － ｅ（ｏｘ ＋ ａｘ） ＋ ｔａｎ αＬ１ ／ ２，
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ｘＢ ＝ Ｐｘ ＋ Ｌ３ｃｏｓ α － ｅ（ｏｘ ＋ ａｘ） － ｔａｎ αＬ１ ／ ２．
由式（３）可得

ｘＣ ＝ Ｐｚ － （ｅ ＋ Ｌ２′） ．
由 Ｍ、Ｎ 可得

ϕ４ ＝ α － ａｔａｎ２（Ｍ，Ｎ） ．
由式（２）可得

ϕ５ ＝ ａｔａｎ２（ ２ ｎｚ，２ａｚ － １） ．
由此得到全部关节的转角 ϕ１ ～ ϕ５ ．

根据逆运动学封闭解解析式，代入机器人结

构参数（表 ２），规定机器人按照以下两种方式连

续运动：
１）从［－４７０，２００，６００］ （初始位置点）沿直线

运动到点［０，０，８００］，同时不断调整姿态至 Ｚ４ 轴

与水平面夹角为 ４５°．
２）到达后以原姿态绕点［０，０，８００］旋转半周．

表 ２　 五自由度机器人结构参数 ｍｍ

Ｌ１ Ｌ２ Ｌ３ Ｌ４ Ｌ５ ｅ Ｌｔ

４００ ３０９ ５００ ５０ １００ ３０ １５０

　 　 本文所述的逆运动学逆解算法无理论误差．
在 ＣＰＵ 为 Ｉｎｔｅｒ Ｃｏｒｅ ｉ３ Ｍ３５０ 的 计 算 机 上

ＭＡＴＬＡＢ 运行仿真实验 １ ０００ 次，总共消耗时间

为 １７􀆰 ９２２ ｍｓ，平均仿真一次获得 ϕ１ ～ ϕ５ 角度值

所用的时间为 １８ μｓ，完全符合计算机控制的实时

性要求，得到的仿真结果见图 ５ ～ ８．可以看出关节

角度及丝杠行程变化平稳，无突变．仿真结果验证

了该算法的快速性和有效性．
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图 ５　 行程随计算步的变化
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图 ６　 关节角随计算步的变化

800
750
700
650
600

-500-4
00-300

-200-1
00 0

XY

Z

200
100

0

图 ７　 位置跟踪
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图 ８　 姿态跟踪（姿态以欧拉角 α、β、γ表示）

４　 工作空间分析

机器人的工作空间分为最大工作空间和灵巧

工作空间．前者指执行器末端点可以至少一种姿

态到达的最大范围；后者指执行器可以任意姿态

到达的工作范围，边界曲面是包络所有灵巧工作

点的空间包络曲面［８］ ． 本文先研究 Ｊ４、Ｊ５ 联动时

形成的包络面，后导出工作空间中一点为灵巧工

作点的充要条件， 由此得到灵巧工作空间范

围［１３－１４］ ．
４􀆰 １　 求解 Ｊ４、Ｊ５ 联动时形成的包络面

设执行器末端点 Ｐ 在 Ｏ４ 坐标系中坐标为

Ｐ（ｘｐ，ｙｐ，ｚｐ），Ｐ 点在 Ｏ４ 坐标系中的位置方程为

ｘｐ ＝ ０，
ｙｐ ＝ ０，

ｚｐ ＝ － （ ２ Ｌ６ ＋ Ｌ４ ＋ ｅ － Ｌｔ） ＝ － Ｌｐ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

Ｊ５ 转动时，由［ｘ３，ｙ３，ｚ３，１］ ′ ＝ Ｔ３
４·［ｘＰ，ｙＰ，ｚＰ，１］ ′

知空间曲线：

Σ：

ｘ３ ＝ － ２ ／ ２Ｌｐｓｉｎ ϕ５，

ｙ３ ＝ － ２ ／ ２Ｌｐｃｏｓ ϕ５，

ｚ３ ＝ － ２ ／ ２Ｌｐ ＋ ２ ｅ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（ － π ≤ ϕ５ ≤ π）

Σ 绕 Ｊ４ 轴旋转，即 ｛Σ｝ ＝ Ｒｏｔ（ ｚ２， ϕ５）·Σ，得空间

曲线簇｛Σ｝：

　

ｘ２ ＝ ２ ／ ２ｓｉｎ ϕ４ｓｉｎ ϕ５Ｌｐ ＋
　 　 　 ｃｏｓ ϕ４［（１ － ｃｏｓ ϕ５）Ｌｐ ／ ２ － ｅ］，

ｙ２ ＝ ２ ／ ２ｃｏｓ ϕ４ｓｉｎ ϕ５Ｌｐ －
　 　 　 ｓｉｎ ϕ４［（１ － ｃｏｓ ϕ５）Ｌｐ ／ ２ － ｅ］，
ｚ２ ＝ － （１ ＋ ｃｏｓ ϕ５）Ｌｐ ／ ２ ＋ ｅ ＋ Ｌ２′，
ϕ４，ϕ５ ∈ （ － π，π） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（１２）
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消去式（１２） 中 ϕ４、ϕ５，得到包络面方程：
　 ｒ２ ＝ ｘ２

２ ＋ ｙ２
２ ＝ （Ｌｐ ＋ ｚ２ － Ｌ２′ － ２ｅ） ２ ＋

　 　 　 ０．５［Ｌ２
Ｐ － （２ｚ２ ＋ Ｌｐ － ２Ｌ２′ － ２ｅ） ２］ ．

　 　 　 　 ｚ２ ∈ ［２ｅ ＋ Ｌ２′ － Ｌｐ，２ｅ ＋ Ｌ２′］ ．
当结构参数不同时，对应的包络面形态如图

９～１１ 所示．
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图 ９　 Ｊ４、Ｊ５ 联动时形成包络面（ｅ＝３０，Ｌｐ ＝８０）
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图 １０　 Ｊ４、Ｊ５ 联动时形成的包络面（ｅ＝１０，Ｌｐ ＝８０）

10
5
0
-10 0

10 0

10

5

0

-5

-5 0 5 10-10

10
-10

图 １１　 Ｊ４、Ｊ５ 联动时形成的包络面（ｅ＝０，Ｌｐ ＝１０）

　 　 可见结构参数 ｅ 和 Ｌｐ 直接影响包络面形态．
ｅ 决定包络面底部孔的尺寸，Ｌｐ 决定包络面高度 ｈ
和开口大小．Ｌｐ 较小时，调整 Ｊ５ 转角，配合 Ｊ１ ～ Ｊ４

的微小动作即可改变一点的作业姿态．对于 ｅ ＝ ０，
Ｌｐ ＝ ０ 的极限情况，包络面收缩为空间中的一点．
此时，只调整 Ｊ５ 转角，Ｊ１ ～ Ｊ４ 保持原位置就可改

变作业姿态．机器人的这个特点使得加工复杂曲

面的效率大为提高．
等式两边对 ｚ２ 求导， 令 ｒ′ ＝ １ ／ ２·ｄ（ｘ２

２ ＋
ｙ２
２） ／ ｄｒ ＝ ０，得 ｚ２ ＝ ｅ ＋ Ｌ２′，则包络面截面圆半径最

大值

ｒｍａｘ ＝ Ｌ２
ｐ ＋ ４ｅＬｐ － ｅ２ ．

定义包络面半径最大截面的圆心为包络面的中

心 Ｑ．
４􀆰 ２　 局部点灵巧性

由于所讨论的五自由度机器人末端执行器指

向与Ｚ４ 轴同，所以可以通过分析 Ｔ０
４ 中 ａｘ、ａｙ、ａｚ 项

来研究末端执行器姿态．事实上，可从式（１０） 看

出：ｏｘ ＋ ａｘ ≤ １，即机器人末端只能在一定范围内

达到任意姿态，这是机器人的结构限制导致的．故

定义此类工作点为“有限灵巧工作点”，即末端执

行器能在一定范围内以任意姿态指向目标点，该
范围已经能满足机器人作业需要．

建立如图 １２ 所示的球坐标系来描述末端执

行器姿态［８］ ．

Y

Z

X

γ
θ

执行器
末端点P

图 １２　 以执行器末端点为原点构成的球坐标系

　 　 θ（方向） 表示执行器在 ＸＰＹ 平面的投影与 Ｘ
轴夹角，γ（纬度） 表示执行器与 ＸＰＹ平面夹角．可
以用 θ 和 γ 两个参数描述上半球面执行器的任意

一种指向．其中：

θ ＝ ａｒｃｔａｎ（ａｚ ／ ａ２
ｘ ＋ ａ２

ｙ ），
γ ＝ ａｒｃｔａｎ（ａｘ ／ ａｙ） ．

　 　 设空间中的一点 Ｐ 位于某个由 Ｊ４、Ｊ５ 轴联动

形成的包络面上．它将同时位于以该点为圆心，Ｒｚ

为半径的一系列包络面的同等高度的圆截面上．
注意到 Ｒｚ ＝ Ｒｚ（ϕ５），如果当 ϕ５ 从 － π ～ π 变化

时，γ 可以取到 ０ ～ π ／ ２ 之间的任意值，且对于该

范围内的任一 γ，可以通过改变包络面的几何中

心 Ｑ的位置使 θ取到 ０ ～ ２π 任意值，则该点为有

限灵巧工作点．
令Ｑ绕Ｐ点以Ｒｚ 为半径运动一周，即原Ｏ２ 坐

标系在基础坐标系 Ｏ０ 中以变换矩阵

Ａ０
２ ＝

１ ０ ０ Ｒｚｃｏｓ β
０ １ ０ Ｒｚｓｉｎ β
０ ０ １ ｈ
０ ０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

进行坐标平移变换． β表示Ｏ２Ｏ０ 连线与Ｘ０ 轴夹角．当
β从 －π到π变化，生成一系列包含Ｐ（Ｐｘ，Ｐｙ，Ｐｚ）点

的 包 络 面． 取 Ｐ（０，０，０）． 由 ［Ｐｘ，Ｐｙ，Ｐｚ，１］′ ＝
Ｔ０

２′Ｔ２
３ Ｔ３

４·［０，０， － Ｌｐ，１］′对应项相等得到方程组：

　

－ Ｌｐ（ｃ ϕ４ｃ ϕ５ － ｃ ϕ４ － ２ｓ ϕ４ｓ ϕ５） ／ ２ ＋
　 　 　 ＲＺｃ β － ｅｃ ϕ４ ＝ ０，

Ｌｐ（ｓ ϕ４ｃ ϕ５ － ｓ ϕ４ ＋ ２ｃ ϕ４ｓ ϕ５） ／ ２ ＋
　 　 　 ＲＺｓ β ＋ ｅｓ ϕ４ ＝ ０．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１３）

由式（１３）得
　 ϕ４ ＝ ａｔａｎ ２（ｋ１ － ｋ２ｃｏｔ β，ｋ２ － ｋ１ｃｏｔ β） ． （１４）

其中： ｋ１ ＝ ２ｅ ＋ Ｌｐ（ｃｏｓ ϕ５ － １）， ｋ２ ＝ ２ ｓｉｎ ϕ５Ｌｐ ．
等式（１４） 表示以 ϕ５、β 为基构成的 ϕ４ 解空

间．这样的一组ϕ４、ϕ５、β能使执行器末端点到达Ｐ
点．当 β 从 － π 到π 变化时，ϕ４ 总是从某个值开始
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增加 ２π，递增起点取决于 ϕ５ 值．将 ϕ４ 解空间的所

有 ϕ４ 代回 Ａ０
４ ＝ Ａ０

２ Ｔ２
３ Ｔ３

４，分别算得 Ａ０
４ 中的 ａｘ、ａｙ、

ａｚ，得

θ ＝ ａｔａｎ ２ ２ｔ ϕ４ －
ｃ ϕ５ － １
ｓ ϕ５

，
ｃ ϕ５ － １
ｓ ϕ５

·ｔϕ４ ＋ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

　 　 图 １３ 和图 １４ 表示 ϕ５、β、γ、θ 之间的关系．从
图 １３可以看出，γ 与 β 无关，只由 ϕ５ 取值决定，即
纬度 γ 与 ϕ５ 存在一一映射关系．从图 １４ 可以看

出，θ 关于 ϕ５ 与 β 两个变量的三维图像为一复杂

的高低不平的连续曲面，且对于任意 ϕ５（即对任

意纬度 γ），方向 θ 总能取到 ０ ～ ２π 之间的任

意值．
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图 １３　 ϕ５、β 和 γ之间的关系
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图 １４　 ϕ５、β 和 θ之间的关系

　 　 综上所述，可以得到结论：工作空间中某一

点为有限灵巧工作点的充分必要条件是由 Ｊ４、Ｊ５

轴联动形成的包含该点的所有包络面中心Ｑ连结

成的曲面是完整的（见图 １５） ．

2?Rmax

局部自由度的合成包络面几何中心轨迹

PRmax

P

图 １５　 位姿有限灵巧点投影示意图

４􀆰 ３　 灵巧工作空间规划

基于 ４􀆰 ２ 的结论，结合最大工作空间范围规

划出机器人的灵巧工作空间．按照表 ２ 中的结构

参数，运用第 ２ 节中得到的正运动学解析式，通过

ＭＡＴＬＡＢ 仿真得到机器人的最大工作空间，见
图 １６．
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图 １６　 可达工作空间仿真结果（俯视）

　 　 图 １６两端收缩的原因为：当滑块 Ａ或 Ｂ中一

个位于行程终点或起点，另一滑块向终点或起点

靠近时，转台沿中线保持前进或后退状态．此时杆

Ｌ３ 向中线摆动（因为滑块 Ａ 与 Ｂ 的行程差减小），
使末端点 Ｐ（Ｐｘ， Ｐｙ， Ｐｚ） 的 Ｐｙ 减小，则 Ｐ 靠近中

线．两端形态不同的原因为：当滑块 Ａ 或 Ｂ 一个位

于起点，另一个前进时，转台沿中线前进，前进的

速度为 Ａ或Ｂ中点的移动速度 ｖ１ 与 Ｌ３ 摆动在Ｘ方

向的速度分量 ｖ２ 之差，故左端收缩距离长；当滑

块 Ａ或 Ｂ任意一个位于终点，另一个前进时，转台

沿中线前进，前进的速度为 Ａ 或 Ｂ 中点的移动速

度 ｖ１ 与 Ｌ３ 摆动在 Ｘ方向的速度分量 ｖ２ 之和，故右

端收缩距离短．
在俯视图上，只需要沿可达工作空间的外轮

廓向内推进 ２ｒｍａｘ 的距离就可以得到其灵巧工作

空间投影，见图 １７；正视图上，只需距可达工作空

间的外缘上下各推进一个包络面的高度值 ｈ，左
右各推进 ｒｍａｘ 就可以得到机器人的灵巧工作空间

投影，见图 １８．
最大工作空间包络线
J4、J5局部自由度合成包络面

几何中心轨迹

L3

rmax

灵巧工作空间包络线

图 １７　 可达和灵巧工作空间示意图（俯视）

灵巧工作空间
包络线S 3

S1

最大工作空间包络线J4、J5局部自由度合成包络面
几何中心轨迹

图 １８　 可达和灵巧工作空间示意图（正视）
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５　 结　 论

１） 分析了一种五自由度机器人的结构和运

动特点．提出了根据齐次矩阵元素的物理意义选

取有效等式的分析方法进行矩阵逆变换求得运动

学逆解．求得的逆运动学解析表达式形式简洁，无
理论误差．

２） 研究了该机器人作业局部点的灵巧性．根
据可达工作空间规划出了完整的灵巧工作空间模

型，为结构设计和运动控制奠定了基础．
３） 本文研究的五自由度工业机器人结构刚

性大，位姿改变快速灵巧，作业效率高．配合不同

的末端执行器，可以完成弧焊、钻孔、去毛刺、抛
光、铣削等复杂曲面加工，应用前景广泛．
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