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四元数约束的容积卡尔曼滤波及其应用
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摘　 要： 针对一些非线性系统状态变量中存在四元数约束的情况，提出了一种四元数约束下的容积卡尔曼滤波

（ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｃｕｂａｔｕｒｅ ｋａｌｍａｎ ｆｉｌｔｅｒ，ＱＣＣＫＦ）算法．基于最小约束代价函数，采用三阶球面－相径容积规则近似计

算系统状态的后验均值和协方差，给出了 ＱＣＣＫＦ 滤波递推公式．设计的 ＱＣＣＫＦ 算法可以有效地对状态进行估计，扩展

了 ＣＫＦ 的应用范围．最后对飞行器姿态估计系统进行仿真，仿真结果表明，该算法估计精度优于常规 ＣＫＦ 和无迹四元数

估计法（ｕｎｓｃｅｎｔｅｄ ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ ｅｓｔｉｍａｔｏｒ， ＵＳＱＵＥ），并满足四元数约束条件，较好地解决了非线性系统存在四元数约束的问

题，验证了算法的有效性．
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　 　 针对非线性系统状态估计问题，文献［１］提

出了一种新的非线性滤波，容积卡尔曼滤波

（ｃｕｂａｔｕｒｅ ｋａｌｍａｎ ｆｉｌｔｅｒ，ＣＫＦ）．其核心思想是针对

带高斯白噪声的非线性系统，利用三阶球面－相
径容积规则来求取非线性函数的统计特性，即均

值和方差，估计精度在理论上能够达到泰勒展开

的三阶精度，算法优点为实现简单、收敛性好以及

精度高等．然而 ＣＫＦ 的理论推导中，状态变量都

是假设不存在约束条件，但在实际应用中，由于存

在几何约束、运动约束等问题，使得状态变量可能

存在某些线性或非线性的约束条件，如车载导航

系统可能受道路条件的约束，四元数存在规范化

等．现有关于 ＣＫＦ 的文献［２－８］，并未考虑状态存在

约束的情况．因此，讨论状态约束下的 ＣＫＦ 设计

方法，在实际应用中具有重要意义．
在姿态估计领域，姿态描述参数主要有四元

数、欧拉角、方向余弦以及修正罗德里格斯参数

等．其中，四元数在计算量上相对较小，不存在三

角函数以及超越函数方面的运算，同时也没有欧

拉角描述姿态时存在的奇异性问题，因此，以四元



数作为姿态描述参数的非线性姿态估计滤波问题

在国内外已成为热点问题［９－１３］ ．由于四元数作为

状态变量时存在归一化的约束，如果不考虑约束

直接作滤波处理，滤波精度差，甚至会导致协方差

奇异．文献［１４］提出重构系统状态参数，从而降低

系统维数，避免了四元数约束．文献［１５］提出将罗

德里格斯参数与四元数相切换，避免了四元数的

规范化问题．这些方法并没有将约束条件与滤波

相结合，而文献［１６］提出了约束下的卡尔曼滤

波，将线性等式状态约束与卡尔曼滤波相结合．由
于四元数约束本质上属于非线性约束，因此，文献

［１７］将其线性化作为线性等式约束与滤波结合，
但是这种线性化引入了截断误差，影响滤波精度．
文献［１８］提出两步投影理论来解决非线性状态

等式约束情况．文献［１９］提出增益修正理论与扩

展卡尔曼滤波结合来解决非线性状态约束问题，
但它是以扩展卡尔曼滤波为主要框架．而本文从

最优滤波本质出发，将 ＣＫＦ 与增益修正理论相结

合，利用四元数约束条件与最小均方误差估计准

则构造最小约束代价函数，从而能够保证四元数

满足归一化的条件．
因此，本文采用四元数作为姿态描述参数，针

对其构成的非线性姿态估计模型，提出了一种四

元数约束下的 ＣＫＦ 算法 （ ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ
ｃｕｂａｔｕｒｅ ｋａｌｍａｎ ｆｉｌｔｅｒ，ＱＣＣＫＦ）．利用三阶球面－相
径容积规则来近似计算系统状态的后验均值和协

方差，针对状态变量存在四元数约束的问题，采用

最小约束代价函数来修正滤波增益，推导出了

ＱＣＣＫＦ 算法的递推公式．然后通过仿真实验验证

了本文提出的 ＱＣＣＫＦ 算法的有效性和正确性．

１　 问题描述

考虑非线性系统为

ｘｋ ＝ ｆ（ｘｋ－１） ＋ ｗｋ－１，
ｚｋ ＝ ｈ（ｘｋ） ＋ ｖｋ ．

{ （１）

式中： ｘｋ 和 ｚｋ 分别为系统 ｎ维状态向量和ｍ维量

测向量；ｆ（·） 为系统方程中的非线性状态函数；
ｈ（·） 则为量测方程中的非线性量测函数；系统噪

声 ｗｋ 是高斯白噪声，其均值为零，方差为 Ｑｋ－１，而
ｖｋ 则为量测噪声，其均值为零，方差为 Ｒｋ，系统噪

声和量测噪声互不相关．
考虑状态变量中存在四元数部分，将状态变

量分为 ｘｋ ＝ ［ｑＴ
ｋ β Ｔ

ｋ ］
Ｔ，其中 ｑｋ ∈Ｒｎｑ 为四元数部

分，同时满足 ｑＴ
ｋ ｑｋ ＝ １；β ｋ ∈ Ｒｎβ 为无约束部分，

ｎｑ ＋ｎβ ＝ ｎ．定义一个代价函数：

Ｊ（ｘｋ） ＝ ρ（ｘｋ ｜ （ ｚ１，ｚ２，…，ｚｋ）） ． （２）
　 　 上式为在量测数据 ｚ１，ｚ２，…，ｚｋ 已知的情况

下状态向量 ｘｋ 的概率密度函数．针对式（１） 的状

态假设，使得 Ｊ（ｘｋ） 最大的状态向量值就是系统

（１） 的最优状态估计［２０］ ． 为解决这个问题，可以

采用一种次优的方法去近似非线性函数的均值和

方差，如无迹卡尔曼滤波（ＵＫＦ）、中心差分滤波、
ＣＫＦ 等．

但是由于状态变量 ｘｋ 中存在四元数约束

ｑＴ
ｋ ｑｋ ＝１．因此，需要对无约束条件下的滤波进行

修正，使得在有四元数约束的情况下式（２） 最大，
从而得到最优的状态估计．问题是在四元数约束

下，如何采用基于最小均方误差估计准则来修正

滤波增益， 求四元数约束下的容积卡尔曼滤波

公式．

２　 ＱＣＣＫＦ 算法

２ １　 三阶球面－相径容积规则

已知高斯分布的 ｎ维随机向量 ｘ，其均值和方

差分别为 ｘ^和 Ｐｘ，统计特性表示为 Ｎ（ｘ；ｘ^，Ｐｘ） ．设
随机向量 ｚ ＝ ｆ（ｘ） 为 ｘ的非线性函数，则通过非线

性函数 ｆ（·） 传递得到关于 ｘ，ｚ 的统计特性 ｚ^，Ｐｚ，
Ｐｘｚ 为

ｚ^ ＝ ∫ｆ（ｘ）Ｎ（ｘ；ｘ^，Ｐｘ）ｄｘ，

Ｐｚ ＝ ∫（ ｆ（ｘ） － ｚ^）（ ｆ（ｘ） － ｚ^） ＴＮ（ｘ；ｘ^，Ｐｘ）ｄｘ ＝

∫ｆ（ｘ） ｆＴ（ｘ）Ｎ（ｘ；ｘ^，Ｐｘ）ｄｘ － ｚ^ｚ^Ｔ，

Ｐｘｚ ＝ ∫（ｘ － ｘ^）（ ｆ（ｘ） － ｚ^） ＴＮ（ｘ；ｘ^，Ｐｘ）ｄｘ ＝

∫ｘｆＴ（ｘ）Ｎ（ｘ；ｘ^，Ｐｘ）ｄｘ － ｘ^ｚ^Ｔ ．

由于上面 ３ 个多元积分很难求得解析解，所
以通 常 需 要 进 行 近 似 计 算． 而 对 形 如： Ｉ ＝

∫ｇ（ｘ）Ｎ（ｘ；ｘ^，Ｐｘ）ｄｘ 的积分函数，通常无法准确

求出其积分值，只能采用一些近似的方法，本文则

采用三阶球面 － 相径容积规则对该积分值进行

近似求取．主要的求取方法就是利用状态变量 ｘ
的先验均值和方差信息，利用容积规则得到一系

列带权值的容积点，再将求得的容积点通过非线

性函数 ｆ（·） 进行传播得到相应结果，最后利用得

出的结果计算近似的积分值．
利用三阶球面 － 相径容积规则实现对 ｚ^，Ｐｚ，

Ｐｘｚ 求取过程如下：
１） 对 Ｐｘ 做乔列斯基分解

Ｐｘ ＝ ＳＳＴ ．
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　 　 ２）求取容积点 （ ｉ ＝ １，２，…，ｍ）

αｉ ＝ Ｓξ ｉ ＋ ｘ^， ξ ｉ ＝
ｍ
２

［１］ ｉ，ω ｉ ＝
１
ｍ
．

式中： ｍ 表示容积点总数，其为状态维数的 ２ 倍，
即 ｍ ＝ ２ｎ；第 ｉ个容积点用 ξ ｉ 表示，该容积点的产

生可以采用如下方式， 假设 ｅ ＝ ［１，０，…，０］ Ｔ 为单

位向量，其维数为 ｎ，符号［１］ 被采用来表示对单

位向量 ｅ 中的元素实行全排列或是将其中的元素

符号进行改变所得到的点集，该点集是完整全对

称的，符号［１］ ｉ 则被描述为点集［１］ 中的第 ｉ 个
点；ω ｉ 为对应点的权值．

３） 利用非线性函数 ｆ（·） 对容积点 αｉ 进行传

播，可得 γｉ ＝ ｆ（αｉ） ．
４） 非线性函数的后验均值 ｚ^、方差 Ｐｚ 以及与

状态间的互协方差 Ｐｘｚ 能够被计算为

ｚ^ ＝ １
ｍ∑

ｍ

ｉ ＝ １
γｉ，

Ｐｚ ＝
１
ｍ∑

ｍ

ｉ ＝ １
γｉγＴ

ｉ － ｚ^ｚ^Ｔ，

Ｐｘｚ ＝
１
ｍ∑

ｍ

ｉ ＝ １
αｉγＴ

ｉ － ｘ^ｚ^Ｔ ．

２ ２　 ＱＣＣＫＦ 算法实现

引理 １ 对于非线性系统（１），基于贝叶斯估

计的状态估计以及状态误差协方差阵为

ｘ^ｋ｜ ｋ ＝ ｘ^ｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｋｋ（ｚｋ － ｚ^ｋ｜ ｋ－１）， （３）
Ｐｋ ＝ Ｐｋ｜ ｋ－１ － Ｋｋ（Ｐｘｚ） Ｔ － ＰｘｚＫＴ

ｋ ＋ ＫｋＰｚｚＫＴ
ｋ ．
（４）

式中 Ｋｋ ∈ Ｒｎ×ｍ 为滤波状态增益阵，

ｘ^ｋ｜ ｋ－１ ＝ ∫ｆ（ｘｋ－１）Ｎ（ｘｋ－１；ｘ^ｋ－１｜ ｋ－１，Ｐｋ－１）ｄｘｋ－１， （５）

Ｐｋ｜ ｋ－１ ＝ ∫ｆ（ｘｋ－１）ｆ（ｘｋ－１）ＴＮ（ｘｋ－１；ｘ^ｋ－１｜ ｋ－１，Ｐｋ－１）ｄｘｋ－１ －

ｘ^ｋ｜ ｋ－１ ｘ^Ｔ
ｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｑｋ－１， （６）

　 　 ｚ^ｋ｜ ｋ－１ ＝ ∫ｈ（ｘｋ）Ｎ（ｘｋ；ｘ^ｋ｜ ｋ－１，Ｐｋ｜ ｋ－１）ｄｘｋ， （７）

　 Ｐｚｚ ＝ ∫ｈ（ｘｋ）ｈ（ｘｋ） ＴＮ（ｘｋ；ｘ^ｋ｜ ｋ－１，Ｐｋ｜ ｋ－１）ｄｘｋ －

ｚ^ｋ｜ ｋ－１ ｚ^Ｔｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｒｋ， （８）

　 Ｐｘｚ ＝ ∫ｘｋｈ（ｘｋ） ＴＮ（ｘｋ；ｘ^ｋ｜ ｋ－１，Ｐｋ｜ ｋ－１）ｄｘｋ －

ｘ^ｋ｜ ｋ－１ ｚ^Ｔｋ｜ ｋ－１ ． （９）
该引理的详细证明见参考文献［１］．从引理 １

可以看出，求得状态估计值以及状态误差协方差

阵需要知道滤波增益 Ｋｋ， 在传统的线性卡尔曼滤

波以及非线性滤波如 ＵＫＦ、ＣＫＦ 中，利用最小均

方误差估计可以求出 Ｋｋ ＝ ＰｘｚＰ
－１
ｚｚ ， 从而得到状态

估计，但是这都未考虑到状态变量存在约束的情

况．现将状态估计方程（３）分为四元数部分与非四

元数部分：

ｘ^ｋ｜ ｋ ＝
ｑ^ｋ

β＾ ｋ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝

ｑ^ｋ｜ ｋ－１

β＾ ｋ｜ ｋ－１

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＋

Ｋｑ

Ｋβ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｒｋ｜ ｋ－１ ．

式中 Ｋｑ ∈ Ｒｎｑ×ｍ，Ｋβ ∈ Ｒｎβ ×ｍ，ｒｋ｜ ｋ－１ ＝ ｚｋ － ｚ^ｋ｜ ｋ－１ ．由
于状态变量中的四元数部分存在归一化， 即

ｑＴ
ｋ ｑｋ ＝１，就会使得滤波增益中四元数部分 Ｋｑ 也

存在约束条件，如：
　 ｃｋ ＝ ｑ^Ｔ

ｋ ｑ^ｋ － １ ＝ （ ｑ^ｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｋｑｒｋ｜ ｋ－１） Ｔ（ ｑ^ｋ｜ ｋ－１ ＋
Ｋｑｒｋ｜ ｋ－１） － ｑ^Ｔ

ｋ｜ ｋ－１ ｑ^ｋ｜ ｋ－１ ＝ ｑ^Ｔ
ｋ｜ ｋ－１ Ｋｑｒｋ｜ ｋ－１ ＋

（ ｑ^ｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｋｑｒｋ｜ ｋ－１）
ＴＫｑｒｋ｜ ｋ－１ ＝ （２ｑ^ｋ｜ ｋ－１ ＋

Ｋｑｒｋ｜ ｋ－１） ＴＫｑｒｋ｜ ｋ－１ ＝ ０．
滤波增益 Ｋｑ 存在约束条件，会影响滤波增益

Ｋｋ 的结果．因此，由最小均方误差估计准则，定义

最小约束代价函数为

Ｊ（Ｋｋ） ＝ ｔｒ（Ｐｋ） ． （１０）
约束条件为

ｃｋ ＝ （２ｑ^ｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｋｑｒｋ｜ ｋ－１） ＴＫｑｒｋ｜ ｋ－１ ＝ ０． （１１）
　 　 为求解上述问题，给出引理 ２ 以及定理 ３．

引理 ２　 假设矩阵Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ中，Ａ与Ｄ为可

逆的方阵，则有

（Ａ ＋ ＢＤ－１Ｃ） －１ ＝ Ａ－１ － Ａ－１Ｂ（Ｄ ＋ ＣＡ－１Ｂ） －１ＣＡ－１．
　 　 该引理的证明见参考文献［２１］．

定理 ３　 假设 Ｐｘｚ ＝ ［Ｐｑ
ｘｚ 　 Ｐβ

ｘｚ］ Ｔ，其中 Ｐｑ
ｘｚ ∈

Ｒｎｑ×ｍ，Ｐβ
ｘｚ ∈ Ｒｎβ ×ｍ ．满足约束条件（１１） 以及使得

式（１０） 最小的滤波增益为

Ｋｋ ＝
Ｋｑ

Ｋβ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

　 　
（Ｐｑ

ｘｚ － λｋ ｑ^ｋ｜ ｋ－１ｒＴｋ｜ ｋ－１）（Ｐｚｚ ＋ λｋｒｋ｜ ｋ－１ｒＴｋ｜ ｋ－１）
－１

Ｐβ
ｘｚ Ｐ

－１
ｚｚ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
．

式中：

λｋ ＝ －
１
ａ
［１ － １ ＋ ＭＴ

ｋ Ｎｋ ］，

ａ ＝ ｒＴｋ｜ ｋ－１ Ｐ
－１
ｚｚ ｒｋ｜ ｋ－１，

Ｍｋ ＝ ２ｑ^ｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｎｋ，
Ｎｋ ＝ Ｐｑ

ｘｚ Ｐ
－１
ｚｚ ｒｋ｜ ｋ－１ ．

　 　 证　 明

Ｐｋ ＝ Ｐｋ｜ ｋ－１ － Ｋｋ（Ｐｘｚ） Ｔ － ＰｘｚＫＴ
ｋ ＋ ＫｋＰｚｚＫＴ

ｋ ＝

Ｐｋ｜ ｋ－１ －
Ｋｑ

Ｋβ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（Ｐｑ
ｘｚ） Ｔ （Ｐβ

ｘｚ） Ｔ[ ] －

Ｐｑ
ｘｚ

Ｐβ
ｘｚ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ＫＴ
ｑ ＫＴ

β[ ] ＋
Ｋｑ

Ｋβ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｐｚｚ ＫＴ

ｑ ＫＴ
β[ ] ＝

Ｐｋ｜ ｋ－１ ＋
Ａ１ Ａ２

Ａ３ Ａ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

·２４· 哈　 尔　 滨　 工　 业　 大　 学　 学　 报　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 ４６ 卷　



式中：
　 Ａ１ ＝ ＫｑＰｚｚＫＴ

ｑ － Ｋｑ（Ｐｑ
ｘｚ） Ｔ － Ｐｑ

ｘｚ ＫＴ
ｑ ，

Ａ２ ＝ ＫｑＰｚｚＫＴ
β － Ｋｑ（Ｐβ

ｘｚ） Ｔ － Ｐｑ
ｘｚ ＫＴ

β，
Ａ３ ＝ ＫβＰｚｚＫＴ

ｑ － Ｋβ（Ｐｑ
ｘｚ） Ｔ － Ｐβ

ｘｚ ＫＴ
ｑ ，

Ａ４ ＝ ＫβＰｚｚＫＴ
β － Ｋβ（Ｐβ

ｘｚ） Ｔ － Ｐβ
ｘｚ ＫＴ

β ．
　 　 构造拉格朗日代价函数：
　 Ｌ（Ｋｋ） ＝ Ｊ（Ｋｋ） ＋ λ ｋｃｋ ＝ ｔｒ（Ｐｋ） ＋ λ ｋｃｋ

＝ ｔｒ（Ｐｋ｜ ｋ－１） ＋ ｔｒ（Ａ１ ＋ Ａ４） ＋ λ ｋｃｋ ．
式中 λ ｋ 为拉格朗日乘子，为使上式最小，对其求

导可得

　
∂Ｌ（Ｋｋ）
∂Ｋｑ

＝ ２ＫｑＰｚｚ － ２Ｐｑ
ｘｚ ＋ ２λ ｋＫｑｒｋ｜ ｋ－１ｒＴｋ｜ ｋ－１ ＋

２λ ｋ ｑ^ｋ｜ ｋ－１ｒＴｋ｜ ｋ－１ ＝ ０ｎｑ×ｍ， （１２）

　 　
∂Ｌ（Ｋｋ）
∂Ｋβ

＝ ２ＫβＰｚｚ － ２Ｐβ
ｘｚ ＝ ０ｎβ ×ｍ， （１３）

　 　 　 　 　
∂Ｌ（Ｋｋ）
∂λ ｋ

＝ ｃｋ ＝ ０． （１４）

由式（１２）、（１３）可得

Ｋｑ ＝ （Ｐｑ
ｘｚ － λｋｑ^ｋ｜ ｋ－１ｒＴｋ｜ ｋ－１）（Ｐｚｚ ＋ λｋｒｋ｜ ｋ－１ｒＴｋ｜ ｋ－１）

－１，
（１５）

Ｋβ ＝ Ｐβ
ｘｚ Ｐ

－１
ｚｚ ． （１６）

　 　 为了求出 λ ｋ， 利用引理 ２，将式（１５）变形为

Ｋｑｒｋ｜ｋ－１ ＝ （Ｐ ｑ
ｘｚ －λｋｑ^ ｋ｜ｋ－１ｒＴｋ｜ｋ－１）（Ｐｚｚ ＋λｋｒｋ｜ｋ－１ｒＴｋ｜ｋ－１）

－１ｒｋ｜ｋ－１ ＝

　 （Ｐｑ
ｘｚ －λｋｑ^ｋ｜ｋ－１ｒＴｋ｜ｋ－１） Ｐ－１

ｚｚ －
λｋＰ

－１
ｚｚ ｒｋ｜ｋ－１ｒＴｋ｜ｋ－１ Ｐ

－１
ｚｚ

１ ＋λｋｒＴｋ｜ｋ－１ Ｐ
－１
ｚｚ ｒｋ｜ｋ－１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｒｋ｜ｋ－１ ＝

　 （Ｐ ｑ
ｘｚ －λｋｑ^ｋ｜ｋ－１ｒＴｋ｜ｋ－１）Ｐ

－１
ｚｚ ｒｋ｜ｋ－１ １ －

λｋｒＴｋ｜ｋ－１ Ｐ
－１
ｚｚ ｒｋ｜ｋ－１

１ ＋λｋｒＴｋ｜ｋ－１ Ｐ
－１
ｚｚ ｒｋ｜ｋ－１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

　
（Ｐ ｑ

ｘｚ －λｋｑ^ ｋ｜ｋ－１ｒＴｋ｜ｋ－１）Ｐ
－１
ｚｚ ｒｋ｜ｋ－１

１ ＋λｋｒＴｋ｜ｋ－１ Ｐ
－１
ｚｚ ｒｋ｜ｋ－１

． （１７）

将式（１７）代入到式（１４）中得

　 λ ２
ｋ（ｒＴｋ｜ ｋ－１ Ｐ

－１
ｚｚ ｒｋ｜ ｋ－１） ２ ＋ ２λ ｋｒＴｋ｜ ｋ－１ Ｐ

－１
ｚｚ ｒｋ｜ ｋ－１ －

　 　 （２ｑ^ｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｐｑ
ｘｚ Ｐ

－１
ｚｚ ｒｋ｜ ｋ－１） ＴＰｑ

ｘｚ Ｐ
－１
ｚｚ ｒｋ｜ ｋ－１ ＝ ０．

令 ａ ＝ ｒＴｋ｜ ｋ－１ Ｐ
－１
ｚｚ ｒｋ｜ ｋ－１，Ｎｋ ＝ Ｐｑ

ｘｚ Ｐ
－１
ｚｚ ｒｋ｜ ｋ－１，

Ｍｋ ＝ ２ｑ^ｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｎｋ，上式可变为

λ２
ｋａ２ ＋ ２λｋａ － ＭＴ

ｋ Ｎｋ ＝ ０．
　 　 求解可以得出

λｋ ＝ －
１
ａ
［１ ± １ ＋ ＭＴ

ｋ Ｎｋ ］ ．

　 　 针对上述符号的选取， 考虑到滤波的稳定性

以及（Ｐｚｚ ＋ λ ｋｒｋ｜ ｋ－１ｒＴｋ｜ ｋ－１） 的可逆性，λ ｋ 取一个正

数，即上述公式中取负号：

λｋ ＝ －
１
ａ
［１ － １ ＋ ＭＴ

ｋ Ｎｋ ］ ．

　 　 利用定理 ３ 求得的滤波增益 Ｋｋ 带入到式（３）
和式（４）中，从而得到在四元数约束条件下的基

于贝叶斯估计的状态估计及状态误差协方差阵．
对于式（５） ～ （９）的积分，采用三阶球面－相

径容积规则求取近似解，同时根据上述的两个定

理，得到四元数约束下的 ＣＫＦ 滤波公式．滤波递

推公式如下：
１） 已知 ｋ － １ 时刻状态 ｘｋ－１ 的统计特性为

Ｎ（ｘｋ－１；ｘ^ｋ－１｜ ｋ－１，Ｐｋ－１），求取容积点为

αｉ，ｋ－１ ＝ Ｓｋ－１ξｉ ＋ ｘ^ｋ－１｜ ｋ－１ ．
式中 Ｐｋ－１ ＝ Ｓｋ－１ＳＴ

ｋ－１ ．
２） 容积点 αｉ，ｋ－１ 进过非线性函数 ｆ（·） 传递

得

γｉ，ｋ｜ ｋ－１ ＝ ｆ（αｉ，ｋ－１） ．
　 　 ３） 一步预测 ｘ^ｋ｜ ｋ－１ 和预测方差 Ｐｋ｜ ｋ－１ 为

ｘ^ｋ｜ ｋ－１ ＝ １
ｍ∑

ｍ

ｉ ＝ １
γｉ，ｋ｜ ｋ－１，

　 Ｐｋ｜ ｋ－１ ＝
１
ｍ∑

ｍ

ｉ ＝ １
γｉ，ｋ｜ ｋ－１γＴ

ｉ，ｋ｜ ｋ－１ － ｘ^ｋ｜ ｋ－１ｘ^Ｔ
ｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｑｋ－１．

　 　 由于 ｘ^ｋ｜ ｋ－１ ＝ ｑ^ｋ｜ ｋ－１ β＾ ｋ｜ ｋ－１[ ]
Ｔ
中，四元数部

分 ｑ^ｋ｜ ｋ－１ 要保证归一化，上述计算有可能使得其不

满足，因此令 ｑ^ｋ｜ ｋ－１ ＝ ｑ^ｋ｜ ｋ－１ ／‖ｑ^ｋ｜ ｋ－１‖２ 来保证四

元数归一化．
４） 根据状态 ｘｋ 的一步预测统计特性 Ｎ（ｘｋ；

ｘ^ｋ｜ ｋ－１，Ｐｋ｜ ｋ－１），求取相应的容积点为

αｉ，ｋ｜ ｋ－１ ＝ Ｓｋ｜ ｋ－１ξｉ ＋ ｘ^ｋ｜ ｋ－１ ．
式中 Ｐｋ｜ ｋ－１ ＝ Ｓｋ｜ ｋ－１ＳＴ

ｋ｜ ｋ－１ ．
５）量测更新，经过非线性函数 ｈ（·） 传递得

γｉ，ｋ ＝ ｈ（αｉ，ｋ｜ ｋ－１） ．
６） 量测预测值 ｚ^ｋ｜ ｋ－１ 及其方差 Ｐｚｚ，以及互协

方差阵 Ｐｘｚ 为

ｚ^ｋ｜ ｋ－１ ＝ １
ｍ∑

ｍ

ｉ ＝ １
γｉ，ｋ， （１８）

Ｐｚｚ ＝
１
ｍ∑

ｍ

ｉ ＝ １
γｉ，ｋγＴ

ｉ，ｋ － ｚ^ｋ｜ ｋ－１ ｚ^Ｔｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｒｋ， （１９）

Ｐｘｚ ＝
１
ｍ∑

ｍ

ｉ ＝ １
αｉ，ｋ｜ ｋ－１γＴ

ｉ，ｋ － ｘ^ｋ｜ ｋ－１ ｚ^Ｔｋ｜ ｋ－１ ． （２０）

　 　 ７）根据式（１８） ～ （２０），利用定理 ３ 求得滤波

增益 Ｋｋ，然后代入到引理 １ 的式（３） 和式（４） 中

求出状态估计 ｘ^ｋ｜ ｋ 和状态误差协方差阵 Ｐｋ ．

３　 姿态估计模型

３ １　 陀螺量测模型

若飞行器的质心本体坐标系与陀螺测量坐标

系相重合，则陀螺模型可以表示为

ω（ ｔ） ＝ ω（ ｔ） ＋ β（ ｔ） ＋ ηｖ（ ｔ），

β·（ ｔ） ＝ ηｕ（ ｔ） ．
{ （２１）
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式中： ω（ ｔ） 为陀螺的实际测量值；β（ ｔ） 为陀螺漂

移值；η ｖ（ ｔ） 和 η ｕ（ ｔ） 均为零均值高斯白噪声，均
方差分别为 σ ２

ｖ 与 σ ２
ｕ，且互不相关．

３ ２　 系统状态方程

四元数乘法有不同的定义准则，本文采用文

献［１４］的四元数乘法定义准则，则飞行器姿态运

动学方程可表示为

ｑ̇ ＝ １
２

ω
０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ⊗ ｑ ＝ １

２
Ω（ω）·ｑ． （２２）

式中：ｑ ＝ ｑ１ ｑ２ ｑ３ ｑ４[ ] ＝ ρ Ｔ ｑ４[ ] 为姿态四

元数；ρ 为四元数中的矢量部分；［ω ×］ 定义为反

对称矩阵，其由向量 ω 的分量构成．

Ω（ω） ＝
－ ［ω ×］ ω
－ ωＴ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

［ω ×］ ＝
０ － ω３ 　 ω２

　 ω３ 　 ０ － ω１

－ ω２ 　 ω１ 　 ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

．

　 　 由四元数表示的载体姿态矩阵为

Ａ（ｑ） ＝ （ｑ２
４ － ρＴρ）Ｉ３×３ ＋ ２ρρＴ － ２ｑ４［ρ ×］ ．

将姿态四元数 ｑ（ ｔ） 与陀螺漂移 β（ ｔ） 组成状态向

量，ｘ（ ｔ） ＝ ［ｑ（ ｔ） Ｔ 　 β（ ｔ） Ｔ］ Ｔ，建立四元数的非线

性状态方程为

ｘ̇（ ｔ） ＝ ［ ｑ̇（ ｔ） Ｔ，β̇（ ｔ） Ｔ］ Ｔ ＝
１
２
Ω（ω（ ｔ））·ｑ（ ｔ）

η ｕ（ ｔ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝

　 　
１
２
Ω（ω（ ｔ） － β（ ｔ） － η ｖ（ ｔ））·ｑ（ ｔ）

η ｕ（ ｔ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝

　 　
１
２
Ω（ω（ ｔ） － β（ ｔ））ｑ（ ｔ）

０３×１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＋

　 　
－ １

２
Ξ（ｑ（ ｔ））η ｖ（ ｔ）

η ｕ（ ｔ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝

　 　 ｆｄ（ｘ（ ｔ），ω（ ｔ）） ＋ ｗ（ ｔ） ． （２３）
式中

Ξ（ｑ） ＝
ｑ４Ｉ３×３ ＋ ［ρ ×］

－ ρＴ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

将式（２３）进行离散化，可得

ｘｋ＋１ ＝ ［ｑＴ
ｋ＋１，βＴ

ｋ＋１］Ｔ ＝
ｃｏｓ

‖ωｋ － βｋ ‖Δｔ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ４×４ ＋ ｓｉｎ

‖ωｋ － βｋ ‖Δｔ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷
Ω（ωｋ － βｋ）
‖ωｋ － βｋ ‖

ｑｋ

βｋ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＋ ｗｋ ＝ ｆ（ｘｋ，ωｋ） ＋ ｗｋ．

式中： ｑｋ 为 ｋ时刻的姿态四元数；ωｋ 为 ｋ时刻的陀

螺量测输出值；β ｋ 为 ｋ时刻的陀螺漂移值；Δｔ为采

样周期；ｗｋ 为零均值的高斯白噪声序列， 其方差

根据文献［９］为

Ｐｗｋ
＝

σ２
ｖ
１
４
（ｔｒａｃｅ（ ｑ^ｋ ｑ^Ｔ

ｋ ＋ Ｐｑｋ）Ｉ４×４ － （ ｑ^ｋ ｑ^Ｔ
ｋ ＋ Ｐｑｋ） ０４×３

０３×４ σ２
ｕ Ｉ３×３

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Δｔ．

式中：ｔｒａｃｅ（·） 为求矩阵迹的运算；ｑ^ｋ和Ｐｑｋ 为 ｋ时
刻的四元数估计及方差．
３ ３　 系统量测方程

星敏感器的测量模型为

ｚｉｋ ＝ Ａ（ｑ（ ｔｋ））ｒ
→ｉ ＋ ｖｉ

ｋ ．
式中： ｚｉｋ 为星敏感器的输出； Ａ（ｑ（ ｔｋ）） 为在 ｔｋ 时

刻真实的姿态矩阵；ｒ
→ｉ 为星敏感器的参考向量；ｖｉ

ｋ

为零均值的高斯白噪声；ｉ为取不同参考矢量所对

应的数字；为获得姿态信息，至少需要 ２ 个不平行

参考矢量的观测值，则非线性量测模型为

Ｚｋ ＝
ｚ１ｋ
ｚ２ｋ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝

Ａ（ｑ（ ｔｋ））ｒ
→１

Ａ（ｑ（ ｔｋ））ｒ
→２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＋

ｖ１
ｋ

ｖ２
ｋ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝ ｈ（ｘｋ） ＋ ｖｋ ．

式中： Ｚｋ 为扩维的量测向量；ｈ（ｘｋ） 为与状态有

关的非线性函数； ｖｋ 为零均值的高斯白噪声，其
方差为 σ ２

ｓ Ｉ６×６ ．

４　 仿真实验及分析

本文的姿态估计仿真平台是由捷联惯导和星

敏感器组成，其主要模块有轨迹发生器模块、ＳＩＮＳ
模块、星敏感器模块以及滤波模块．仿真实验中的

初始参数按如下条件设置：假设飞行器在地球表面

上的初始地理位置为东经 １２６°，北纬 ４５°，飞行初

始高度为 ０，初始航向角度为 ９０°，初始速度为 ０，仿
真实 验 时 间 设 为 ６００ ｓ，陀 螺 量 测 噪 声 设 为

σ ｖ ＝ ０ ０５ （°） ／ ｈ， 陀 螺 漂 移 噪 声 设 为 σｕ ＝

０ ００３ （°） ／ ｈ ；星敏感器的测量噪声标准差为

σ ｓ ＝ １５″，其输出频率为 ２ Ｈｚ；陀螺漂移的初始值

设为 β ＝ ［１ １ １］Ｔ（°） ／ ｈ，姿态角的初始时刻误

差设为［０ ５ ０ ５ １５］Ｔ（°）． 同时，假设滤波模块中

姿态角与陀螺漂移的初始估计值均为零，与之对应的

初始方差阵分别设为 （０ ２°）２Ｉ３×３ 和（１ ２（°） ／ ｈ）２Ｉ３×３．
为说明本文算法的有效性，将本文提出的
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ＱＣＣＫＦ 算法与传统 ＣＫＦ 算法以及文献［１５］提出的

ＵＳＱＵＥ 算法进行仿真对比与分析．首先，由轨迹

发生器模块模拟出一条飞行器的飞行轨迹，如图

１ 所示，滑跑、加速、爬高、转弯等是飞行器的主要

飞行动作，然后利用 ＳＩＮＳ 模块以及星敏感器模块

产生飞行轨迹相应的仿真测量信号，再通过滤波

模块进行姿态估计．图 ２～４ 为仿真结果．
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图 １　 载体运动轨迹
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图 ２　 横滚角姿态误差
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图 ４　 偏航角姿态误差

　 　 从图中可以看出，ＱＣＣＫＦ 算法估计精度明显

优于常规 ＣＫＦ 以及 ＵＳＱＵＥ 算法．这是由于状态

变量存在四元数约束条件，导致滤波增益也存在

约束，从而影响常规 ＣＫＦ 的估计效果，而 ＵＳＱＵＥ
算法虽然将四元数与三维的修正罗德里格参数进

行来回切换，避开了四元数存在归一化约束的问

题，但它是以 ＵＫＦ 算法为基础．
　 　 表 １ 显示的是通过 １００ 次的蒙特卡罗仿真，
３ 种滤波算法的性能对比，可以看出 ＱＣＣＫＦ 整体

性能均优于 ＣＫＦ 和 ＵＳＱＵＥ 算法，同时满足四元

数约束条件．ＱＣＣＫＦ 算法相比较 ＵＳＱＵＥ 算法一

次迭代时间减少约二分之一，虽然 ＱＣＣＫＦ 算法

状态维数为 ｎ ＝ ７，其采样点为 １４ 个，ＵＳＱＵＥ 算法

采用的是三维的误差四元素，其状态维数为 ｎ ＝
６，则其采样点为 １３ 个，因此从采样点数目来看

ＱＣＣＫＦ 算法的运算效率略有下降，但是由于

ＵＳＱＵＥ 算法频繁地在四元数与三维的修正罗德

里格斯参数之间进行切换，对姿态估计系统的实

时性造成了严重影响．
表 １　 三种滤波算法性能对比

滤波

算法

横滚角

误差

δγ ／ （ ″）

俯仰角

误差

δθ ／ （ ″）

偏航角

误差

δϕ ／ （ ″）

迭代

时间

ｔ ／ ｍｓ

约束

条件

ＣＫＦ ８ ３４ ８ ５６ ９ ５２ ４ １２５ 不满足

ＵＳＱＵＥ ５ １５ ５ ５４ ６ ３９ ９ ２３１ 满足

ＱＣＣＫＦ ４ ２３ ４ ３５ ５ ４８ ４ ６３６ 满足

５　 结　 语

常规 ＣＫＦ 算法未考虑状态变量存在状态约

束的情况，这样就限制了常规 ＣＫＦ 的应用．针对

其在状态约束下存在滤波精度差的问题，将四元

数约束与常规 ＣＫＦ 相结合，提出了一种四元数约

束下的 ＣＫＦ 算法．该算法基于贝叶斯估计理论，
采用三阶球面－相径容积规则来近似计算系统状

态的后验均值和协方差，并将四元数约束转化为

增益约束，利用最小约束代价函数来修正滤波增

益，从而得到了四元数约束下的 ＣＫＦ 滤波公式．
仿真结果表明，相比于 ＣＫＦ 和 ＵＳＱＵＥ 算法，该算

法具有更好的估计性能和更高的估计精度．
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