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三维各向异性功能梯度材料的有限体积法
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摘　 要： 为了研究三维各向异性功能梯度材料的线弹性问题，发展一种弹性结构的有限体积方法，该方法采用四面体网

格，对不规则形状问题的适用性强．空间上采用交错非结构有限体积法进行离散，位移、速度、加速度定义在节点上，应
力、材料属性定义在单元中心上且在单元内均匀分布，时间上采用欧拉格式进行离散．数值结果表明， 本方法计算结果与

其他数值方法结果吻合良好，计算速度快且内存消耗少，可以有效模拟三维各向异性功能梯度材料的弹性问题．
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　 　 功能梯度材料（ＦＧＭ）一般是由两种或两种以

上材料复合而成，各组分材料的体积分数在空间位

置上是连续变化的，其宏观材料特性表现出梯度

（逐渐变化）的性质［１］ ．ＦＧＭ 拥有高强度、耐热性、
耐磨性等优势，文献［２－３］对 ＦＧＭ 的发展进行了

详细介绍．由于实际工程的需要，ＦＧＭ 可能是各向

同性的也有可能是各向异性的．２０００ 年以后，国内

外学者围绕各向异性 ＦＧＭ 的力学问题开展了相关

研究．常用计算方法有解析法与数值法．李翔宇［４］

给出了轴对称的横观各向同性 ＦＧＭ 圆板和环板的

静力学问题解析解，黄德进等［５－６］推导出各向异性

ＦＧＭ 平面梁的弹性静力学解析解；虽然解析法能

够给出精确解，并且能够灵活分析规律性的内在联

系，但难以处理工程上的复杂结构问题，因此在工

程实际中经常采用数值法．
目前，有限元法（ＦＥＭ）是计算力学领域发展

最成熟、应用最广泛的数值方法，近年来发展较为

缓慢，与此同时，学者们仍然不停地发展新的数值

方法．边界元法（ＢＥＭ）曾在各向同性线弹性问题

中获得了成功，因此有学者试图将 ＢＥＭ 应用于各

向异性、非均匀材料的线弹性问题． ＢＥＭ 需要求



解格林函数，而材料的各向异性会使弹性矩阵中

的系数增加，导致构造格林函数变得更加复杂，而
且材料的非均性更会加剧这一问题．Ａｌｂｕｑｕｅｒｑｕｅ
等［７］将 ＢＥＭ 应用于二维各向异性材料的动力学

问题，Ｃｒｉａｄｏ 等［８－９］导出指数形式的 ＦＧＭ 线弹性

体的格林函数，并基于 ＢＥＭ 求解指数形式 ＦＧＭ
的各向同性线弹性问题．然而到目前为止，尚未看

到有学者将 ＢＥＭ 应用于各向异性 ＦＧＭ 的线弹性

问题．此外，无网格法由于良好的适应性及避免划

分网格等优势得到了广泛关注，Ｓｌａｄｅｋ 等［１０－１１］ 将

无网格伽辽金法（ＭＬＰＧ）应用于求解二维、三维

各向异性 ＦＧＭ 的线弹性问题，然而，ＭＬＰＧ 法对

于复杂工程问题也存在计算量大、效率低等缺点．
另一方面，在流体动力学（ＣＦＤ）领域内十分

流行的有限体积法（ＦＶＭ），也逐渐被应用于结构

问题的求解，这么做的最终目标是采用统一方法

求解多物理场（如流固耦合）问题，避免混合方法

带来的一系列问题（如收敛困难） ［１２－１３］ ．一般认为

ＦＥＭ 对传统的结构自伴问题具有更高的精度，然
而对于偏微分方程二者精度区别并不大［１３］，而且

在许多应用中二者是等价的［１４］ ．事实上结构与流

体控制方程相同，不同的只是本构方程［１５］ ． ＦＶＭ
已被成功应用于结构问题，Ｗｈｅｅｌ［１６－１７］ 在分析应

力集中问题时，基于相同网格类型 ＦＶＭ 获得结果

的精度比 ＦＥＭ 高，并且基于 ＦＶＭ 解决了 ＦＥＭ 难

以解决的弹性力学中的“闭锁”现象；Ｆａｌｌａｈ［１８］、
Ｄｅｍｉｒｄžｉｃ′等［１９］ 也将 ＦＶＭ 应用于求解结构问题，
但到目前，尚未看到将 ＦＶＭ 应用于各向异性

ＦＧＭ 线弹性问题的报道．本文采用非结构有限体

积法研究正交各向异性立方体结构的静态特性，
将计算结果与其他数值方法结果对比，验证本文

方法的正确性；模拟横观各向同性 ＦＧＭ 转盘结构

从启动到稳定过程中的动态特性，研究密度、弹性

模量沿径向变化对其力学性能的影响．

１　 数学模型

１ １　 控制方程

各向异性线弹性体的平衡方程［２０］可表示为

ρｕ̈ ＝ ∇·σ ＋ Ｆ． （１）
式中：ρ 为介质密度；ｕ̈ ＝ （ ｕ̈ｘ，ｕ̈ｙ，ｕ̈ｚ） 为加速度矢

量；σ 为应力张量； Ｆ 为体积力．
各向异性线弹性体的本构方程［２１］ 的张量形

式可表示为

σｉｊ ＝ Ｃｉｊｋｌεｋｌ ． （２）
式中：Ｃｉｊｋｌ 为弹性张量，共 ８１ 个分量；εｋｌ 为应变张

量．式（２） 的矩阵形式为

σ ＝ Ｄε．
式中： Ｄ 为弹性矩阵；ε 为应变向量．

正交各向异性材料的弹性矩阵为

Ｄ ＝

ｃ１１ ｃ１２ ｃ１３ ０ ０ ０
ｃ１２ ｃ２２ ｃ２３ ０ ０ ０
ｃ１３ ｃ２３ ｃ３３ ０ ０ ０
０ ０ ０ ｃ４４ ０ ０
０ ０ ０ ０ ｃ５５ ０
０ ０ ０ ０ ０ ｃ６６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （３）

弹性轴与 ｚ 轴一致的横观各向同性材料弹性

矩阵 Ｄ 可表示为

Ｄ ＝

ｃ１１ ｃ１２ ｃ１３ ０ ０ ０
ｃ１２ ｃ２２ ｃ１３ ０ ０ ０
ｃ１３ ｃ１３ ｃ３３ ０ ０ ０

０ ０ ０
ｃ１１ － ｃ１２

２
０ ０

０ ０ ０ ０ ｃ５５ ０
０ ０ ０ ０ ０ ｃ５５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

．

　 　 边界条件可表示为

ｕ ＝ ｕ，在 Γｄ 上；
Ｔσ ＝ ｔ，在 Γ ｔ 上．

式中：Γｄ 为给定位移 ｕ 的边界； Γ ｔ 为给定牵引力

ｔ 的边界． Ｔ 可表示为

Ｔ ＝
ｎｘ ０ ０ ｎｙ ０ ｎｚ

０ ｎｙ ０ ｎｘ ｎｚ ０
０ ０ ｎｚ ０ ｎｙ ｎｘ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

．

式中 ｎ ＝ （ｎｘ， ｎｙ， ｎｚ） 为边界的单位外法线矢量．
１ ２　 数值离散

三维计算域采用四面体网格划分，如图 １ 所

示为任意的四面体网格单元 Ｃ１２３４，Ｏ 为 Ｃ１２３４ 的重

心，Ｅ１２、Ｅ１３、Ｅ１４ 分别为边 １２、１３、１４ 的中点，Ｏ２、
Ｏ３、Ｏ４ 分别为 １３４、１２４、１２３ 的中点，空间多边形

Ｅ１２Ｏ４ＯＯ３、Ｅ１３Ｏ２ＯＯ４、Ｅ１４Ｏ３ＯＯ２ 为围绕节点 １ 的

控制体积在 Ｃ１２３４ 中的边界，在围绕节点 １ 的控制

体上对式（１） 进行体积分可得

∫
Ω
ρｕ̈ｄΩ ＝ ∫

Ω
∇·σｄΩ ＋ ∫

Ω
ＦｄΩ． （４）

　 　 加速度 ｕ̈、速度 ｕ·、位移 ｕ 均定义在节点 １、２、
３、４ 上，并且认为其在控制体积内是均匀的，因

此，式（４） 的左端可表示为

∫
Ω
ρｕ̈ｄΩ ＝ ρｕ̈Ｖ．

式中：Ｖ为控制体的体积，Ｖ ＝∑
Ｎ

ｉ ＝ １

Ｖｉ

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ； Ｖｉ 为节点

１ 周围的第 ｉ个四面体单元的体积； Ｎ为节点 １ 周

·６９· 哈　 尔　 滨　 工　 业　 大　 学　 学　 报　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 ４６ 卷　



围四面体单元数目．
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图 １　 三维非结构网格

　 　 应力与材料属性均定义在单元中心上， 并且

认为其在单元 Ｃ１２３４ 内部是均匀的，对式（４） 的右

端第 １ 项应用高斯定理可得

∫
Ｖ
∇·σｄＶ ＝ ∮

ｓ
σ·ｎｄＡ ＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
σｉ·Ａｉ ．

式中： 四面体单元 １２３４ 对节点 １ 的贡献可以表示

为 σ１ · Ａ１， 其 中 Ａ１ 为 空 间 多 边 形

Ｅ１２Ｏ４Ｅ１３Ｏ２Ｅ１４Ｏ３Ｅ１２（由 ３ 个四边形组成） 的面积

矢量．因此有

Ａ１ ＝ ａ１ ｉ ＋ ｂ１ ｊ ＋ ｃ１ｋ．
　 　 对四面体单元 Ｃ１２３４ 的其他节点 ２， ３， ４，同理

可得

Ａｉ ＝ ａｉ ｉ ＋ ｂｉ ｊ ＋ ｃｉｋ， ｉ ＝ ２，３，４．
　 　 每个单元内的应力可由应变通过式（３）求

得， 在任意单元 Ｃ１２３４ 中，应变为［２２］

∂φ ／ ∂ｘ ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
ａｉφｉ( ) ／ Ｖｃ， （５）

∂φ
∂ｙ

＝
∑

４

ｉ ＝ １
ｂｉφｉ( )

Ｖｃ
， （６）

∂φ
∂ｚ

＝
∑

４

ｉ ＝ １
ｃｉφｉ( )

Ｖｃ
． （７）

式中： φ 为 ｕｘ、ｕｙ、 ｕｚ； ａ１ ＝ １
６

１ ｙ２ ｚ２
１ ｙ３ ｚ３
１ ｙ４ ｚ４

； ｂ１ ＝

１
６

ｘ２ １ ｚ２
ｘ３ １ ｚ３
ｘ４ １ ｚ４

； ｃ１ ＝ １
６

ｘ２ ｙ２ １
ｘ３ ｙ３ １
ｘ４ ｙ４ １

；（ｘ２，ｙ２，ｚ２）、

（ｘ３，ｙ３，ｚ３）、 （ｘ４，ｙ４，ｚ４） 分别为节点 ２、３、４的空间

坐标；Ｖｃ 为四面体 Ｃ１２３４ 的体积．式（５） ～ （７） 不仅

可以用来计算 Ａｉ，而且其相当于得到应变向量 ε，
可以利用式（３） 计算单元内的应力，因此可以将

ａｉ、ｂｉ、ｃｉ 一次计算并储存起来，这样不仅使用起来

方便，而且能够减少计算量、提高计算速度．
若考虑动力学问题，则加速度 ｕ̈ 可得

ρＳ ｕ̈∑
Ｎ

ｉ ＝ １

１
４
Ｖｉ ＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
σｉ·Ａｉ ＋ Ｆ∑

Ｎ

ｉ ＝ １

１
４
Ｖｉ ． （８）

由式（８）求得加速度后， 速度 ｕ̇ 与位移 ｕ 可得

ｕ̇ｔ ＋Δｔ ／ ２ ＝ ｕ̇ｔ －Δｔ ／ ２ ＋ ｕ̈ｔ·Δｔ，
ｕｔ ＋Δｔ ＝ ｕｔ ＋ ｕ̇ｔ ＋Δｔ ／ ２·Δｔ．

式中初始位移、 加速度以及 ｕ̇ －Δｔ ／ ２均为 ０．
若考虑力边界 Γ ｔ，则式（８） 可写为

ρＳ ｕ̈∑
Ｎ

ｉ ＝ １

１
４
Ｖｉ ＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
σｉ·Ａｉ ＋ Ｆ∑

Ｎ

ｉ ＝ １

１
４
Ｖｉ ＋ ∮

Γｔ

ｔｄΓ．

　 　 对于位移边界 Γｄ 可将边界节点的位移直接

等于给定位移 ｕ，对于固支边界则有 ｕ ＝ ０．
若考虑静力学问题，则式（８）的左端为 ０．将

式（８）整理为以位移为求解变量的线性方程组，
可以直接求解或迭代求解，这里采用 ＩＮＴＥＬ ＩＭＳＬ
的 ＬＳＡＲＧ 求解器直接求解．

由于本文计算得到的应力均位于单元上，若
想知道某一节点（如图 １ 的节点 １）上的应力，可
由下式获得

σ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １

σｉＶｉ

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ／ Ｖ．

２　 数值应用

２ １　 立方体结构

静态分析如图 ２ 所示，正交各向异性 ＦＧＭ、
边长为 １０ ｍ 的立方体结构，来验证本文方法的正

确性．边界条件为： ｘ ＝ ０ ｍ、 ｙ ＝ ０ ｍ 与 ｚ ＝ ０ ｍ 平

面均为法向简支， ｚ ＝ １０ ｍ 平面受到法向均布拉

力 σ ＝ １ Ｎ ／ ｍ２，其他各面自由．立方体为正交各向

异性 ＦＧＭ 材料，材料对应的弹性矩阵中元素为：
ｃ１１ ＝ ２３６ ４ × １０２ ＭＰａ， ｃ１２ ＝ ６３ ６４ ＭＰａ， ｃ１３ ＝
１８．１８ ＭＰａ； ｃ２２ ＝ １１９． ７ ＭＰａ， ｃ２３ ＝ １５． １５ ＭＰａ；
ｃ３３ ＝ ４２．４２×（１＋ ｚ ／ １０） ＭＰａ； ｃ４４ ＝ ８０ ＭＰａ； ｃ５５ ＝
ｃ６６ ＝ １６ ＭＰａ．计算域采用四面体网格划分，表 １
给出本文采用的 ４ 种网格的相关信息．图 ３ 为 ＡＢ
边上的位移 ｕｘ 与 ｕｙ， ＦＶＭ、ＦＥＭ 结果由本文方

法、ＡＮＳＹＳ １２ ０ 采用相同网格 Ｇｒｉｄ ４ 得到，可以

看出本文 ＦＶＭ 结果与 ＦＥＭ 及文献 ［ １１］ 中的

ＭＬＰＧ 结果吻合良好．以 Ｇｒｉｄ ４ 的计算结果作为

参考，将基于 ４ 种网格所得的边 ＡＢ 上的节点位

移 ｕｙ 列于表 ２，可以看出随着网格数的增加，
Ｇｒｉｄ３、Ｇｒｉｄ４ 的计算结果基本吻合；采用相同网格

时，从表 ２ 可以看出 ＦＶＭ 与 ＦＥＭ 的计算结果几

乎完全一致．
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图 ２　 边长为 １０ ｍ 的立方体

表 １　 计算网格信息

网格信息 网格数 节点数

Ｇｒｉｄ １
Ｇｒｉｄ ２
Ｇｒｉｄ ３
Ｇｒｉｄ ４

８６
８０２
７ ５４８
１１ ６９６

３９
２３９
１ ６２９
２ ６４４

ux_FVM
uy_FVM

FEM
MLPG

-0.004

-0.008

-0.012

-0.016

-0.020

-0.024
0 2 4 6 8 10

z/m

位
移
/μ
m

图 ３　 边 ＡＢ 上的位移

表 ２　 不同网格时位移 ｕｙ 计算结果对比 （１０－８ｍ）

ｚ ／ ｍ
Ｇｒｉｄ ４

ＦＶＭ ＦＥＭ

Ｇｒｉｄ ３

ＦＶＭ ＦＥＭ

Ｇｒｉｄ ２

ＦＶＭ ＦＥＭ

Ｇｒｉｄ １

ＦＶＭ ＦＥＭ

０ －２ １８８ ４ －２ １８８ ４ －２ １８７ ４ －２ １８７ ４ －２ １４１ ８ －２ １４１ ９ －２ ０７８ ７ －２ ０７８ ７

１ －２ １３９ ０ －２ １３９ １ －２ １３５ ９ －２ １３５ ９

２ －２ ０３１ ８ －２ ０３１ ８ －２ ０３２ １ －２ ０３２ １ －２ ０２２ ２ －２ ０２２ ２

３ －１ ９１３ ２ －１ ９１３ ２ －１ ９１２ １ －１ ９１２ １

４ －１ ７９１ ７ －１ ７９１ ７ －１ ７９０ ９ －１ ７９０ ９ －１ ７７７ ５ －１ ７７７ ５

５ －１ ６７７ ７ －１ ６７７ ７ －１ ６７７ ０ －１ ６７７ ０ －１ ６８２ ４ －１ ６８２ ４

６ －１ ５７１ ７ －１ ５７１ ６ －１ ５７２ ５ －１ ５７２ ５ －１ ５９３ ６ －１ ５９３ ６

７ －１ ４７５ ２ －１ ４７５ ２ －１ ４７６ ４ －１ ４７６ ４

８ －１ ３９１ ０ －１ ３９１ ０ －１ ３９０ ４ －１ ３９０ ４ －１ ４００ ７ －１ ４００ ８

９ －１ ３１３ ６ －１ ３１３ ７ －１ ３１４ ０ －１ ３１４ ０

１０ －１ ２４１ ４ －１ ２４１ ５ －１ ２４４ ０ －１ ２４４ ０ －１ ２５８ ５ －１ ２５８ ４ －１ ２９２ ５ －１ ２９２ ５

２ ２　 转盘结构

研究如图 ４ 所示围绕 ｚ 轴以角速度 ω 旋转的

转盘，几何尺寸为：内径 ｒｉｎ ＝ ０ １ ｍ，外径 ｒｏｕｔ ＝
０ ２４ ｍ，厚度 ｈ ＝ ０ ０６ ｍ，模拟转盘从启动到稳定

过程中的动态特性，角速度按照式（９）规律变化．
转盘内侧固支，其他自由，采用 １６ ４６１ 个四面体

网格划分，节点数为 ３ ８７２，最短边长 ΔＬｍｉｎ ＝
８ ７１１ ｍｍ，时间步长可依据 ＣＦＬ 条件［２１］Δｔ ≤
ΔＬｍｉｎ ／ （ｃｐ）ｍａｘ 选取．

ω
x

y

z

rin

rout

图 ４　 转盘结构

ω（ ｔ） ＝
１０ ０００ｔ， ｔ ≤ ０ ０１；
１００， ｔ ＞ ０ ０１．{ （９）

　 　 考虑以下 ３ 种均匀横观各向同性材料的转

盘，其材料属性分别为

Ｍ１： Ｅｘ ＝ Ｅｙ ＝ ２００ ＧＰａ， Ｅｚ ＝ ２１０ ＧＰａ，
（ｃｐ）ｍａｘ ＝ ５ ８９６ ｍ ／ ｓ， Δｔ ≤ １ ４７７ μｓ；

Ｍ２： Ｅｘ ＝ Ｅｙ ＝ ２００ ＧＰａ， Ｅｚ ＝ １００ ＧＰａ，
（ｃｐ）ｍａｘ ＝ ６ ８１０ ｍ ／ ｓ， Δｔ ≤ １ ２７９ μｓ；

Ｍ３： Ｅｘ ＝ Ｅｙ ＝ １００ ＧＰａ， Ｅｚ ＝ ２００ ＧＰａ，
（ｃｐ）ｍａｘ ＝ ５ ３５６ ｍ ／ ｓ， Δｔ ≤ １ ６２６ μｓ．

以下计算中如无特殊说明，时间步长均采用

Δｔ ＝ １ ５ μｓ． ３ 种材料的其他属性均相同，泊松比

ｖｘｙ ＝ ｖｙｚ ＝ ｖｚｘ ＝ ０ ３，密度 ρ ＝ ８ ０００ ｋｇ ／ ｍ３，对应的

剪切模量可计算出：

Ｇｘｙ ＝
Ｅｘ

２（１ ＋ ｖｘｙ）
，　 Ｇｙｚ ＝ Ｇｚｘ ＝

Ｅｚ

２（１ ＋ ｖｙｚ）
．

　 　 由旋转产生的单位质量体力可表示为

Ｆｘ ＝ ρｘω２，Ｆｙ ＝ ρｙω２ ．
　 　 验证本文方法计算动态问题时的正确性．图 ５
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为转盘材料为 Ｍ１ 时、 ｔ ＝ ０ ０１５ ｓ 时，ＦＶＭ 计算结

果与 ＡＮＳＹＳ 计算结果的对比，可看出本文方法与

ＡＮＳＹＳ 计算结果吻合良好，转盘的径向位移 ｕｒ、
轴向位移 ｕｚ 与径向应力 σｒ 均关于其中位面 ｚ ＝
０ ０３ ｍ 对称，径向最大位移位于转盘的外径 （ ｒ ＝
０ ２４ ｍ），轴向的最大位移大概位于 ｒ ＝ ０ １３１ ｍ
处的上、下表面上，径向最大应力位于转盘的内径

ｒ ＝ ０ １ ｍ．图 ６ 为中位面上各监测点径向应力 σｒ

随时间的变化，计算结果均与 ＦＥＭ 吻合良好，随
着速度的均匀增加，应力增加的越来越快，当速度

保持不变后，各点的应力也保持不变．
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0
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FVMz/m

x/m

0 1 2 3 4 5 6 7
max:0.598059μm
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ANSYS

FVM
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（ｃ） 径向应力 σｒ

图 ５　 ｔ ＝ ０． ０１５ ｓ 时 ＦＶＭ 计算结果与 ＦＥＭ（ＡＮＳＹＳ）

计算结果对比

　 　 图 ７ 为 ３ 种均匀横观各向同性材料不同点的

时间响应，本文 ＦＶＭ 计算结果与 ＡＮＳＹＳ 计算结

果吻合良好．从图 ７ 可以看出弹性模量的减少均

会造成对应方向上的位移增大．
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ANSYS
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t/s

图 ６　 中位面上各监测点径向应力 σｒ 随时间的变化
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（ｂ） ｚ ＝ ０ ｍ 平面上， ｒ ＝ ０ １３１ ｍ 处的轴向位移

图 ７　 ３ 种材料不同点的时间响应

　 　 对比 ＦＶＭ 与 ＡＮＳＹＳ 计算消耗，以转盘材料

Ｍ３ 为例，由 ＡＮＳＹＳ 模态计算可得转盘的最小固

有频率为 １ ６６５ Ｈｚ，则其 ＡＮＳＹＳ 所采用时间步长

应满足 Δｔ ≤ １ ／ （２０ｆ） ≈ ３０ μｓ．表 ３ 为 ＦＶＭ 与

ＡＮＳＹＳ 计算消耗对比．在网格与时间步长均相同

的前提下，ＦＶＭ 消耗较小的内存并获得较快的计

算速度，其主要原因是 ＦＶＭ 采用显格式推进求解

且不需要求解大型线性方程组，而 ＡＮＳＹＳ 在每一

个时间内都需要建立存储刚度矩阵并求解大型线

性方程组，这将会占用大量的内存及计算时间．
在该算例中，虽然显格式推进求解限制 ＦＶＭ
采用较小的时间步长，但与 ＡＮＳＹＳ 采用较大的时

间步长相比，ＦＶＭ 仍然消耗较少的内存及计算

时间．
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表 ３　 计算消耗对比

对比方法 时间步长 ／ μｓ 内存 ／ ＭＢ ＣＰＵ ／ ｓ

ＦＶＭ １ ５ ６３ ４６６

ＡＮＳＹＳ １ ５ ２３０ ３６ ７２２

ＡＮＳＹＳ ３０ ２２３ １８３４

　 　 最后，考虑材料属性沿径向变化对转盘的影

响，材料属性的变化规律可表示为

Ｅ（ ｒ） ＝ Ｅｘ ＝ Ｅｙ ＝ Ｅ０ｅｘｐ
β１（ ｒ － ｒｉｎ）
（ ｒｏｕｔ － ｒｉｎ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

ρ（ ｒ） ＝ ρ０ｅｘｐ
β２（ ｒ － ｒｉｎ）
（ ｒｏｕｔ － ｒｉｎ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

式中： β１、β２ 分别为梯度常数；ρ０ ＝ ８ ０００ ｋｇ ／ ｍ３；
Ｅ０ ＝ １００ ＧＰａ； Ｅｚ ＝ ２００ ＧＰａ，其他属性保持不变．
考虑 ４ 个不同梯度常数即 ０ ０， ０ １， ０ ３， ０ ５，当
β１ ＝ β２ ＝ ０ ０ 对应均匀横观各向同性材料 Ｍ３．如
图 ８ 为中位面上 ｒ ＝ ０ ２４ ｍ 处的径向位移，本文

ＦＶＭ 计算结果与 ＡＮＳＹＳ 计算结果吻合良好．当
β２ 保持不变，可以看出随着径向弹性模量或梯度

常数 β１ 的增大，转盘的径向位移减小（图 ８（ａ））；
当 β１ 保持不变，随着径向密度或梯度常数 β２ 的增

大，转盘的径向位移增大（图 ８（ｂ））；当径向密度

与弹性模量按相同趋势增大时，转盘的径向位移

增大（图 ８（ｃ））；与弹性模量变化相比，密度沿径

向变化对转盘径向位移变化有更大的影响．
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图 ８　 中位面上 ｒ ＝ ０．２４ ｍ 处的径向位移

３　 结　 论

１）计算结果与其他数值计算结果吻合良好，
表明本文 ＦＶＭ 的正确性．

２）与 ＡＮＳＹＳ 相比，本文方法需要较小的时间

步长，但占用较小内存且具有较快的计算速度．
３）研究材料属性沿径向变化对转盘的影响．

结果表明：随着径向弹性模量的增大，转盘的径向

位移减小；随着径向密度的增大，转盘的径向位移

增大；当径向密度与弹性模量按相同趋势增大时，
转盘的径向位移增大；与弹性模量相比，密度沿径

向变化对转盘径向位移变化有更大的影响．
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