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具有状态依赖噪声的随机 Ｈ∞ 预演控制
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摘　 要： 为了改善一类系统的 Ｈ∞ 控制性能，采用对策论与动态规划相结合的方法，研究具有依赖于状态的乘性噪声连

续随机系统 Ｈ∞ 预演控制问题，提出了解耦耦合的微分及偏微分方程组的思路，并利用特征线法求解，给出了该问题可解

的条件和显式预演控制器，为解决随机时滞系统的控制问题提供新的思路．
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　 　 预演控制问题研究如何利用提前获取的参考

信息或扰动信息来设计控制器以改进追踪性能或

更好地抑制扰动对系统所造成影响．与人类生活

息息相关，具有广泛工程背景，已被用于车辆悬架

系统的设计、过程控制、机器人控制以及许多能够

提前获取信息的领域［１－２］ ．起初的研究主要针对确

定性系统的最优预演控制问题展开［３］， 预演窗口

宽度与最优性能显式表达关系的建立［４］，标志着

确定最优预演控制问题基本得以解决．至于确定

性 Ｈ∞ 预演控制问题，直到 １９９９ 年依然是公开问

题［５］ ．经过多年研究，确定性系统的 Ｈ∞ 预演控制

问题取得了很大进展［６－８］，但有关随机系统 Ｈ∞ 预

演控制甚至是时滞系统最优控制问题的相关研究

结果［１１－１２］较少，因此有必要研究随机系统这类更

普遍、更具有代表性系统的 Ｈ∞ 预演控制问题．
研究的随机系统，特指受到乘积性随机噪声

干扰的系统，这类系统具有广泛的应用背景．但与

确定性系统具有本质的区别，包括：随机系统不存

在传递函数、要考虑适应性［１３］、特别的随机极大

值原理［１４］、解变量成对出现的倒向随机方程［１５］、
加权矩阵为不定矩阵时仍有意义的最优控制［１６］、
消失的对偶性［１７］ ．此外，随机系统与确定系统还

有许多区别．这些区别，是确定性系统的许多研究

思路难以推广、随机系统控制问题难以解决的主

要原因．迄今为止，只发现文献［１８］应用博弈论，
研究了离散时间随机系统的 Ｈ∞ 预演追踪问题，
它根据可提前获取的参考信息量，引入 ３ 种追踪

模式来解决问题．但是，由于扰动信息本身不可预

演，因而本质上，预演信息的使用是以 Ｈ２ 的方式

而非 Ｈ∞ 的方式．
本文主要研究一类线性随机系统的 Ｈ∞ 预演

控制问题，研究如何使用可预演的外部扰动信息



来设计 Ｈ∞ 控制器，改进系统的闭环性能（这种改

进相对于标准的 Ｈ∞ 控制而言）．首先将 Ｈ∞ 预演

控制问题转化成不定二次型的优化问题；然后结

合对策论，根据动态规划的思想，研究不定二次型

鞍点存在的条件；基于鞍点给出问题可解的条件

和 Ｈ∞ 预演控制器；最终利用特征线法提出一种

解耦耦合微分与偏微分方程的方法．
对于任意的向量或矩阵Ｍ， Ｍ′为其转置，Ｍ２

为 Ｍ′Ｍ， ｜ Ｍ ｜ 为Ｍ的 ２ － 范数．对于任意向量函

数 ｖ，‖ｖ‖２
［ａ，ｂ］ ＝ ∫ｂ

ａ
（ｖ（ ｔ）） ２ｄｔ．ｗ（ ｔ） 是标量的维纳

过程，因此 ｄｗ（ ｔ） 是独立平稳增量过程．Ｅ 为关于

随机过程 ｄｗ（ ｔ） 取数学期望．Ｌ２［ａ，ｂ］ 表示在区

间［ａ，ｂ］ 平方可积的所有函数所形成的空间．

１　 随机系统 Ｈ∞预演控制问题

引入具有可预演扰动信息的随机系统为

　 ｄｘ（ ｔ） ＝ ［Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｕ（ ｔ） ＋ Ｃｖ（ ｔ － ｈ）］ｄｔ ＋
Ａ０ｘ（ ｔ）ｄｗ（ ｔ）， （１）

　 　 　 　 　 　 　 ｚ（ ｔ） ＝ Ｄ０ｘ（ ｔ） ＋ Ｄ１ｕ（ ｔ） ． （２）
式中：ｘ（ｔ） ∈Ｒｎ 为系统状态， ｚ（ｔ） ∈Ｒｐ 为待调节

信号， ｕ（ｔ）∈Ｒｑ 为控制输入， ｖ（ｔ）∈Ｒｋ 为可预演

的外部扰动输入．外部扰动输入属于 Ｌ２［０，Ｔ － ｈ］ ．
Ａ，Ｂ，Ｃ，Ａ０，Ｃ，Ｄ０，Ｄ１ 是有相容维数的有界时不变

矩阵．ｈ（ ＞ ０） 是可预演时间长度．不妨设 ｄｗ（ｔ） 的

均值为 ０，方差为 ｍ．
为简化推导，不失一般性，作以下正交性假设

Ｄ′１［Ｄ０ Ｄ１］ ＝ ［０ Ｉ］ ． （３）
引入性能指标

Ｅ［‖ｚ‖２
［０，Ｔ］ ＋ ｘ′（Ｔ）ＰＴｘ（Ｔ）］
Ｅ‖ｖ‖２

［０，Ｔ－ｈ］

＜ γ２ ． （４）

　 　 参考确定性系统的 Ｈ∞ 预演控制问题，随机

系统的 Ｈ∞ 预演控制问题可以叙述为：考虑系统

式（１） ～ （２），对于给定的 γ ＞ ０，找到一个能够保

证性能指标式（４）成立的有限时间域 Ｈ∞ 预演控

制策略，该策略具有如下结构

􀭵ｕ（ ｔ） ＝ Ｆｔ（ｘ（ ｔ），ｖ（ ｔ） ｜ ０ ≤ τ ≤ ｔ） ． （５）
式中： ＰＴ 表示一个给定的半正定矩阵，它反映决

策者对终端状态的重视程度，Ｆｔ 表示某向量函数．

２　 问题转化及求解

２􀆰 １　 问题的转化

为了给出问题的可解性条件及解，把随机 Ｈ∞

预演控制问题转化成一个受随机系统式（１） ～ （２）
约束的最优化问题．

考虑性能指标式（４），定义

Ｊ０ ＝ Ｅ［‖ｚ‖２
［０，Ｔ］ － γ２‖ｖ‖２

［０，Ｔ－ｈ］ ＋ ｘ′（Ｔ）Ｐ（Ｔ）ｘ（Ｔ）］．
（６）

一个控制器 ｕ（ ｔ） 能够保证 Ｈ∞ 性能指标式（４）成
立当且仅当对于任意的非零 ｖ（ ｔ），该控制器都能

够保证 Ｊ０ ＜ ０ 成立．
２􀆰 ２　 问题求解

不论是 Ｈ∞ 预演控制问题还是不定二次型的

最优化问题，本质上都属于下面的对策问题

ｍａｘｖｍｉｎｕＪｔ， （７）
其中

Ｊｔ ＝ Ｅ［‖ｚ‖２
［ｔ，Ｔ］ － γ２‖ｖ‖２

［ｔ，Ｔ－ｈ］ ＋ ｘ′（Ｔ）Ｐ（Ｔ）ｘ（Ｔ）］． （８）
其中 ｕ，ｖ 分别试图最小化和最大化 Ｊｔ ． 这类问题

的解，可以通过求解一个 Ｉｓａａｃｓ 方程来获取．因
此，考虑到预演控制器的结构，有以下结论．

引理 １　 考虑随机系统式（１）～（２）．假设存在几

乎处处连续可微的参数 Ｐ（τ），α（τ，ｓ），β（τ，ｓ１，ｓ２），
τ ∈［ｔ，Ｔ］，（τ，ｓ１，ｓ２） ∈ ［ｔ，Ｔ］ × ［０，ｈ］ × ［０，ｈ］，
（τ，ｓ） ∈［ ｔ，Ｔ］ × ［０，ｈ］，则 Ｊｔ 可等价表示成

Ｊｔ ＝ Ｅ ‖ｕ（ｓ） －ｕ∗（ｓ）‖２
［ｔ，Ｔ］ －γ２‖ｖ（ｓ） －ｖ∗（ｓ）‖２

［ｔ，Ｔ－ｈ］[ ＋

∫Ｔ
ｔ
ｘ′（ｓ）Ｌ（Ｐ（ｓ））ｘ（ｓ）ｄｓ ＋ ｘ′（ｔ）Ｐ（ｔ）ｘ（ｔ） ＋

２ｘ′（ｔ） ∫Ｔ
ｔ
ｑ２（ｔ）ｖ（ｔ － ｈ ＋ｓ）ｄｓ ＋ ∫ｈ

０
∫ｈ

０
ｖ′（ｔ －

ｈ ＋ｓ１）ｑ３（ｔ）ｖ（ｔ － ｈ ＋ ｓ２）ｄｓ１ｄｓ２ ＋ ２ｘ′（ｔ）ｑ４（ｔ）ｖ（ｔ －

ｈ） ＋ ２ｖ′（ｔ － ｈ）∫Ｔ
ｔ
ｑ５（ｔ）ｖ（ｔ － ｈ ＋ ｓ）ｄｓ] ， （９）

其中

Ｌ（Ｐ） ＝ Ｐ̇ ＋ Ａ′Ｐ ＋ ＰＡ ＋ ｍＡ′０ＰＡ０ ＋ Ｄ′０Ｄ０ －
　 　 ＰＢＢ′Ｐ ＋ γ －２（α（ ｔ，ｈ） ＋ ＰＣ） ′２， （１０）

ｕ∗（ ｔ） ＝ － Ｂ′Ｐｘ（ ｔ） ＋ Ｂ′ ∫ｈ
０
α（ ｔ，ｓ）ｖ（ ｔ － ｈ ＋ ｓ）ｄｓ ，

（１１）
ｖ∗（ ｔ） ＝ γ －２［（α（ ｔ，ｈ） ＋ ＰＣ） ′ｘ（ ｔ） ＋

∫ｈ
０
β（ ｔ，ｈ，ｓ）ｖ（ ｔ － ｈ ＋ ｓ）ｄｓ］， （１２）

　 　 ｑ２（ ｔ） ＝ ∂
∂ｔ

－ ∂
∂ｓ

é

ë
êê

ù

û
úú α（ ｔ，ｓ） ＋ （Ａ′ － ＰＢＢ′） ×

α（ｔ，ｓ） ＋ γ －２α（ｔ，ｈ）β（ｔ，ｈ，ｓ）， （１３）

ｑ３（ｔ） ＝
∂
∂ｔ

－ ∂
∂ｓ１

－ ∂
∂ｓ２

é

ë
êê

ù

û
úú β（ｔ，ｓ１，ｓ２） － α′（ｔ，ｓ１）Ｂ ×

Ｂ′α（ｔ，ｓ２） ＋ γ －２β′（ｔ，ｓ１，ｈ）β（ｔ，ｈ，ｓ２）， （１４）
ｑ４（ ｔ） ＝ Ｐ（ ｔ）Ｂ１ － α（ ｔ，０）， （１５）
ｑ５（ ｔ） ＝ Ｂ′α（ ｔ，ｓ） － β（ ｔ，０，ｓ） ． （１６）
证明　 不失一般性，设 ｔ ＜ Ｔ － ｈ．

ｆ（ ｔ） ＝ ｘ′（ ｔ）Ｐ（ ｔ）ｘ（ ｔ） ＋ ２ｘ′（ ｔ）∫ｈ
０
α（ ｔ，ｓ）ｖ（ ｔ －

ｈ ＋ ｓ）ｄｓ ＋ ∫ｈ
０
∫ｈ

０
ｖ′（ ｔ － ｈ ＋ ｓ１）β（ ｔ，ｓ１，
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ｓ２）ｖ（ ｔ － ｈ ＋ ｓ２）ｄｓ１ｄｓ２ ． （１７）
显然有

ｆ（ ｔ） － ｆ（Ｔ） ＋ ∫Ｔ
ｔ

ｄ
ｄｓ
ｆ（ ｓ）ｄｓ． （１８）

添加微分零和项式（１８）到式（８）的右端可得

Ｊｔ ＝ Ｊｔ ＋ ｆ（ ｔ） － ｆ（Ｔ） ＋ ∫Ｔ
ｔ

ｄ
ｄｓ
ｆ（ ｓ）ｄｓ， （１９）

ｆ（Ｔ） ＝ ｘ′（Ｔ）ＰＴｘ（Ｔ） ． （２０）
参考式（１７）后式（２０）意味着当 ｔ ∈ ［Ｔ － ｈ，Ｔ］
时，

α（ ｔ，ｓ） ＝ ０，ｓ ∈ （Ｔ － ｈ，Ｔ］ ，
β（ ｔ，ｓ１，ｓ２） ＝ ０，ｓ１，ｓ２ ∈ （Ｔ － ｈ，Ｔ］ ．

　 　 根据 Ｉｔｏ 微分法则及系统式（１） ～ （２），结合

式（１９）及下述关系

∂
∂ｔ
ｖ（ ｔ － ｈ ＋ ｓ） ＝ ∂

∂ｓ
ｖ（ ｔ － ｈ ＋ ｓ） ．

　 　 首先计算式 （ １９） 右端第 ４ 项，然后针对

式（１９）右端分别关于 ｕ（ ｔ），ｖ（ ｔ） 进行完全平方，
最后取期望整理、合并同类项即可得式（９） ．

根据引理 １，可得出下面结论．
定理 １ 　 考虑具有零初始数据的随机系统

式（１） ～ （２）及性能指标式（４）．
Ｌ（Ｐ（ ｔ）） ＝ ０ ， （２１）

ｑｉ（ ｔ） ＝ ０，ｉ ＝ ２，３ ． （２２）
关于初边值存在有界解

Ｐ（Ｔ） ＝ ＰＴ， （２３）
ｑｉ（ ｔ） ＝ ０，ｉ ＝ ４，５ ． （２４）

则随机系统 Ｈ∞ 预演问题可解，并且式（１１）是满

足性能指标的 Ｈ∞ 预演控制器．
证明 　 ｔ 时刻， 当系统的初始数据为零、

式（２１） ～ （２４） 成立，并取 ｕ（ ｔ） ＝ ｕ∗（ ｔ） 时，从

式（９） 不难发现 Ｊｔ ＜ ０ 成立．同理，当系统从零时

刻出发并具有零初始数据时，也有 Ｊ０ ＜ ０，至此，
参考问题的转化不难得出，控制器 ｕ∗（ ｔ） 满足

Ｈ∞ 性能指标式（４）．
当 ｈ ＝ ０ 时，随机 Ｈ∞ 预演控制问题转化成一

般的随机 Ｈ∞ 控制问题．此时，本文提出的方法能

够提供一个基于广义 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程的 Ｈ∞ 控制器．
具体可概括如下：

推论 １　 考虑 ｈ ＝ ０ 的系统式（１） ～ （２）及性

能指标式（４）．如果广义 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程

－ Ｐ̇ ＝ Ａ′Ｐ ＋ ＰＡ ＋ ｍＡ′０ＰＡ０ ＋ Ｄ′０Ｄ０ ＋
γ －２ＰＣＣ′Ｐ － ＰＢＢ′Ｐ，

存在有界解 Ｐ（ ｔ）， 则存在一个形如

ｕ（ ｔ） ＝ － Ｂ′Ｐｘ（ ｔ）
并能使性能指标式（４）成立的 Ｈ∞ 控制器．

３　 耦合微分及偏微分方程的解耦求解

观察式（２１） ～ （２４）不难发现，这 ３ 个方程相

互耦合．与求解一般的方程组类似，解耦也是求解

式（２１） ～ （２４）的首要任务．
该解耦思路很大程度上依赖于 α（ ｔ，ｓ） 与

β（ｔ，θ１，θ２） 分别在区域［０，Ｔ］ × ［０，ｈ］ 和［０，Ｔ］ ×
［０，ｈ］ × ［０，ｈ］ 的连续性． 因而此处首先假设初值

问题式（２１） ～ （２４）存在唯一连续解．基于问题的

连续性，给出下面的解耦思想．
定理 ２　 给定 γ ＞ ０与 ｈ ＞ ０． 当初边值问题

式（２１） ～ （２４）存在唯一连续解时，若记

０ ＝ Ｐ̇ ＋ Ａ′Ｐ ＋ ＰＡ ＋ ｍＡ′０ＰＡ０ ＋ Ｄ′０Ｄ０ －
ＰＢＢ′Ｐ ＋ γ －２（α（􀭰ｔ，ｈ） ＋ ＰＣ） ′２， （２５）

∂
∂ｔ

－ ∂
∂θ

é

ë
êê

ù

û
úú α（ ｔ，θ） ＝ － （Ａ′ － ＰＢＢ′）α（ ｔ，θ） －

　 　 　 　 　 　 　 　 　 γ －２α（􀭰ｔ，ｈ）β（􀭰ｔ，ｈ，θ）， （２６）

　 ∂
∂ｔ

－ ∂
∂θ

－ ∂
∂θ１

é

ë
êê

ù

û
úú β（ｔ，θ，θ１）＝ α′（ｔ，θ）ＢＢ′α（ｔ，θ１） －

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 γ －２β′（􀭰ｔ，θ，ｈ）β（􀭰ｔ，ｈ，θ１）． （２７）
则微分及偏微分式 （ ２５） ～ （ ２７） 联合初边值

式（２３）、 （ ２４ ） 存 在 唯 一 连 续 解 β δ（ ｔ，θ，θ １），
Ｐδ（ ｔ），αδ（ ｔ，θ）， 其中􀭰ｔ ＝ ｔ ＋ δ，ｈ ＝ ｈ － δ，δ ＞ ０可

任意小，两初边值问题的解存在如下关系：
Ｐ（ ｔ） ＝ ｌｉｍ

δ→０
Ｐδ（ ｔ）， （２８）

α（ ｔ，θ） ＝ ｌｉｍ
δ→０

αδ（ ｔ，θ）， （２９）

β（ ｔ，θ，θ１） ＝ ｌｉｍ
δ→０

βδ（ ｔ，θ，θ１） ． （３０）

由于定理 ２ 的证明有赖于下面提到的偏微分方程

的特征解法，因此将推迟它的证明．
尽管文献［１９］的定理 ２．１．２ 只提供了局部解

的存在唯一条件，但是与常微分方程的初值问题

解的存在唯一定理相似，该定理是分析和求解偏

微分初边值问题解的主要依据．有限时间域预演

控制问题本质上就是一个偏微分方程的初边值问

题．下面将根据特征曲线和积分曲线的关系以及

文献［１９］的定理来求解的随机 Ｈ∞ 预演问题．

　 ０ ＝ Ｐ̇ ＋ Ａ′Ｐ ＋ ＰＡ ＋ ｍＡ′０ＰＡ０ ＋ Ｄ′０Ｄ０ －
ＰＢＢ′Ｐ ＋γ －２ＰＣＣ′Ｐ， （３１）

且具有终端值 Ｐ（Ｔ） ＝ ＰＴ ．
观察初值问题式（２１） ～ （２４）， 当 ｔ ＞ Ｔ － ｈ

时，由于

α（ ｔ，ｈ） ＝ ０，β（ ｔ，θ，ｈ） ＝ ０ ． （３２）
Ｐ 实际上满足可以直接单独求解的 Ｈ∞ 倒向微分

式（３２），而 α（ ｔ，θ），β（ ｔ，θ，θ １） 则分别满足以下

关系：
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∂
∂ｔ

－ ∂
∂θ

é

ë
êê

ù

û
úú α（ ｔ，θ） ＝ － Ａ′ｘ（ ｔ）α（ ｔ，θ） ， （３３）

∂
∂ｔ

－ ∂
∂θ

－ ∂
∂θ１

é

ë
êê

ù

û
úú β（ ｔ，θ，θ１） ＝ α′（ ｔ，θ）ＢＢ′α（ ｔ，θ１） ．

（３４）
其中 Ａｘ（ ｔ） ＝ Ａ － ＢＢ′Ｐ，且边值如

α（ ｔ，０） ＝ Ｐ（ ｔ）Ｃ ， （３５）
β（ ｔ，０，θ） ＝ Ｃ′α（ ｔ，θ） ． （３６）

　 　 使用特征线法［１９］依次求解式（３３）、（３４）． 值
得注意的是：在求解 α（ ｔ，θ），β（ ｔ，θ，θ １） 时， 由于

可以先根据式（３２）直接求解出 Ｐ（ ｔ），因此 Ｐ（ ｔ）
实际上为已知函数．

偏微分式（３３）的特征方程为

ｄｔ
ｄτ

＝ １ ，ｄθ
ｄτ

＝ － １ ，

ｄｚ
ｄτ

＝ － Ａ′ｘ（ ｔ）ｚ ．

其初始参数曲线为

Γ：ｔ ＝ ｓ，θ ＝ ０，ｚ ＝ Ｐ（ ｓ）Ｃ．
简单计算可得，经过初始曲线的特征曲线为

ｔ ＝ τ ＋ ｓ ， （３７）
θ ＝ － τ， （３８）

ｚ ＝ ｅ∫
τ

０
－Ａ′ｘ（ ｔ）ｄτＰ（ ｓ）Ｃ． （３９）

　 　 根据式 （３７） ～ （３９），消除参数 ｓ，τ 可得，由
式（３３）、（３５） 决定的积分曲面为

α（ ｔ，θ） ＝ ｅ －∫ｔｔ＋θＡ′ｘ（ ｔ）ｄｔＰ（ ｔ ＋ θ）Ｃ ． （４０）
类似的由式（３４）、（３６）决定的积分曲面为

　 β（ｔ，θ，θ１） ＝ Ｃ′α（ｔ ＋ θ，θ１ － θ） ＋

∫－θ

０
α′（τ ＋ ｔ ＋ θ， － τ）Ｂ′２α（τ ＋

ｔ ＋ θ，θ１ － τ － θ）ｄτ． （４１）
而当 ｔ ∈ ［０，Ｔ － ｈ］ 时， 由于初边值问题

式（２１） ～ （２４） 中３个方程相互耦合，特征线法也

无法给出解析解． 此时，可以根据定理 ２ 提供的思

路来求解之． 实际上， 当 ｔ ∈ ［０，Ｔ － ｈ］ 时，
式（２５） ～ （２７）中的每个方程的右端，除了左端的

未知量外，其它都是已知量，这就保证了可以通过

特征线法求解偏微分方程．下面将简述式（２５） ～
（２７）的求解过程并给出其解．

根据式 （ ４０） 可得 α（􀭰ｔ，ｈ）， 继而可在区间

（Ｔ － ２ｈ，Ｔ － ｈ］ 上求解式 （２５） ． 紧接着， 根据

式（４１），可得 β（􀭰ｔ，ｈ，θ），据此在区间（Ｔ － ２ｈ，Ｔ －
ｈ］ 上根据特征线法求解式（２６）可得

α（ ｔ，θ） ＝ ｅ －∫ｔｔ＋θＡ′ｘ（ ｔ）ｄｔＰ（ ｔ ＋ θ）Ｃ ＋

∫ｔ
ｔ ＋θ
γ －２α（􀭰ｔ，ｈ）β（􀭰ｔ，θ，ｈ）ｄｔ ． （４２）

再根据特征线法求解具有初值 β（ ｔ，ｓ，０）＝Ｃ′α（ ｔ，
ｓ） 的式（３４） 可得

β（ｔ，θ，θ１） ＝ ∫－θ

０
［α′（τ ＋ ｔ ＋ θ， － τ）Ｂ′２α（τ ＋

ｔ ＋ θ， － τ ＋ θ１ － θ） － γ －２ ×
β（τ ＋􀭰ｔ － θ，ｈ， － τ）β′（τ ＋
􀭰ｔ － θ，ｈ， － τ ＋ θ１ － θ）］ｄτ ＋
Ｃ′α（ｔ ＋ θ，θ１ － θ） ． （４３）

关于区间［０，Ｔ － ２ｈ］ 的式（２５） ～ （２７） 的求

解，可以分成１ ＋ ［（Ｔ － ２ｈ） ／ ｈ］ 个区间倒向进行，
其中［．］表示取整运算．鉴于微分方程组结构的一

致性，后面剩余的这些区间上的解结构类似，因而

可以直接给出，故此处省略它们的求解过程．
定理 ３　 当式（２１）～（２４）存在连续解时，与其具

有相同初始条件的式（２５） ～ （２７）存在唯一连续解

Ｐδ（ｔ） （见式（２５）、（３１）的解）， α（ｔ，θ）（见式（４０）、
（４２））， β（ｔ，θ，θ１） （见式（４１）、（４３））．

证　 明　 由式（２１） ～ （２４）存在唯一连续解，
可以推知式（２５）的解存在唯一、偏微分式（２５）、
（２７）的初始曲线及特征方向光滑．又因为在任意

初始时刻，偏微分式（２６）、（２７）中的每个方程关

于文献［１９］定理 ２．１．２ 中的行列式条件总成立，
所以，在初始条件的邻域内，定理 ３ 的解存在唯

一，延拓则可得整个区间上的解．
有了以上的结果，证明定理 ２．
证　 明　 除了连续性， 证明还需要 α（ ｔ，θ），

β（ ｔ，θ，θ １） 在区域［０，Ｔ］ × ［０，ｈ］，［０，Ｔ］ × ［０，
ｈ］ × ［０， ｈ］ 上的有界性．对于任意的 ｔ１ ∈［０，ｔ］，
考虑式（２１），其满足如下关系

Ｐ（ ｔ） ＝ Ｐ（ ｔ１） ＋ ∫ｔ １
ｔ
ｇ（Ｐ（τ））ｄτ ＋

∫ｔ １
ｔ
γ －２（Ｐ（τ）Ｃ ＋ α（τ，ｈ）） ２ｄτ． （４４）

其中

ｇ（Ｐ（ ｔ）） ＝ Ａ′Ｐ（ ｔ） ＋ Ｐ（ ｔ）Ａ ＋ ｍＡ′０Ｐ（ ｔ）Ａ０ ＋
Ｄ′０ Ｄ０ － Ｐ（ ｔ）ＢＢ′Ｐ（ ｔ） ． （４５）
考虑

－ Ｐ̇（ｔ） ＝ ｇ（Ｐ（ｔ）） ＋ γ －２（Ｐ（ｔ）Ｃ ＋ α（􀭰ｔ，ｈ））′２． （４６）
其解满足如下关系

Ｐδ（ ｔ） ＝ Ｐ（ ｔ１） ＋ ∫ｔ １
ｔ
ｇ（Ｐ（τ））ｄτ ＋

∫ｔ １
ｔ
γ －２（Ｐ（ ｔ）Ｃ ＋ α（􀭰ｔ，ｈ）） ′２ｄτ． （４７）

当 α（ ｔ，ｓ） 在区域［０，Ｔ］ × ［０，ｈ］ 上连续有界

时，对于任意的ε ＞ ０ 及 ｔ，ｔ１ ∈ ［０，Ｔ］， 总存在

δ ＞ ０ 使得当 ｜ ｔ － ｔ１ ｜ ＜ δ 时，
｜ α（ ｔ１，ｓ） － α（ ｔ，ｓ） ｜ ＜ ε ． （４８）
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记

Ｍα ＝ ｍａｘ｛｜ Ｐ（ｔ）Ｃ ｜， ｜ α（ｔ，ｓ） ｜，ｔ ∈［０，Ｔ］，ｓ∈［０，ｈ］｝ ．
（４９）

则

｜ Ｐδ（ ｔ） － Ｐ（ ｔ） ｜ ≤ Ｍε ．
这证明了式（２８）， Ｍ ＝ ４（γ －２Ｔ ＋ １）Ｍα ．
　 　 根据特征线法所提供的解研究 δ，δ １ → ０ 时，
式（２６）、（２７） 的解 α（ ｔ，θ），β（ ｔ，θ，θ １） 的极限行

为．具体如下：

｜ αδ（ｔ，θ） － α（ｔ，θ） ｜ ＝ ( ｅ∫
τ

０ＢＢ′Ｐ１（υ ＋ｓ）ｄυ －

　 　 　 　 　 ｅ∫
τ

０ＢＢ′Ｐδ（υ ＋ｓ）ｄυ )Ｐ（ｓ）Ｃ －

　 　 　 　 　 γ －２∫τ
０
α（ｔ，ｈ）β（ｔ，θ，ｈ）ｅ∫

υ

τＡ′ｘ（μ＋ｓ）ｄμ ＋

　 　 　 　 　 γ －２α（􀭰ｔ，ｈ）β（􀭰ｔ，θ，ｈ）ｅ∫
υ

τＡ′ｘ（μ＋ｓ）ｄμｄτ ) ．

（５０）
当 ｜ Ｐ１ － Ｐδ ｜ ＜ ε 时

｜ ∫τ
０
Ｐ１ｄυ － ∫τ

０
Ｐδｄυ ｜ ＜ ετ ． （５１）

因此，

｜ ｅ∫
τ

０
ＢＢ′Ｐ１（υ＋ｓ）ｄυ － ｅ∫

τ

０
ＢＢ′Ｐδ（υ＋ｓ）ｄυ ｜ ≤ Ｍ１ε ． （５２）

此外，根据 Ｐ１，Ｐδ，α，β 的连续有界性

　 γ －２ ｜ ∫τ
０
（α（ ｔ，ｈ）β（ ｔ，θ，ｈ）ｅ∫

υ

τＡ′ｘ（μ ＋ｓ）ｄμ －

　 　 α（􀭰ｔ，ｈ）β（􀭰ｔ，θ，ｈ）ｅ∫
υ

τＡ′ｘ（μ ＋ｓ）ｄμｄτ） ｜ ≤
　 　 ２Ｍ２ｍａｘ｛Ｍα，Ｍβ｝ε． （５３）

结合式（５０）、（５２）、（５３），则可得式（２９） ．式
中 Ｍ２ 为一有界正实数，Ｍα 见式（４９） ．
Ｍβ ＝ ｛ ｜ β（ ｔ，θ，θ １） ｜ ，ｔ ∈ ［０，Ｔ］，ｓ ∈ ［０，ｈ］，

ｓ１ ∈ ［０，ｈ］｝ ． （５４）
同理可证式（３０）．

４　 数值例子

为节省空间，将随机系统式（１） ～ （２）的参数

退化到标量，具体如下：
Ａ ＝ － １，Ａ０ ＝ １，Ｂ ＝ ２，Ｃ ＝ １，Ｄ０ ＝ ０， Ｄ１ ＝ １，

ｍ ＝ １，Ｔ ＝ １０，Ｐ１０ ＝ １，ｈ ＝ １．
解耦后使用特征线法求解偏微分方程组，可

借助 Ｍａｔｌａｂ 直接求解方程的解．主要涉及 ｄｓｏｌｖｅ
与 ｉｎｔ 两个 Ｍａｔｌａｂ 命令．由于由此产生的初值问题

解非常冗长，仅计算问题在区间［９，１０］的控制器．
因为式（３２）成立，式（２１）被解耦成了式（３１）．利
用 Ｍａｔｌａｂ 命 令 ｄｓｏｌｖｅ 直 接 求 解 式（３１） 可 得

Ｐ（ ｔ） ＝ｅ１０ ／ （３ｅ１０ － ２ｅｔ）， 再根据式（１１）可得，在区

间［ ９， １０ ］ 上， 随机 Ｈ∞ 预演控制器 ｕ∗（ ｔ） ＝

２ｅ１０ ／ （３ｅ１０ － ２ｅｔ） ． 同理，基于区间［９，１０］的计算

结果，可分别根据 式（２５）、（４２）、（４３） 计算区

间［８，９］上的 Ｐ（ ｔ），α（ ｔ，ｓ），β（ ｔ，θ，ｓ）， 进而根据

式（１１）计算随机 Ｈ∞ 预演控制器 ｕ∗（ ｔ） ． 这样一

个区间接着一个区间倒向推进，则可得整个区间

上的控制器．

５　 结　 语

本文给出了随机 Ｈ∞ 预演控制问题的可解性

条件和显式控制器．由于这些结果基于耦合的微

分及偏微分方程给出，本文还提出了一种解耦微

分及偏微分方程的方法，该解耦方法适用于几乎

所有的线性时滞系统最优控制及 Ｈ∞ 控制．值得注

意的是，当系统具有控制依赖噪声时，耦合方程的

解耦产生的随机 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程中存在微分变量的

逆运算，寻求解析解有一定的困难．
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