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摘　 要： 小世界网络的确定性模型研究是复杂网络建模领域的重要分支，通过分析 Ｃａｙｌｅｙ 图的极小性与小世界特性的

关联，提出一种基于极小 Ｃａｙｌｅｙ 图构造小世界网络的确定性模型．模型通过选择满足条件的极小 Ｃａｙｌｅｙ 图，恰当地扩展

其生成集，构造出一类对称性强且结构规则的小世界网络．结果表明， 和现有模型不同，该模型可根据需求构造常数度或

非常数度网络，且生成网络不仅具有较高的聚集系数和低的网络直径，而且是节点对称的，在通信网络、结构化 Ｐ２Ｐ 覆

盖网络等实际领域的拓扑结构设计中具有重要应用．
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　 　 小世界网络在自然界和人类社会中普遍存

在，如蛋白质网络、科学家协作网络、ＷＷＷ 网络、
通信网络等，都具有明显的小世界特性．通常一个

稀疏网络，如果其直径（或是网络平均距离）随着

网络规模的增大呈对数或小于对数形式增长，网
络有相对较高的聚集系数，则该网络称为小世界

网络．
为再现真实网络中存在的小世界特性，揭示

小世界网络的内在生成机理，各种小世界模型不

断涌现．这些模型主要分为：１）随机性模型． 通过

概率分析技术和随机连边方法生成网络，如最初

的 ＷＳ 模型［１］ 及其变体 ＮＷ 模型［２］、 二维的

Ｋｌｅｉｎｂｅｒｇ 模型［３］、动态演化的 ＯＨＯ 模型［４］；２）确
定性模型． 网络节点和连边完全由确定的规则形

成．随机性模型尽管符合大多数真实网络的生成

特性，但无法直观、清晰地反映网络的形成机制以

及解析计算网络特性，也不适合以确定方式构造

的具有固定节点度的通信网络，因此确定性的小

世界模型逐渐成为研究热点，基于各种构造方法

的确定性模型相继被提出．
最早的确定性小世界模型由 Ｃｏｍｅｌｌａｓ 等［５］

提出，采用基于循环图扩展的方法，通过降低直径

或提高聚集系数，将高直径或低聚集的循环图转

变为小世界网络．树通常具有低的对数级直径和

小的节点度，因此基于树结构的推广或改造也可



生成小世界网络，如递归团树 （ ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ ｃｌｉｑｕｅ
ｔｒｅｅ［６］ ）是 ２－团树至 Ｋ －团树的推广，二叉树可简

单改造为小世界网络［７］ ．经典的数学问题或数学

理论同样可用于小世界网络的构造，如 Ｃｏｒｓｏ［８］的

自然数网络、Ｃｈａｎｄｒａ 等［９］ 的素数网络源自于素

因数分解理论和哥德巴赫猜想；Ｂｏｅｔｔｃｈｅｒ 等［１０］ 提

出的 Ｈａｎｏｉ 网络源自经典的 Ｈａｎｏｉ 塔问题．除了采

用全新的构造方法，已有的网络模型也可以成为

确定性小世界模型的基础，如 ＺＲＧ 模型［１１］ 是随

机性 ＯＨＯ 模型的确定性版本，ＬＧ 模型［１２］是确定

性均 匀 递 归 树 ＤＵＲＴ 的 小 世 界 版 本． 最 近，
ＧｏｖｏｒｃＩｎ 等［１３］将线图作为确定性小世界模型，使
用图论中的线图运算也获得了小世界网络．

Ｃａｙｌｅｙ 图是运用有限群构造高对称网络的图

论模型，在互连网络设计中有重要应用， Ｘｉａｏ
等［１４］曾于 ２００６ 年首次提出 Ｃａｙｌｅｙ 图可作为确定

性的小世界网络模型，并通过两个应用实例予以

说明．本文在此基础上进行了形式化描述和扩展，
引入了 Ｃａｙｌｅｙ 图的极小性概念，通过分析极小性

和聚集系数的关联，建立了形式化的 Ｃａｙｌｅｙ 图扩

展模型．该模型通过增加极小 Ｃａｙｌｅｙ 图的生成集，
可灵活地构造出对称性强且结构规则的常数度和

非常数度的小世界网络，在通信网络、Ｐ２Ｐ 覆盖网

络等实际领域具有广泛应用．

１　 极小 Ｃａｙｌｅｙ 图及其聚集系数

首先引入极小 Ｃａｙｌｅｙ 图的概念及其聚集性

质，作为小世界网络模型的理论基础．为便于建

模，只考虑无向图的情况，以下的 Ｃａｙｌｅｙ 图在不

作特殊说明的情况下都为无向 Ｃａｙｌｅｙ 图．
定义 １（Ｃａｙｌｅｙ 图［１５］）　 设 Ｇ 是一个有限群，

ｅ 为 Ｇ 的单位元，Ｓ 是 Ｇ 的一个子集且满足以下条

件：１）ｅ ∉ Ｓ；２） ｇ －１ ∈ Ｓ 当且仅当 ｇ ∈ Ｓ， 则群 Ｇ
关于子集 Ｓ 的 Ｃａｙｌｅｙ 图 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｇ，Ｓ） 定义为

Ｖ（Γ） ＝ Ｇ，Ｅ（Γ） ＝ ｛（ｇ，ｇｓ） ｇ ∈ Ｇ，ｓ ∈ Ｓ｝ ．

定义 ２（极小对称生成集［１５］ ） 　 设 Ｇ 是一个

有限群，Ｓ 是 Ｇ 的子集且不含单位元， 即 Ｓ ⊆
Ｇ ＼｛ｅ｝，若 Ｓ 满足 ∀ｓ ∈ Ｓ，Ｇｒ（Ｓ ＼｛ ｓ，ｓ －１｝） 为 Ｇ 的

真子群，则 Ｓ 称为 Ｇ 的极小对称生成集．
定义 ３（极小 Ｃａｙｌｅｙ 图［１５］）　 设 Γ 为 Ｃａｙｌｅｙ

图 Ｃａｙ（Ｇ，Ｓ），若子集 Ｓ 为极小对称生成集，则 Γ
被称为极小 Ｃａｙｌｅｙ 图．

聚集系数是小世界网络的重要度量指标．如
果网络中某个节点 ｖ的度为 ｄｅｇ（ｖ），则节点 ｖ的聚

集系数 ｃｃ（ｖ） ＝
２Ｍｖ

ｄｅｇ（ｖ）（ｄｅｇ（ｖ） － １）
． 其中，Ｍｖ 为

ｖ 的所有邻节点之间实际存在的边数，也可理解

为 ｖ连接的三角形个数．由于Ｃａｙｌｅｙ图具有点对称

性，整个网络的聚集系数 ＣＣ（Γ） 即为任意节点 ｖ
的聚集系数 ＣＣ（ｖ），显然， ０≤ ＣＣ（Γ） ≤１．由此，
本文给出极小 Ｃａｙｌｅｙ 图的如下性质．

定理 １　 如果 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｇ，Ｓ） 是极小 Ｃａｙｌｅｙ
图，则 ＣＣ（Γ） ≠０当且仅当存在生成元 ａ，ｂ∈ Ｓ，
ａ 与 ｂ 互逆，且 ａ３ ＝ ｂ３ ＝ ｅ．

证　 明　 首先，证明充分性．若存在生成元 ａ，
ｂ ∈Ｓ，ｂ ＝ ａ－１ 且 ａ３ ＝ ｂ３ ＝ ｅ，则 ｂ ＝ ａ２，对于任意的

ｇ ∈Ｇ，有（ｇａ）ａ ＝ ｇｂ∧（ｇｂ）ｂ ＝ ｇａ，即 ｇ的两个邻

节点 ｇａ 与 ｇｂ 之间存在一条连边，因此 ＣＣ（Γ） ≠ ０．
其次，证明必要性．若 ＣＣ（Γ） ≠ ０，则对于任

意的节点 ｇ ∈ Ｇ，其邻居之间至少存在一条连边．
由于 Ｃａｙｌｅｙ 图的点对称性，在此仅需考虑单位元

ｅ的聚集系数，其邻节点的集合为生成集 Ｓ．假设与

ｅ形成三角形的两个邻居分别为 ａ与 ｂ，ａ，ｂ∈ Ｓ∧
ａ ≠ ｂ，则必定存在ｈ，ｈ－１ ∈Ｓ，满足ａｈ ＝ ｂ且ｂｈ－１ ＝
ａ；由于Ｓ不含单位元，则有ｈ≠ｂ∧ｈ≠ａ－１．进一步，
若 ｈ ≠ ｂ －１ ∧ ａ ≠ ｂ －１，则 Ｓ ＼｛ｂ，ｂ －１｝ 仍可生成 Ｇ，
同样的，若 ｈ≠ ａ∧ ｂ≠ ａ －１，则 Ｓ ＼｛ａ，ａ －１｝ 仍可生

成 Ｇ 的所有元素，这与 Γ 是极小 Ｃａｙｌｅｙ 图相矛盾

的，因此必有 ａ ＝ ｂ －１，即 ａ 与 ｂ 互逆．接下来，考虑

ｈ 的取值，若 ｈ是不同于 ａ和 ｂ的第 ３个生成元，即
ｈ ≠ ａ ∧ ｈ ≠ ｂ，由于 ａｈ ＝ ｂ 以及 ａ 与 ｂ 互逆，则
ｈ ＝ ａ －１ｂ ＝ｂ２，即 ｈ可由 ｂ生成；同样地，ｈ －１ 也可由

ａ生成；也就是说 Ｓ ＼｛ｈ，ｈ －１｝ 仍可生成Ｇ的所有元

素，这也与 Γ 是极小 Ｃａｙｌｅｙ 图相矛盾的，因此必

有 ｈ ＝ ａ或 ｈ ＝ ｂ成立．又因为 ａｈ ＝ ｂ且 ａ非单位元，
自然有 ｈ ≠ ｂ．由此，可知 ｈ ＝ ａ ＝ ｂ －１ 成立，即 ａ 与

ｂ 互逆且 ａ３ ＝ ｂ３ ＝ ｅ，得证．
很多著名的互连网络都是 Ｃａｙｌｅｙ 图且具有

极小性，如圈 Ｃｎ、交错群图 ＡＧｎ、超立方体 Ｑｎ、立
方连通圈 ＣＣＣｎ 等，定理 １提供一种简单的方式判

断这些 Ｃａｙｌｅｙ 图是否具有较高的聚集性．而且，从
定理 １ 的证明可知，若极小 Ｃａｙｌｅｙ 图的生成集中

存在一对互逆的生成元，并且其 ３ 次幂为单位元，
则该对生成元之间一定具有连边，形成且仅形成

一个三角形；进一步，若生成集中存在 ｎ 对互逆的

生成元，其 ３ 次幂都为单位元，则形成的三角形个

数为 ｎ， 因此容易得到如下推论．
推论 １　 如果 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｇ，Ｓ） 是极小 Ｃａｙｌｅｙ

图，则 ＣＣ（Γ） ＝ ｎ ／ Ｃ２
｜ ｓ｜ 当且仅当生成集 Ｓ 中存在 ｎ

对互逆且 ３ 次幂为 ｅ 的生成元．
例 １　 圈 Ｃｎ 是极小 Ｃａｙｌｅｙ 图 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｚｎ，

｛ － １， ＋ １｝）， 其中：“ ＋” 和“ －” 分别为模 ｎ的加
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减运算；Ｃｎ 的度为 ２．很明显，仅当 ｎ ＝ ３ 时，满足

１３ ＝（ － １） ３ ＝１，圈 Ｃ３ 为三角形，其聚集系数为 １，
其余情况圈 Ｃｎ 的聚集系数都为 ０．

例 ２　 交错群图 ＡＧｎ ＝ Ｃａｙ（Ａｎ，Ｓ） ［１６］ 是针对

偶置换群 Ａｎ 构造的一类 Ｃａｙｌｅｙ 图， 设 ｇ ＋
ｉ ＝

（１２ｉ），ｇ －
ｉ ＝ （１ｉ２），则生成集 Ｓ ＝ ｛ｇ ＋

ｉ ｉ ＝ ３，４，…，

ｎ｝ ∪｛ｇ －
ｉ ｉ ＝ ３，４，…，ｎ｝ ．ＡＧｎ 是度为 ２（ｎ － ２） 的

极小 Ｃａｙｌｅｙ 图，所有生成元都是 ３⁃轮换并且两两

互逆，对所有的 ｉ ＝ ３，４，…，ｎ，（１２ｉ） 与（１ｉ２） 互

逆，并且满足（１２ｉ） ３ ＝ （１ｉ２） ３ ＝ ｅ．因此其聚集系数

为（ｎ － ２） ／ Ｃ２
２（ｎ－２） ．如图 １是交错群图 ＡＧ３ 和 ＡＧ４，

从图 １ 中可看出，其具有较高的聚集系数．
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图 １　 交错群图 ＡＧ３ 和 ＡＧ４

２　 极小 Ｃａｙｌｅｙ 图的小世界特性

在最早提出的 ＷＳ 小世界的基础上， Ｃｏｎｔ
等［１７］用图论的语言描述了小世界网络模型的基

本原则．
定义 ４（小世界网络模型［１７］ ） 　 一个网络模

型 Ω 被称为小世界的，如果其生成图 Γ 满足以下

条件，其中，Ｖ（Γ） 和 Ｅ（Γ） 分别为 Γ 的节点集和

边集．
１） 图 Γ 是稀疏的， 即 ｄｅｇ（Γ） ∈ Ｏ（ｌｏｇ ｜

Ｖ（Γ） ｜ ）；
２） 图Γ具有较小的直径，即Ｄ（Γ） ∈Ｏ（ｌｏｇ ｜

Ｖ（Γ） ｜ ）；
３） 图 Γ 具有较高的聚集系数，即存在大于 ０

的常数 ｃ，使得 ＣＣ（Γ） ≥ ｃ 成立．
必须说明的是，该定义可以进行小的调整，如

稀疏图中关于节点度的条件可以替换为 Ｅ（Γ） 的

条件，即 ｜ Ｅ（Γ） ｜ ∈ Ｏ（ ｜ Ｖ（Γ） ｜ ｌｏｇ ｜ Ｖ（Γ） ｜ ），
较小的直径可以替换为较小的平均距离，Γ 的聚

集系数也可表示为ＣＣ（Γ） ≈ ｃ（ｃ ＞ ０），但由此可

知，其本质是相同的．
针对极小 Ｃａｙｌｅｙ 图和小世界之间的关联，可

得到如下结论．

定理 ２　 非常数度的极小 Ｃａｙｌｅｙ 图必定不是

小世界的．
证　 明　 若有非常数度的极小 Ｃａｙｌｅｙ 图 Γ ＝

Ｃａｙ（Ｇ，Ｓ），从推论 １ 可知，ＣＣ（Γ） ＝ ｎ ／ Ｃ２
｜ ｓ｜ 其中，ｎ

为 Ｓ中 ３次幂为 ｅ的互逆生成元的对数，易知其最

大取值为 ｜Ｓ ｜ ／ ２， 则有 ＣＣ（Γ） 的最大取值为

１ ／ （ ｜Ｓ ｜ － １） ． 由于 ｄｅｇ（Γ） ＝ ｜Ｓ ｜ 不为常数，则图

Γ 无法满足条件 ３），图 Γ 不是小世界的，得证．
例如图１中交错群图ＡＧｎ，属于非常数度的极小

Ｃａｙｌｅｙ 图，度为 ２（ｎ － ２），聚集系数为（ｎ － ２） ／
Ｃ２

２（ｎ－２），尽管其聚集系数较高，但随着节点规模的

增大，聚集系数越来越小，按照定理 ２ 的证明可

知，其不是小世界的．
根据定义 ４ 可以发现，极小 Ｃａｙｌｅｙ 图可作为

候选的、确定性的小世界网络模型．遵循互连网络

设计原则，很多性质良好的极小 Ｃａｙｌｅｙ 图都是可

扩展的、稀疏的并具有低直径，即符合小世界网络

模型定义的条件 １）和条件 ２），为构造小世界网

络提供了很好的模型基础．
进一步，从定理 ２ 可知，极小 Ｃａｙｌｅｙ 图若不

是常数度网络，则其本身一定不是小世界的．因此

若要构造小世界网络，则需要扩展生成集使其不

具有极小性，并且通过恰当选择扩展的生成集，获
得较高的聚集系数，将极小 Ｃａｙｌｅｙ 图转换为具有

小世界特性的 Ｃａｙｌｅｙ 图．

３　 极小 Ｃａｙｌｅｙ 图的扩展模型

本文详细介绍如何通过扩展极小 Ｃａｙｌｅｙ 图

的生成集，构造小世界网络．为便于讨论，引入以

下概念和符号．
定义 ５（Ｃａｙｌｅｙ 扩展图）　 设Γ为极小Ｃａｙｌｅｙ

图 Ｃａｙ（Ｇ，Ｓ），若 Γ 为扩展的生成集，使其增加新

的生成元集 Ｈ， 满足 Ｈ ⊆ Ｇ ＼ Ｓ ∪ ｛ｅ｝( ) ∧ Ｈ ＝
Ｈ －１，则形成新的 Ｃａｙｌｅｙ 图 Ｃａｙ（Ｇ，Ｓ∪ Ｈ） 称为Γ
基于 Ｈ 的扩展图，记为 Ｅｘ（Γ，Ｈ）；另外，Γ 也可称

为 Ｅｘ（Γ，Ｈ） 的 Ｃａｙｌｅｙ 基图．
很明显， Ｃａｙｌｅｙ 扩展图在其基图上增加了节

点度，使节点之间存在更多的连边，降低了网络直

径并且增加了聚集性．接下来，基于 Ｃａｙｌｅｙ 扩展图

的概念以及定义 ４ 中小世界网络模型 ３ 个条件，
定理 ３ 和定理 ４ 分别给出常数度和非常数度的小

世界网络的构造方法，其中 Ｎ ＝｜ Ｖ（Γ） ｜ ．
定理 ３　 若极小 Ｃａｙｌｅｙ 图 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｇ，Ｓ） 是

常数度网络且满足定义 ４ 的条件 ２），若有 Ｈ ∩
（Ｓ ∪ Ｈ）２ ≠Φ 且 ｜ Ｈ ｜ ＝ ｃ（ｃ为常数），则 Ｅｘ（Γ，Ｈ）
是常数度的小世界网络．
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证　 明

１） 由于 ｜ Ｈ ｜ 为常数，ｄｅｇ（Ｅｘ（Γ，Ｈ）） ＝
ｄｅｇ（Γ） ＋｜ Ｈ ｜ ＝ ｃｄ（ｃｄ 为常数），则有Ｅｘ（Γ，Ｈ） 满

足定义 ４ 的条件 １），且 Ｅｘ（Γ，Ｈ） 是常数度网络；
２） 由于Γ满足定义 ４的条件 ２），即有Ｄ（Γ） ∈

Ｏ（ｌｇ Ｎ），又由于Ｅｘ（Γ，Ｈ）≤Ｄ（Γ），则Ｅｘ（Γ，Ｈ）满

足条件 ２）；
３） 由于 Ｈ ∩ Ｓ ∪ Ｈ( ) ２ ≠ Φ， ｜ Ｈ ｜ 为常数，

即任意节点 ｇ∈ Ｇ的邻节点的连边Ｍｇ 为常数，由
于 ｄｅｇ（Ｅｘ（Γ，Ｈ）） 也为常数，则ＣＣ（Ｅｘ（Γ，Ｈ））＝
Ｍｇ ／ Ｃ２

ｄｅｇ（Ｅｘ（Γ，Ｈ）） ＝ ｃｈ（ｃ ｈ 为常数） ．
由于 Ｅｘ（Γ，Ｈ） 满足定义 ４ 的条件 １）、２）、

３），Ｅｘ（Γ，Ｈ） 是小世界的且是常数度的网络，
得证．

例 ３　 立方连通圈 ＣＣＣｎ（ｎ≥３） 是度为 ３ 的

极小 Ｃａｙｌｅｙ图 Ｃａｙ（Ｇ，Ｓ），其中群 Ｇ是 Ｚ２ 与 Ｚｎ 的

圈积，表示为 Ｇ ＝ Ｚ２ ⊗ Ｚｎ，Ｇ 上的操作为 ∀（ｘ１，
ｙ１），（ｘ２，ｙ２） ∈（Ｚｎ

２，Ｚｎ），（ｘ１，ｙ１）（ｘ２，ｙ２） ＝ （ｘ１ ⊗
σｙ１（ｘ２），ｙ１ ＋ ｙ２），σｙ１ 是循环右移 ｙ１ 位操作，⊗是

异或操作，生成集 Ｓ ＝ ｛（１０…０}
ｎ－１

，０），（０…０}

ｎ

， ±１）｝．若

令ｃｋ ≤ｎ／ ２的任意正整数，定义Ｈ ＝ ｛（０…０}

ｎ

，± ｉ） １ ＜

ｉ≤ ｃｋ｝，易知 Ｈ满足定理 ３的条件， Ｃａｙｌｅｙ扩展图

Ｅｘ（ＣＣＣｎ，Ｈ） 是常数度的小世界网络， 若 ｃｋ ＝
ｎ ／ ２， 其节点度为 ２ｃｋ， 其聚集系数为 ３（ｃｋ －
１） ／ ２（２ｃｋ － １）；否则其节点度为 １ ＋ ２ｃｋ，其聚集

系数为 ３（ｃｋ － １） ／ ２（２ｃｋ ＋ １） ．
定理 ４　 若极小 Ｃａｙｌｅｙ 图 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｇ，Ｓ） 满

足定义 ４ 的条件 １） 和条件 ２），且 Ｈ′ ⊆ Ｓ 使得

Ｈ ∪ Ｈ′( ∪ ｛ｅ｝） ≤ Ｇ 成立，并且有 Ｈ ∪ Ｈ′ ∈
Ｏ（ｌｇ Ｎ），则 Ｅｘ（Γ，Ｈ） 是小世界的．

证　 明

１）由于 Γ 满足条件 １）， 即有 ｄｅｇ（Γ） ∈
Ｏ（ｌｇ Ｎ），又因为 ｜ Ｈ ｜ ≤ Ｈ ∪ Ｈ＇ ∈Ｏ（ｌｇ Ｎ），则
ｄｅｇ（Ｅｘ（Γ，Ｈ）） ＝ ｄｅｇ（Γ） ＋｜ Ｈ ｜ ＝｜ Ｓ ｜ ＋｜ Ｈ ｜ ∈
Ｏ（ｌｇ Ｎ）， Ｅｘ（Γ，Ｈ） 满足条件 １）；

２） 由于 Γ 满足条件 ２）， 即有 Ｄ（Γ） ∈
Ｏ（ｌｇ Ｎ），又由于Ｅｘ（Γ，Ｈ） ≤Ｄ（Γ），则有Ｅｘ（Γ，
Ｈ） 满足条件 ２）；

３） 由于 ｜ Ｓ ｜ ＋｜ Ｈ ｜ ∈ Ｏ（ｌｇ Ｎ），又因为存在

Ｈ′⊆ Ｓ，使得Ｈ∪Ｈ′∪｛ｅ｝ 是Ｇ的子群，而且满足

Ｈ ∪ Ｈ＇ ＝｜ Ｈ＇ ｜ ＋ ｜ Ｈ ｜ ∈ Ｏ（ｌｇ Ｎ），则有

ＣＣ（Ｅｘ（Γ，Ｈ）） ≥
Ｃ２

｜ Ｈ′｜ ＋｜ Ｈ｜

Ｃ２
｜ Ｓ｜ ＋｜ Ｈ｜

＝

　 　 　 　 Ｈ ∪ Ｈ′ Ｈ ∪ Ｈ′ － １( )

（ ｜ Ｓ ｜ ＋｜ Ｈ ｜ ）（ ｜ Ｓ ｜ ＋｜ Ｈ ｜ － １）
≈

　 　 　 　
ｃ１ ｌｇ Ｎ（ｃ１ ｌｇ Ｎ － １）
ｃ２ ｌｇ Ｎ（ｃ２ ｌｇ Ｎ － １）

＝
ｃ２１（ｌｇ Ｎ － １ ／ ｃ１）
ｃ２２（ｌｇ Ｎ － １ ／ ｃ２）

．

当 ｎ→ ∞ 时，ＣＣ（Ｅｘ（Γ，Ｈ）） ≥ ｃ２１ ／ ｃ２２（其中，
ｃ１、ｃ２ 分别为常量， 则有 ＣＣ（Ｅｘ（Γ，Ｈ）） 满足条

件 ３）；
综上所述，Ｅｘ（Γ，Ｈ） 是小世界的，得证．
例 ４　 超立方体 Ｑｎ 为极小 Ｃａｙｌｅｙ图 Ｃａｙ（Ｇ，

Ｓ），其中：Ｇ ＝ Ｚｎ
２； Ｓ ＝ ｛０…０}

ｉ

１ ０…０}

ｎ－ｉ－１

０ ≤ ｉ ≤ ｎ －

１｝ ． 若令 ｔ ＝ 「ｌｏｇ２ｎ⌉， Ｈ′ ＝ ｛（ｘ１，ｘ２，ｘｔ０ｎ－ｔ） ｘ１，

ｘ２，…，ｘｔ 中仅一个为 １｝，Ｈ ＝ ｛（ｘ１，ｘ２，ｘｔ０ｎ－ｔ） ｘ１，

ｘ２，…，ｘｔ） ∈ Ｚ ｔ
２｝ ＼ Ｈ′ ∪ ｛ｅ｝( ) ，其中单位元 ｅ 为

（０，０，…，０），易知Ｈ满足定理 ４的条件，Ｃａｙｌｅｙ扩
展图 Ｅｘ（Γ，Ｈ） 是小世界的，其节点数 Ｎ ＝ ２ｎ，度
和直径都为 Ｏ（ｌｇ Ｎ），聚集系数大于或等于 １ ／ ４．

从以上示例可知，定理 ３ 和定理 ４ 提供了一

种基于极小 Ｃａｙｌｅｙ 图构造小世界网络的方法，该
方法非常灵活，只要选择满足条件的极小 Ｃａｙｌｅｙ
图，恰当地扩展其生成集，则可以生成一类具有小

世界性质的 Ｃａｙｌｅｙ 图．

４　 结　 论

１）极小 Ｃａｙｌｅｙ 图由于其构造简单和高对称

性，已经广泛应用于互连网络拓扑结构的设计中，
研究学者基于各种各样的群结构提出了很多性质

良好的极小 Ｃａｙｌｅｙ 图，根据互连网络的设计原

则，这些图大部分是可扩展的、稀疏的并具有低直

径，因此为构造小世界网络提供了很好的模型

基础．
２）深入分析了 Ｃａｙｌｅｙ 图的极小性和小世界

性质的关联，建立了形式化的极小 Ｃａｙｌｅｙ 图扩展

模型，通过恰当的扩展生成集，构造出对称性强且

结构规则的小世界网络．
３）本文提出的构造方法可应用于通信网络、

结构化 Ｐ２Ｐ 覆盖网络等实际互连网络的拓扑结

构设计中，这些网络在设计时一方面需要遵循对

称性的设计原则，因为节点对称可以简化拓扑维

护及路由算法的设计，并且有利于负载均衡，而边

对称性可以实现最优容错，另一方面也可以引入

小世界性质改进网络性能，如具有小世界性质的

通信网络可根据数据访问需求进行分组聚集，并
使远程通信也具有较快的通信效率，而具有小世

界性质的结构化 Ｐ２Ｐ 覆盖网络可提高网络的路

由效率、查询和检索的命中率，并且在突发高负载

时保持良好性能．
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［８］ ＣＯＲＳＯ Ｇ． Ｆａｍｉｌｉｅｓ ａｎｄ ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ ｉｎ ａ ｎａｔｕｒａｌ ｎｕｍｂｅｒｓ
ｎｅｔｗｏｒｋ［Ｊ］． Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｅ， ２００４， ６９（３）： ３６１０６．

［９］ ＣＨＡＮＤＲＡ Ａ Ｋ， ＤＡＳＧＵＰＴＡ Ｓ． Ａ ｓｍａｌｌ ｗｏｒｌｄ ｎｅｔｗｏｒｋ
ｏｆ ｐｒｉｍｅ ｎｕｍｂｅｒｓ［Ｊ］． Ｐｈｙｓｉｃａ Ａ： Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
ａｎｄ ｉｔｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００５， ３５７（３ ／ ４）： ４３６－４４６．

［１０］ＢＯＥＴＴＣＨＥＲ Ｓ， ＧＯＮＣＡＬＶＥＳ Ｂ， ＡＺＡＲＥＴ Ｊ． Ｇｅｏｍｅｔｒｙ
ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｆｏｒ ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ ｒｅｇｕｌａｒ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ［ Ｊ ］．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ａ： Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ，
２００８， ４１（３３）： ３３５００３．

［１１］ ＺＨＡＮＧ Ｚｈｏｎｇｚｈｉ， ＲＯＮＧ Ｌｉｌｉ， ＧＵＯ Ｃｈｏｎｇｈｕｉ． Ａ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ ｓｍａｌｌ⁃ｗｏｒｌｄ ｎｅｔｗｏｒｋ ｃｒｅａｔｅｄ ｂｙ ｅｄｇｅ
ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］． Ｐｈｙｓｉｃａ Ａ： Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ ｉｔｓ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００６， ３６３（２）： ５６７－５７２．

［１２］ＬＵ Ｚｈｅｍｉｎｇ， ＧＵＯ Ｓｈｉｚｅ． Ａ ｓｍａｌｌ⁃ｗｏｒｌｄ ｎｅｔｗｏｒｋ ｄｅｒｉｖｅｄ
ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ ｕｎｉｆｏｒｍ ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ ｔｒｅｅ ［ Ｊ ］．
Ｐｈｙｓｉｃａ Ａ： Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ ｉｔｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，
２０１２， ３９１（１ ／ ２）： ８７－９２．

［１３］ＧＯＶＯＲＣＩＮ Ｊ， ＫＮＯＲ Ｍ， ＳＫＲＥＫＯＶＳＫＩ Ｒ． Ｌｉｎｅ ｇｒａｐｈ
ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｍａｌｌ ｗｏｒｌｄｓ［ Ｊ］． Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ
Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０１３， １１３（５ ／ ６）： １９６－２００．

［１４］ＸＩＡＯ Ｗｅｎｊｕｎ， ＰＡＲＨＡＭＩ Ｂ． Ｃａｙｌｅｙ ｇｒａｐｈｓ ａｓ ｍｏｄｅｌｓ
ｏｆ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ ｓｍａｌｌ⁃ｗｏｒｌｄ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ［ Ｊ］． Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２００６， ９７（３）： １１５－１１７．

［１５］ ＢＩＧＧＳ Ｎ． Ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｇｒａｐｈ ｔｈｅｏｒｙ ［ Ｍ］． Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ，
ＵＫ： Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ， １９９３．

［１６］ ＪＷＯ Ｊ Ｓ， ＬＡＫＳＨＭＩＶＡＲＡＨＡＮ Ｓ， ＤＨＡＬＬ Ｓ Ｋ． Ａ
ｎｅｗ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｉｎｔｅｒｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ
ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ ｇｒｏｕｐ［ Ｊ］． Ｎｅｔｗｏｒｋｓ， １９９３， ２３（４）： ３１５－
３２６．

［ １７ ］ ＣＯＮＴ Ｒ， ＴＡＮＩＭＵＲＡ Ｅ． Ｓｍａｌｌ⁃ｗｏｒｌｄ ｇｒａｐｈｓ：
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ ａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓ ［ Ｊ ］．
Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ， ２００８， ４０（４）： ９３９－
９６５．

（编辑　 张　 红）

·１１１·第 ７ 期 刘艳霞， 等： 极小 Ｃａｙｌｅｙ 图的确定性小世界网络模型


