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摘　 要： 针对具有多领航者的二阶系统分布式协同控制问题，提出了一种一般性的包容控制算法，并基于控制增益系数

和系统信息拓扑拉普拉斯矩阵的特征值给出了系统收敛的充分必要条件．在此基础上，进一步研究了控制增益系数和系

统信息拓扑对系统收敛速度的影响，给出了取得极大收敛速度的控制增益系数解析表达式，并利用 Ｗｅｙｌ 定理证明了增

加系统中的信息链路可以提高系统收敛速度．最后，系统仿真验证了所得结论的正确性．
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　 　 近年来，多智能体系统分布式协同控制问题

得到众多研究者的广泛关注．与集中式的控制策

略不同，在分布式系统中个体只利用部分系统成

员的相对信息生成控制决策，因此具有较强的容

错性和鲁棒性．
一致性问题是分布式协同控制的一个重要研

究方向［１－３］，系统能够实现一致性即系统能够通过

局部信息交互在关键信息量上达成一致．通过设置

所要达成一致的状态量，一致性算法可以实现姿态

对准、编队构型生成和保持等多种编队控制功

能［４－６］； 然而，在某些任务中对各系统成员的最终

状态并没有精确的要求，例如，在分离式模块航天

器编队中，成员间相对位置和相对姿态只要能满足

无线能量和信息传输要求即可．可以考虑利用某几

颗模块航天器对编队成员的位置和姿态限定一个

范围，其他编队成员的位置或姿态只要始终处于该

范围内即可．与上述编队任务密切相关的是包容控

制问题，包容控制是一种具有多领航者的类一致性

问题，其目的是将跟随者控制到领航者围成的某一

目标区域内（领航者围成的凸包内），具有单领航

者的包容控制实际上是一致性跟踪问题［７－９］ ．包容



控制具有广泛的潜在应用，包括：移动危险物

品［１０］、深空探测和地面监测［１１］等．
目前，分布式包容控制算法的研究工作主要

包括一阶系统［１０，１２－１３］、二阶系统［１４］ 和非线性系

统［１５－１８］ ．文献［１０］首先研究了无向一阶系统的包

容控制问题，并利用偏差分方程法证明了所提算

法的有效性．文献［１２］则研究了有向固定信息拓

扑和有向切换信息拓扑两种情况下的一阶包容控

制问题．然而，其关于切换系统的结论只适用于个

体状态向量为一维的情形．针对这一问题，文献

［１３］利用切换系统拉塞尔不变集原理提出一种

对任意有限维状态向量均适用的一阶切换系统包

容控制算法．对于由刚体组成的多智能体系统，文
献［１１］提出一种静态领航者的姿态包容控制算

法．考虑到外界干扰和参数不确定性等因素，文
献［１５－１６］分别研究了有限时间收敛和参数不确

定性有向系统的姿态包容控制问题．文献［１４］研
究了一种二阶包容算法，所提算法要求系统成员

能够同时获取自身的绝对速度信息、邻居集合的

相对位置以及相对速度信息．然而，在某些实际应

用中，受测量装置性能影响，同时获取这些信息可

能存在困难，因此，需要研究一种更为一般性的包

容算法以满足不同任务需要．
收敛速度是衡量系统性能的一个重要指标，

有众多学者对一致性算法的收敛速度进行了研

究［１９－２４］ ．系统内信息交互关系是影响系统收敛速

度的重要因素，对无向一阶积分系统，系统拉普拉

斯矩阵第二小特征值是系统收敛速度的刻画指

标［１］ ．基于此，有学者提出了加边法［１９］ 和多跳

法［２０］来提高一致性收敛速度．这两种方法的本质

都是通过增加系统中的信息链路来实现更多的信

息共享，从而系统能够较快的达到一致．而对具有

有向平衡信息拓扑的一阶系统，系统收敛速度与

信息拓扑对称图的第二小特征值相关［１］，文

献［２３］则通过状态变换将二阶系统转化为一阶

系统，然后采用与一阶有向系统相似的方法将二

阶一致性收敛速度与某无向图的第二小特征根联

系起来．控制增益系数也是影响系统收敛速度的

一个重要因素，对于二阶积分系统，文献［２４］给

出了系统取得极大收敛速度的控制增益系数表达

式．然而，对于包容控制算法，目前还未见有文献

从控制增益系数以及系统信息拓扑的角度对系统

收敛速度展开研究．
本文研究二阶积分系统包容控制问题，给出

一种一般性的包容控制算法，并对其收敛性和收

敛速度问题进行研究．

１　 代数图论

将系统中的成员视为顶点，用边来表示个体

间的信息交互情况，则整个系统的信息交互关系

可以用图 Ｇ 来表示，称之为系统信息拓扑．
设 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ） 为有向图，其中 Ｖ（Ｇ） ＝ ｛１，２，

…，Ｎ｝为顶点集， Ｅ（Ｇ）⊆Ｖ（Ｇ） × Ｖ（Ｇ）为边集．用
（ｉ，ｊ） 来表示从顶点 ｊ指向顶点 ｉ的有向边，其中 ｊ称
为 ｉ的邻居，ｉ的邻居集合定义为Ｎｉ ＝ ｛ ｊ∈ Ｖ（Ｇ） ｜
（ｉ，ｊ） ∈ Ｅ（Ｇ）｝ ．若（ｉ，ｊ） ∈ Ｅ（Ｇ）⇔（ ｊ，ｉ） ∈ Ｅ（Ｇ），
则称 Ｇ 为无向图． 点边交错序列 ｉ０（ｉ０，ｉ１）ｉ１（ｉ１，
ｉ２）…（ｉｋ－１，ｉｋ）ｉｋ 表示从顶点 ｉｋ 到顶点 ｉ０ 的一条有

向路径，其中各顶点 ｉｇ（ｇ ＝ ０，１，…，ｋ） 互异，且（ｉｇ，
ｉｇ＋１） ∈ Ｅ（Ｇ） （ｇ ＝ ０，１，…，ｋ） ．用符号 ｉ ｜→ ｊ 来表

示从顶点 ｉ 到顶点 ｊ 存在一条有向路径．Ｇ 的邻接

矩阵定义为 Ａ ＝ ［ａｉｊ］ ∈ ＲＮ×Ｎ， ａｉｊ ≥ ０，ａｉｊ ＞ ０⇔
（ ｉ，ｊ） ∈ Ｅ（Ｇ），Ｇ 的拉普拉斯矩阵定义为 Ｌ ＝

［ ｌｉｊ］ ∈ＲＮ×Ｎ， ｌｉｉ ＝ ∑
（ ｉ，ｊ）∈Ｅ（Ｇ）

ａｉｊ，ｌｉｊ ＝ － ａｉｊ， （ ｉ ≠ ｊ） ．

在系统信息拓扑 Ｇ 中，有向边（ ｉ，ｊ） 表示智能

体 ｉ 能够获取 ｊ 的信息，智能体 ｉ 的邻居集合则包

含了所有处于 ｉ 的敏感或通信范围内的其他系统

成员．

２　 问题描述

考虑如下二阶系统：
ｘ̇ｉ ＝ ｖｉ， ｖ̇ｉ ＝ ｕｉ，　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （１）

其中 ｘｉ ∈ Ｒｐ， ｖｉ ∈ Ｒｐ， ｕｉ ∈ Ｒｐ 分别为第 ｉ 个智

能体的位置、速度和控制输入．
注 １　 为了便于描述，只考虑 ｐ ＝ １ 的情形，

对于维数大于 １ 的情况可以用克罗尔内积进行拓

展，本文的结论对其他任意有限维的情况均成立．
在实际的应用中可以利用凸多面体对目标区

域进行近似，通常选取的顶点越多近似精度越高．
首先给出凸包的定义．

定义 １［１２］ 　 设集合 Ｘ ＝ ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝ 为实

向量空间 Ｖ ⊆ Ｒｐ 的子集，Ｘ 的凸包定义为

ＣＯ（Ｘ）＝ ∑
ｍ

ｉ ＝１
αｉｘｉ ｜ ｘｉ ∈Ｘ，αｉ ∈Ｒ，αｉ ≥０，∑

ｍ

ｉ ＝１
αｉ ＝ １{ } ．

设目标区域（运动的或静止的） 可以由 ｍ 个

顶点围成的凸包近似表示，将这 ｍ 个顶点视为领

航者，而将系统成员视为跟随者，领航者集合与跟

随者集合分别记为 Ｌ ＝ ｛ｎ ＋ １，…，ｎ ＋ ｍ｝ 和 Ｆ ＝
｛１，２，…，ｎ｝ ．

注 ２　 目标区域顶点信息可以是由外界提供

的，也可以是由系统中能力较强的个体自主生成
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的，这些个体通常具有较强的敏感、通信和信息处

理能力，在探测到目标或障碍物时能自动生成目

标或安全区域．
本文考虑静态领航者的情况，即 ｖ̇ｉ ＝ ０， ｉ∈ Ｌ．

设计跟随者的控制器为

ｕｉ（ ｔ） ＝ － αｖｉ －∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ［γ ０（ｘｉ － ｘ ｊ） ＋ γ １（ｖｉ － ｖ ｊ）］，

　 　 　 　 ｉ ∈ Ｆ． （２）
其中 α，γ ０，γ １ 为常值．

设跟随者以及跟随者之间的信息交互关系做

成的图为 ＧＦ，本文将研究跟随者之间为双向信息

交互的情况，即 ＧＦ 为无向图．所有跟随者以及领

航者之间的信息交互关系做成的图记为 Ｇ，称为

系统信息拓扑．由于领航者只是用来界定目标区

域的，其运动不受任何其他系统成员的影响，根据

领航者与跟随者的分化，系统拉普拉斯矩阵可以

写成如下形式：

Ｌ ＝
ＬＦ ＬＦＬ

０ｍ×ｍ ０ｍ×ｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （３）

其中 ＬＦ 为 ｎ 阶方阵，ＬＦＬ 为 ｎ × ｍ 阶矩阵．
为了实现包容控制目标，必须保证任意一个

跟随者至少受一个领航者的影响，否则系统中将

存在某些跟随者，其运动不受任何领航者影响，也
就无法进入领航者围成的目标区域内．因此，首先

给出包容控制的一个必要条件．
假设 １　 对任意一个跟随者 ｉ，至少存在一个

领航者 ｊ，使得 Ｇ 满足从 ｊ 到 ｉ 存在一条路径．
引理 １［１５］ 　 若假设１成立且跟随者之间为双

向信息交互，则 ＬＦ 为正定阵， － Ｌ －１
Ｆ ＬＦＬ 为非负矩

阵且每行元素和为 １．
令 ｘＬ ＝ ｘｎ＋１ … ｘｎ＋ｍ[ ] Ｔ，由定义 １ 和引理

１， － Ｌ －１
Ｆ ＬＦＬｘＬ 位于领航者围成的凸包内．下面给

出包容控制的定义．
定义 ２ 　 令 ｘＦ ＝ ｘ１ … ｘｎ[ ] Ｔ， ｖＦ ＝

ｖ１ … ｖｎ[ ] Ｔ，若在控制器（２） 的作用下有ｘＦ →
－ Ｌ －１

Ｆ ＬＦＬｘＬ， ｖＦ →０，则称控制器（２） 可以实现包

容控制．

３　 收敛性分析

由式（１） ～ （２）得
ｘ̇Ｆ

ｖ̇Ｆ

é

ë

ê
ê
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û
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ú
＝

０ｎ×ｎ Ｉｎ
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＋

　 　 　
０ｎ×ｍ ０ｎ×ｍ

－ γ ０ＬＦＬ － γ １ＬＦＬ

é
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ê
ê

ù

û

ú
ú

ｘＬ

０ｍ×１

é

ë
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ê

ù

û
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ú
． （４）

令

Γ ＝
０ｎ×ｎ Ｉｎ

－ γ０ＬＦ － αＩｎ － γ１ＬＦ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

设跟随者的位置初值和速度初值分别为 ｘＦ（０） 和

ｖＦ（０），则
ｘＦ（ｔ）
ｖＦ（ｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ｅΓｔ

ｘＦ（０）
ｖＦ（０）
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＋∫ｔ
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ｅΓ（ｔ－τ）ｄτ

０ｎ×ｍ ０ｎ×ｍ
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ú
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ｘＬ

０ｍ×１
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û
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ú
＝ ｅΓｔ

ｘＦ（０）
ｖＦ（０）

é
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ê
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ú
＋ （ｅΓｔΓ－１ －Γ－１）

０ｎ×１
－ γ０ＬＦＬｘＬ

é
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ê
ê
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û

ú
ú
．

经计算

Γ－１ ＝
－ α
γ ０

Ｌ －１
Ｆ －

γ １

γ ０
Ｉｎ － （γ ０ＬＦ）

－１

Ｉｎ ０ｎ×ｎ

é

ë

ê
ê
êê
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－ Γ－１
０ｎ×１

－ γ ０ＬＦＬｘＬ
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ú
＝

－ Ｌ －１
Ｆ ＬＦＬｘＬ
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由于Γ的所有特征根均具有负实部当且仅当

ｅΓｔ → ０，进而得

ｘＦ（ ｔ）
ｖＦ（ ｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
→

－ Ｌ －１
Ｆ ＬＦＬｘＬ
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ú
，

当且仅当 Γ的所有特征根均具有负实部．
由以上分析可得如下定理成立．
定理 １　 若假设 １ 成立， 则控制器（２） 能够

实现渐近包容控制当且仅当Γ的所有特征根均具

有负实部．
在系统信息拓扑确定的情况下，Γ的特征根

分布由控制增益系数α， γ ０， γ １ 决定，那么该如何

选取控制增益系数使得控制器（２） 能够实现包容

控制呢？ 由于跟随者之间为双向信息交互，由引

理 １得， － ＬＦ 的特征根均为负实数，不妨设为 ０ ＞
μ １ ≥ μ ２ ≥ … ≥ μ ｎ ． 进一步， 设 Γ 的特征根为

λ ｉ（ ｉ ＝１，２，…，ｎ）， 则 （λ ｉ） ２ ＋ （α － γ １μ ｉ）λ ｉ －
γ ０μ ｉ，由于控制协议（２） 中不含绝对位置反馈项，
因此由引理 ２［３］ 可得，Γ的特征根均具有负实部

的充要条件为 α ＞ ｍａｘ
ｉ

（μ ｉγ １） 且 γ ０ ＞ ０．于是得

到以下结论．
定理 ２　 控制器（２）能够实现渐近包容控制

当且仅当

α ＞ ｍａｘ
ｉ

（μｉγ１），

γ０ ＞ ０．{ （５）

　 　 注 ３　 事实上，定理 ２ 隐含了假设 １ 的条件，
因为若 Ｌ 的 ０ 特征根的重数大于 ｍ，则 ＬＦ 含有零

特征根，与式（５） 中第二个不等式矛盾．
注 ４　 由定理 ２中第二个不等式可知 γ ０ ≠０．

此外，由于 μ ｉ ＜ ０，由第一个不等式得：γ １ 与 α 中

可以有一个为 ０ 另一个为正．因此，控制器（２） 中
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必须含有邻居间相对位置信息，而个体的绝对速

度信息与邻居间的相对速度信息可以根据实际情

况进行选择．

４　 收敛速度分析

由式（４） 系统收敛速度与 Γ的特征根分布有

关．经计算，Γ的特征根为

λ ｉ１ ＝
－ （α － γ１μｉ） ＋ （α － γ１μｉ） ２ ＋ ４γ０μｉ

２
，

λ ｉ２ ＝
－ （α － γ１μｉ） － （α － γ１μｉ） ２ ＋ ４γ０μｉ

２
．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（６）
式中 ｉ ＝ １，２…，ｎ． 设系统指数收敛速度为 ａ，则
　 ａ ＝ － ｍａｘ｛Ｒｅλ ｉｊ ｜ ｉ ＝ １，２，…，ｎ；ｊ ＝ １， ２｝． （７）
　 　 由式（６）和（７）可知，系统收敛速度由控制增

益系数以及系统信息拓扑结构 Ｇ 共同决定．
４􀆰 １　 控制增益系数对系统收敛速度的影响

首先研究控制增益系数对系统收敛速度的影

响，并给出取得极大收敛速度的控制增益系数表

达式．
４􀆰 １􀆰 １　 α ＝ ０ 的情况

当α ＝ ０时，由定理２，包容控制的充分必要条

件为 γ ０ ＞ ０， γ １ ＞ ０．
由于 Ｒｅ｛λ ｉ１｝ ≥ Ｒｅ｛λ ｉ２｝，所以

ａ ＝ ｍａｘ｛Ｒｅλ ｉ１ ｜ ｉ ＝ １，…，ｎ｝ ．
首先固定 γ １，对 γ ０ 分 ３ 种情况进行讨论：

１） 当 γ ０ ≥－
γ ２

１ μ ｎ

４
时， ａ ＝

γ １μ １

２
．γ ０ 的变化对

系统收敛速度没有影响．

２） 当 －
γ ２

１ μ １

４
＜ γ ０ ＜ －

γ ２
１ μ ｎ

４
时，

ａ ＝ ｍａｘ γ １μ ｎ ＋ （γ １μ ｎ） ２ ＋ ４γ ０μ ｎ

２
，
γ １μ １

２{ } ．

经计算：

若 －
γ ２

１ μ １

４
＜ γ ０ ≤

（ － μ ２
１ ＋ ２μ １μ ｎ）γ ２

１

－ ４μ ｎ
，则

ａ ＝
γ １μ ｎ ＋ （γ １μ ｎ） ２ ＋ ４γ ０μ ｎ

２
；

若
（ － μ ２

１ ＋ ２μ １μ ｎ）γ ２
１

－ ４μ ｎ
＜ γ ０ ＜ －

γ ２
１ μ ｎ

４
，则

ａ ＝
γ １μ １

２
．

３） 当 ０ ＜ γ ０ ＜ －
γ ２

１ μ １

４
时，

ａ ＝
γ １μ ｎ ＋ （γ １μ ｎ） ２ ＋ ４γ ０μ ｎ

２
．

由以 上 分 析 得： 对 固 定 的 γ １， 当 γ ０ ＝
（ － μ ２

１ ＋ ２μ １μ ｎ）γ ２
１

－ ４μ ｎ
时系统取得极大收敛速度，所

对应的指数收敛速率为 ａ ＝ －
γ １μ １

２
．

同样，对 γ ０ 固定的情况进行类似讨论有： 当

０ ＜ γ １ ≤
２ － γ ０μ ｎ

－ μ １（μ １ － ２μ ｎ）
时，系统指数收敛速

率为 －
γ １μ １

２
，增大 γ １ 可以提高系统收敛速度；当

２ － γ ０μ ｎ

－ μ １（μ １ － ２μ ｎ）
＜ γ １ 时，系统指数收敛速率为

－
γ １μ ｎ ＋ （γ １μ ｎ） ２ ＋ ４γ ０μ ｎ

２
， 此 时

－
γ １μ ｎ ＋ （γ １μ ｎ） ２ ＋ ４γ ０μ ｎ

２
为 γ １ 的减函数，增

大 γ１ 反而会减慢系统收敛速度． 由于当 γ１ ＝

２ － γ０μｎ

－ μ１（μ１ － ２μｎ）
时，

γ１μｎ ＋ （γ１μｎ）２ ＋ ４γ０μｎ

２
＝

γ１μ１

２
，因此，对固定的信息拓扑Ｇ和γ０ ＞ ０，渐近包容

控制在 γ １ ＝
２ － γ ０μ ｎ

－ μ １（μ １ － ２μ ｎ）
处取得极大收敛速

度，所对应的指数收敛速率为 ａ ＝
γ ０μ １μ ｎ

μ １ － ２μ ｎ

，这

与定理 １［２４］ 的结论相类似，不同的是，此处 μ ｉ 为

－ ＬＦ 的特征值．
４􀆰 １􀆰 ２　 γ １ ＝ ０ 的情况

当 γ １ ＝ ０ 时，由定理 ２，包容控制的充分必要

条件为 α ＞ ０， γ ０ ＞ ０．
对固定的 γ ０ ＞ ０ 有：

１） 若０ ＜ α≤２ － γ ０μ １ ，则系统指数收敛速

率为 ａ ＝ α
２
．因此，增大 α 可以提高系统收敛速度；

２） 若 α ＞ ２ － γ ０μ １ ，则系统指数收敛速率

ａ ＝
α － α２ ＋ ４γ ０μ １

２
，增大 α 反而会减小系统收

敛速度；

３） 当 α ＝ ２ － γ ０μ １ 时系统取得极大收敛速

度，对应指数收敛速率为 ａ ＝ － γ ０μ １ ．
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同样，对固定的 α ＞ ０ 有：

１） 若 γ ０ ＞ α２

－ ４μ １
，则系统指数收敛速率为

ａ ＝ α
２
，γ ０ 的变化对收敛速度没有影响；

２） 若 γ ０ ≤ α２

－ ４μ １
，则系统指数收敛速率为

ａ ＝
α － α２ ＋ ４γ ０μ １

２
， 增大 γ ０ 可以提高系统收

敛速度；

３） 当 γ ０ ＝
α２

－ ４μ １
时系统取得极大收敛速度，

对应指数收敛速率为 ａ ＝ α
２
．

以上分析结果表明：若 α ＝ ０，则对固定的 γ １，

当 γ ０ ＝
（ － μ ２

１ ＋ ２μ １μ ｎ）γ ２
１

－ ４μ ｎ
时系统极大指数收敛

速率为 ａ ＝ －
γ １μ １

２
；若 γ １ ＝ ０，则对固定的 γ ０，当

α ＝２ － γ ０μ １ 时系统极大指数收敛速率为 ａ ＝

－ γ ０μ １ ．在这两种情况中，系统极大收敛速度均

与 ＬＦ 的最小特征根 － μ １ 密切相关， － μ １ 越大系统

极大收敛速度越快．而 － μ １ 是由系统信息拓扑结

构决定的，那么该如何设计跟随者之间以及跟随

者与领航者之间的信息交互关系使得系统具有较

快的收敛速度呢？
４􀆰 ２　 系统信息拓扑对系统收敛速度的影响

对于一个无向连通图，其拉普拉斯矩阵的最

小非零特征根表示了该图的代数连通度，因此，通
过增加信息链路可以增大最小非零特征根（至少

不会减小） ．基于此，有学者提出利用加边法来提

高一致性收敛速度．然而，对于具有领航 － 跟随结

构的系统，由于 ＬＦ 并不是某无向图的拉普拉斯矩

阵，而只是某有向图的拉普拉斯矩阵的子矩阵，加
边法是否能够增加 ＬＦ 的最小特征根 － μ １ 呢？ 若

可以的话，则可以利用加边法来提高系统的收敛

速度．事实上，由于由以下引理可以证明加边法同

样可以增大 ＬＦ 的最小特征根．
引理 ２（Ｗｅｙｌ 定理） ［２５］ 　 设 Ａ，Ｂ 为 ｎ 阶实对

称阵， Ａ、Ｂ 和 Ａ ＋ Ｂ 的特征根分别为

λ １（Ａ） ≤ λ ２（Ａ） ≤ … ≤ λ ｎ（Ａ），
λ １（Ｂ） ≤ λ ２（Ｂ） ≤ … ≤ λ ｎ（Ｂ），
λ １（Ａ ＋ Ｂ） ≤λ ２（Ａ ＋ Ｂ） ≤…≤λ ｎ（Ａ ＋ Ｂ） ．

则对任意的 ｉ ＝ １，２，…，ｎ，有

λ ｉ（Ａ ＋ Ｂ） ≥

λ ｉ（Ａ） ＋ λ１（Ｂ），
λ ｉ －１（Ａ） ＋ λ２（Ｂ），
…
λ１（Ａ） ＋ λ ｉ（Ｂ） ．

ì
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λ ｉ（Ａ ＋ Ｂ） ≤

λ ｉ（Ａ） ＋ λｎ（Ｂ），
λ ｉ ＋１（Ａ） ＋ λｎ－１（Ｂ），
…
λｎ（Ａ） ＋ λ ｉ（Ｂ） ．

ì
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　 　 由于加边后的系统信息拓扑仍要满足假设

１，因此，加边的方式有两种，一种是在跟随者之间

增加双向边， 另一种是增加从领航者到跟随者的

有向边．设增加的边集为 􀭹Ｅ，则加边后产生的新的

系统信息拓扑Ｇ′ ＝ （Ｖ（Ｇ），Ｅ∪􀭹Ｅ） ．设系统采用信

息拓扑 Ｇ′ 的极大收敛速度为 ａ（Ｇ′），采用原信息

拓扑 Ｇ的极大收敛速度为 ａ（Ｇ），可以证明以下定

理成立．
定理 ３　 若假设 １ 成立且 ＧＦ 为无向图，对固

定的 γ １ ＞ ０（γ ０ ＞ ０），增加跟随者之间的双向信

息交互以及增加从领航者到跟随者的单向信息交

互均可以提高系统极大收敛速度．
证明　 令 􀭹Ｇ ＝ （Ｖ（Ｇ），􀭹Ｅ），即 􀭹Ｇ 的顶点集为

Ｆ ∪ Ｌ，边集为 􀭹Ｅ． 设 􀭹Ｇ和 Ｇ′对应的拉普拉斯矩阵

分别为 􀭹Ｌ 和 Ｌ′．由式（３），􀭹ＬＬ′ 分别可以写成分块

形式􀭹Ｌ ＝
􀭹ＬＦ

􀭹ＬＦＬ

０ｍ×ｎ ０ｍ×ｍ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
和Ｌ′ ＝

Ｌ′Ｆ Ｌ′ＦＬ
０ｍ×ｎ ０ｍ×ｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，其中

􀭹ＬＦ 和Ｌ′Ｆ 分别为􀭹Ｌ和和Ｌ′中跟随者所在的行和列组

成的子矩阵．由于Ｌ′ ＝ Ｌ ＋􀭹Ｌ，所以Ｌ′Ｆ ＝ ＬＦ ＋􀭹ＬＦ．令
Ｌ′Ｆ 和􀭹ＬＦ 的特征根分别为λ１（Ｌ′Ｆ）≥λ２（Ｌ′Ｆ）≥…≥
λ ｎ（Ｌ′Ｆ） 和 λ １（􀭹ＬＦ） ≥ λ ２（􀭹ＬＦ） ≥…≥ λ ｎ（􀭹ＬＦ） ．由
引理 ２ 得，λ １（Ｌ′Ｆ） ≥ λ １（ＬＦ） ＋ λ １（􀭹ＬＦ） ．由于 􀭹ＬＦ

为半正定阵，所以 λ １（􀭹ＬＦ） ≥ ０，进而 λｎ（Ｌ′Ｆ） ≥

λｎ（ＬＦ）．因此，ａ（Ｇ′） ＝ γ０λｎ（Ｇ′） ≥ γ０λｎ（Ｇ） ＝
ａ（Ｇ）．

注 ５　 由定理 ３ 的证明过程可以得出：增大

信息链路上的权值也可以提高包容控制算法的极

大收敛速度．因为增大某条边上的权值所得到的

拉普拉斯矩阵也是由原拉普拉斯矩阵加上一个半

正定阵得到的．

５　 仿真验证

设系统中有 ５ 个跟随者，跟随者集合为 Ｆ ＝
｛１，２，３，４，５｝， 要将这 ５ 个跟随者控制到三角形

区域内，目标区域的 ３ 个顶点位置为（单位 ｍ）：
ξ ６ ＝ ［０， ２０］ Ｔ， ξ７ ＝ ［－ １５， － ８］Ｔ， ξ８ ＝ ［１５， － １５］Ｔ．
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各跟随者的初始位置为（单位 ｍ）：
ξ１（０） ＝ ［２０，６］ Ｔ，　 ξ２（０） ＝ ［ － ５，２２］ Ｔ，

ξ３（０） ＝ ［ － １８，７］ Ｔ， ξ４（０） ＝ ［ － ２０， － １０］ Ｔ，
ξ５（０） ＝ ［２３，５］ Ｔ ．

　 　 各跟随者在初始时刻与目标区域的相对位置

如图 １ 所示，其中跟随者用空心圆表示．

25
20
15
10
5
0

-5
-10
-15
-20 -10 0 10 20 30

x/m

y/
m

图 １　 跟随者初始位置与目标区域

　 　 各跟随者在参考轨道坐标系内的初始速度为

（单位 ｍ ／ ｓ）：
ｖ１（０） ＝ ［０􀆰 ０４，０􀆰 ０２］ Ｔ， ｖ２（０） ＝ ［０􀆰 ０５，０􀆰 ０３］ Ｔ，
ｖ３（０） ＝ ［－ ０􀆰 ０２，０􀆰 ０４］Ｔ， ｖ４（０） ＝ ［０􀆰 ０２， － ０􀆰 ０３］Ｔ，

ｖ５（０） ＝ ［ － ０􀆰 ０４，０􀆰 ０２］ Ｔ ．
假设系统信息拓扑如图 ２ 所示，取如下系统

矩阵：

ＬＦ ＝

　 ２ － １ 　 ０ 　 ０ 　 ０
－ １ 　 ２ － １ 　 ０ 　 ０
　 ０ － １ 　 ３ － １ 　 ０
　 ０ 　 ０ － １ 　 ２ － １
　 ０ 　 ０ 　 ０ － １ 　 ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

ＬＦＬ ＝

－ １ 　 ０ 　 ０
　 ０ 　 ０ 　 ０
　 ０ － １ 　 ０
　 ０ 　 ０ 　 ０
　 ０ 　 ０ － １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

．
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图 ２　 系统信息拓扑

　 　 经计算， ＬＦ 的特征值约为： ０􀆰 ５１８ ８， １，
２􀆰 ３１１ １， ３， ４􀆰 １７０ １．
　 　 首先， 以 α ＝ ０， γ ０ ＞ ０， γ １ ＞ ０ 的情况为

例，选取不同的增益系数对系统收敛速度进行对

比．取 γ ０ ＝ １ ／ １ ６００，则当 γ １ ＝ ０􀆰 ０５１时编队具有极

大收敛速度，系统仿真结果如图 ３ 所示．作为对

照，另取 γ ０ ＝ １ ／ １ ６００， γ １ ＝ ０􀆰 ２，仿真结果如图 ４
所示．
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图 ３　 γ０ ＝
１

１ ６００
， γ１ ＝０􀆰 ０５１ 时仿真结果
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（ｂ） ｔ ＝ １ ５００ ｓ 时跟随者的位置

图 ４　 γ０ ＝
１

１ ６００
， γ１ ＝０􀆰 ２ 时仿真结果
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　 　 仿真结果表明，采用两组控制增益系数均可以

将跟随者控制到目标区域内， 但是与 γ０ ＝ １ ／
１ ６００， γ１ ＝ ０􀆰 ０５１相比，当γ０ ＝ １ ／ １ ６００， γ１ ＝ ０􀆰 ２
时，虽然 γ１ 增大了，系统收敛速度却降低了．

其次，验证加边法对系统收敛速度的影响．在
原信息拓扑（图 ２）的基础上添加从领航者 ７ 到跟

随者 ２ 的边以及从领航者 ８ 到跟随者 ４ 的边，得
到系统信息拓扑图 ５．
　 　 取

ＬＦ ＝

　 ３ － １ 　 ０ 　 ０ 　 ０
－ １ 　 ５ － ２ 　 ０ 　 ０
　 ０ － ２ 　 ６ － １ 　 ０
　 ０ 　 ０ － １ 　 ５ － ２
　 ０ 　 ０ 　 ０ － １ 　 ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê
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，

ＬＦＬ ＝

－ ２ 　 ０ 　 ０
　 ０ － ２ 　 ０
　 ０ － ３ 　 ０
　 ０ 　 ０ － ２
　 ０ 　 ０ － ３
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．

　 　 经计算， ＬＦ 的特征值约为： ７􀆰 ９０１ ５， ５􀆰 ９０８ ５，
４􀆰 ０００ ０， ２􀆰 ２８８ ６， ２􀆰 ９０１ ４． 显然加边后ＬＦ 的所有特

征根均增大了．

1 2 3 4 5

图 ５　 加边后信息拓扑

　 　 仍取 α ＝ ０， γ １ ＝ ０􀆰 ０５１，则 γ ０ ＝ ０􀆰 ００３ １时系

统取得极大收敛速度，系统仿真结果如图 ６ 所示．
比较图３和图６中各跟随者的位置曲线可以看出，
增加了信息链路后系统极大收敛速度明显

提高了．
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图 ６　 γ０ ＝０􀆰 ００３ １， γ１ ＝０􀆰 ０５１ 时仿真结果

６　 结　 语

针对二阶积分系统提出一种一般性的包容控

制算法，并研究了该算法的收敛速度问题．基于系

统信息拓扑拉普拉斯矩阵特征值给出了系统收敛

性对控制增益系数的约束条件；研究了控制增益

系数对系统收敛速度的影响，为如何通过调节控

制增益系数以提高系统收敛速度提供了准则；证
明了当跟随者之间为双向信息交互时，系统收敛

速度与系统拉普拉斯矩阵最小非零特征根有关，
从而增加从领航者到跟随者的信息链路、增加跟

随者之间的双向信息链路、以及增大各信息链路

上的权值均可以提高系统收敛速度．
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