
第 ４６ 卷　 第 ９ 期

２ ０ １ ４ 年 ９ 月
　

哈　 尔　 滨　 工　 业　 大　 学　 学　 报

ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＨＡＲＢＩＮ ＩＮＳＴＩＴＵＴＥ ＯＦ ＴＥＣＨＮＯＬＯＧＹ
　

Ｖｏｌ􀆰 ４６ Ｎｏ􀆰 ９

Ｓｅｐ． ２０１４

　 　 　 　 　 　

高阶传动误差斜齿轮修形设计与加工

蒋进科， 方宗德， 苏进展

（西北工业大学 机电学院， ７１００７２ 西安）

摘　 要： 为了提高齿面啮合性能，降低磨削误差，设计高阶传动误差与接触路径曲线，并结合承载接触分析（ＬＴＣＡ）通过

优化承载传动误差（ＬＴＥ）幅值最小确定待定的参数，根据齿条展成渐开线齿面原理，求解小轮法向拓扑修形曲面；建立

基于成形砂轮轴向廓形与 ５ 轴联动 ＣＮＣ 机床各轴运动敏感性分析的齿面修形模型，判断砂轮与齿面的接触状态，计算

磨削误差，应用 ＰＳＯ 优化算法得到机床各轴运动参数与砂轮廓形的修形曲线． 算例表明：优化的高阶传动误差在曲线转

换点处是相切连接的，其拓扑修形曲面在啮入端近齿根、啮出端近齿顶处有较大的修形量，修形区域近似对角；中部有一

定微小内凹的高阶传动误差可降低 ＬＴＥ 幅值，减小轮齿振动，其内凹量大小与齿轮副工况有关，随载荷增加，最佳内凹

量逐渐增大；经过成形砂轮进行主要的修形磨削及平面砂轮进行辅助的对角修形磨削可实现拓扑修形齿面加工，理论磨

削误差小于 ２ μｍ．
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　 　 齿面印痕和传动误差（ＴＥ） 已被证实是衡量

轮齿啮合质量的重要指标［１－３］ ．通过齿轮接触分析

（ＴＣＡ） ［４］、承载接触分析［５］（ＬＴＣＡ）获得轮齿几何



传动误差、齿面印痕及承载传动误差（ＬＴＥ），为高

精度齿轮的啮合分析提供了重要依据．
高阶传动误差曾用于螺旋齿锥齿轮等复杂齿

面的啮合分析，并且已在生产加工中得到应

用［６－９］，其较传统的二阶传动误差在降低振动和

噪音方面有明显优点，且强度不会受到太大影响．
国内外学者针对复杂齿面的 ＣＮＣ 高阶修正技术

进行了大量研究，主要包括：基于摇台型机床的齿

面误差修正［１０］，但可调加工参数有限，不能实现

高精度误差修正；基于 ＣＮＣ 机床各轴运动敏感性

分析的齿面修正［１１－１６］，可实现高阶修正，但求解

方法较为困难；文献［１７］提出了一种预设二次抛

物线几何传动误差与接触路径的螺旋齿锥齿轮拓

扑修形加工方法，文献［１８］提出了优化 ＬＴＥ 幅值

的准双曲面齿轮修正方法． 以上研究均未考虑到

几何传动误差在啮合转换点处的夹角对轮齿啮合

性能影响，且针对斜齿轮高阶传动误差的设计与

成形磨齿加工研究较少．随着多轴数控技术的发

展，平面砂轮、成形砂轮的磨齿精度已达 ２ 级［１９］，
为高精度渐开线圆柱齿轮磨齿加工创造了条件．

作者以一对齿轮副为例，大轮为理论齿面，结
合 ＴＣＡ、ＬＴＣＡ 设计了四阶几何传动误差与齿面

接触迹线，通过优化 ＬＴＥ 幅值最小确定了其参

数；根据齿条展成齿轮运动关系，反算小轮的法向

修形曲面；建立基于砂轮廓形与各轴运动敏感性

分析的 ５ 轴联动 ＣＮＣ 成形砂轮磨齿加工模型，通
过粒子群（Ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｗａｒｍ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ＰＳＯ）优化

算法，求解各轴运动参数及砂轮廓形，有效降低了

齿面振动及磨削误差．

１　 斜齿轮高阶传动误差的修形设计

１􀆰 １　 高阶传动误差曲线设计

本文高阶传动误差的修形设计以 ＴＣＡ 的几何

传动误差控制为主，综合考虑齿面啮合印痕的设

计．设计思路为： １）高阶几何传动误差曲线设计不

能降低齿面的设计重合度； ２）为了减小啮入啮出

冲击，以靠近齿宽中部某点为参考点（见图 １（ａ）中
的 ｐ０ 点）在接近啮入啮出端尽可能有足够的抛物

线传动误差，为保证啮合转换点尽可能平滑，中部

应有 一 定 的 传 动 误 差 且 形 成 内 凹 形 状 （见

图 １（ａ） ｐ１ｐ０ｐ２ 段曲线）；３）为了避免边缘应力集

中，减小齿顶齿根闪温，接触路径尽可能靠近节圆，
啮入啮出端接触迹线呈光滑抛物线（见图 １（ｃ）的
ｍ１ｍ３，ｍ２ｍ４ 段曲线），且齿根、齿顶需要有一定的

齿廓修形（见图 １（ｂ）的 ｎ１ｎ３，ｎ２ｎ４ 段曲线） ． 因此

传动误差曲线为

　 ψ（φ１） ＝ ａ０ ＋ ａ１φ１
＋ ａ２φ２

１
＋ ａ３φ３

１
＋ ａ４φ４

１
． （１）

式中：ψ 为几何传动误差； φ１ 为齿轮副啮合过程

中主动轮（小轮） 转角；ａ０ ～ ａ４ 可通过图 １（ａ） 中

ｐ０ ～ ｐ４ 点的数据求解，σ、ε为待定参数；ｔ为常数，
根据齿面重合度确定，可取 １ ／ ３ 齿宽的啮合周期，
λ 可取 ｔ 的一半．

接触迹线可表达为

Ｆ（ｙ） ＝ ｃ０（ｙ － ｂ１） ４， ｙ ≤ ｂ１；

Ｆ（ｙ） ＝ ｃ１（ｙ － ｂ２） ４， ｙ ≥ ｂ２；
Ｆ（ｙ） ＝ ｂ０， 　 　 ｂ１ ≥ ｙ ≥ ｂ２ ．
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î
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ï
ï

ïï

（２）

式中：ｂ０ ～ ｂ３ 为常数，可取齿宽的 １ ／ ３； ｃ０ ～ ｃ１ 为
常数，通过图 １（ｃ） 中ｍ０ ～ ｍ４ 点的数据求解，ｙ为
旋转投影面上齿向方向参数．

沿齿廓的修形曲线表达式为

ｙａ（ｕ１） ＝ ｅ０（ｕ１ － ｄ１） ４，　 ｕ１ ≤ ｄ１；

ｙａ（ｕ１） ＝ ｅ１（ｕ１ － ｄ２） ４，　 ｕ１ ≥ ｄ２；
ｙａ（ｕ１） ＝ ０， 　 　 　 ｄ１ ≥ ｕ１ ≥ ｄ２ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

式中： ｄ１、ｄ２ 为常数，指数取 ４ 次，主要修形齿顶、
齿根部分．ｅ０ ～ ｅ２ 通过图 １（ｂ） 中 ｎ１ ～ ｎ２ 点的数

据求解，ｕ１ 为齿条沿齿高方向参数，ｑ１、ｑ２ 为待定

参数．

t t

λ λ
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p2p1
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φ1o
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ε

（ａ）高阶传动误差曲线设计
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（ｂ）齿条修形曲线设计

接触路径曲线
瞬时接触线
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m3

齿根

齿顶

o y

F(y)

（ｃ）接触路径设计

图 １　 斜齿轮高阶传动误差设计

１􀆰 ２　 高阶传动误差曲线参数的确定

在 ＴＣＡ、ＬＴＣＡ 基础上求解一个啮合周期的

轮齿法向位移 Ｚ， 将 Ｚ 转化为啮合线上位移
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（ＬＴＥ），通过优化一个啮合周期的 ＬＴＥ 幅值最小

确定高阶传动误差的待定参数，目标函数可为

ｆ（ｙｉ） ＝ ｍｉｎ｛Ｇ ／ Ｇ０｝，
Ｇ ＝ ３ ６００（Ｚｍａｘ － Ｚｍｉｎ） ／ （Ｒｂ２ｃｏｓ β），
Ｑｍｉｎ ≤ ｙｉ ≤ Ｑｍａｘ（ ｉ ＝ １，…，４） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

式中： ｙｉ 为对应于 σ、ε、ｑ１、ｑ２ 的优化变量， Ｑｍｉｎ、
Ｑｍａｘ 为变量范围， Ｇ０、Ｇ 分别为修形前、后承载传

动误差幅值， Ｒｂ２、β 分别为被动大轮基圆半径和

螺旋角．
１􀆰 ３　 高阶传动误差的法向修形曲面求解

传统的 ＴＣＡ 方程表达式为

Ｍｆ１（φ１）Ｒ１ｒ（ｕ１，ｌ１） －Ｍｆ２（φ２）Ｍｅ２Ｒ２（ｕ２，ｌ２）＝ ０，
Ｌｆ１（φ１）Ｎ１ｒ（ｕ１，ｌ１） － Ｌｆ２（φ２）Ｌｅ２ｎ２（ｕ２，ｌ２） ＝ ０．{ （３）

式中： Ｒ１ｒ、Ｎ１ｒ 为小轮齿面位矢及法矢， ｕ１、ｌ１ 及

ｕ２、ｌ２ 分别为主动小轮、被动大轮齿面参数， Ｍｅ２

为大小轮轴安装误差矩阵， Ｍｆ１、Ｌ ｆ１ 及 Ｍｆ２、Ｌ ｆ２ 分

别为齿面动坐标系到固定坐标系的转化矩阵， φ２

为齿轮副啮合过程中被动轮（大轮） 转角．
通过 ＴＣＡ 得到几何传动误差表达式为

ψ（φ１） ＝ （φ２ － φ０
２） － Ｎ１ ／ Ｎ２（φ１ － φ０

１） ． （４）
式中： φ１

０、 φ２
０ 为小轮、大轮初始转角， Ｎ１、Ｎ２ 为

小轮、大轮的齿数．
文中采用了预设的传动误差和接触迹线，因

此齿轮副之间的转角、及齿面印迹点应满足

式（１～ ２）即

　
φ

２
＝ ａ０ ＋ ａ１φ １

＋ ａ２φ２
１
＋ ａ３φ３

１
＋ ａ４φ４

１
＋

　 　 Ｎ１ ／ Ｎ２（φ１ － φ０
１） ＋ φ０

２；

Ｆ（ｙ） ＝ ｘ． （ｘ ＝ Ｒ２
１ｘ ＋ Ｒ２

１ｙ ， ｙ ＝ Ｒ１ｚ）

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５）

式中 Ｒ１ｘ、Ｒ１ｙ、Ｒ１ｚ 为小轮齿面位矢分量．
式（３）联立式（５）为高阶传动误差的 ＴＣＡ 方

程，化简后共有 ６ 个方程，取 φ１ 为输入量，求解以

ｕ１、ｌ１、 ｕ２、ｌ２ 为未知量的方程组， 为了得到确定

解，还需再增加 ２ 个方程．本文对小轮修形，小轮

齿面是齿条刀具切削运动的结果，该过程中： １）
齿条刀具廓形是确定的； ２）齿条刀具的运动与小

轮的运动是关联的，取螺旋角微调与齿条随展成

角的移动位移为变量如图 ２ 所示，则高阶传动误

差的小轮齿面为

Ｒ１ｒ（ｕ１，ｌ１，Δβ，Δθ１， θ１）＝ Ｍ１ｃ（θ１，Δβ，Δθ１）ｒｃ（ｕ１，ｌ１），

ｆ（ｕ１，ｌ１，Δβ，Δθ １，θ １） ＝ Ｎ１ｒｖｃ１ ＝ ０．{
（６）

式中： ｒｃ 为齿条位矢， Ｎ１ｒ 为齿面位矢，ｖｃ１ 为齿条

与小轮相对运动速度， Ｍ１ｃ 为齿条到齿轮坐标变

换矩阵． 图 ２ 中，ｒｊ 为工件节圆半径， ｍ 为小轮法

面模数， Ｓｆ 为工件固定坐标系， Ｓ１ 为工件动坐标

系， Ｓｃ 为齿条动坐标系， Ｓａ、Ｓｂ 分别为法向螺旋角

β（Δβ 为附加螺旋角） 与法向压力角 α ｎ 的参考坐

标系，θ １ 为齿条展成小轮齿面的展成角，Δθ １ 为附

加展成转角．

oc

xcxf
xb,xa

zb za
yb

ya

oa,ob

yc

rj

yf

πmn/4
αn

xl

yl

zf,z1

of,ol θ1+Δθ1

rj(θ1+Δθ1)

β+Δβ

图 ２　 齿条展成渐开线齿面坐标系

　 　 式（３） ～ （６）联立， 取 φ１ 为输入量，可确定 ６
个方程求解以 ｕ１、ｌ１、ｕ２、ｌ２、Δβ、Δθ 为未知量的方

程组，求解出一组小轮齿面参数 Δβ、Δθ．小轮齿面

是齿条刀具切削运动的结果，将齿条的运动拟合

为小轮运动参数的 ６ 次多项式函数，即
Δβ ＝ ｇ０ ＋ ｇ１θ１ ＋ ｇ２θ２

１ ＋ ｇ３ｘθ３
１ ＋ ｇ４θ４

１ ＋ ｇ５θ５
１ ＋ ｇ６θ６

１，

Δθ１ ＝ ｈ０ ＋ ｈ１θ１ ＋ ｈ２θ２
１ ＋ ｈ３θ３

１ ＋ ｈ４θ４
１ ＋ ｈ５θ５

１ ＋ ｈ６θ６
１．

{
式中 ｇ０ ～ ｇ６、ｈ０ ～ ｈ６ 分别为拟合的多项式系数．

小轮修形齿面，可用渐开线齿面与法向修形

曲面叠加表示，因此其法向修形曲面为

δ ＝ （Ｒ１ｒ（ｕ１，ｌ１， Δβ， Δθ １） －
Ｒ１（ｕ１，ｌ１））·ｎ１（ｕ１，ｌ１） ．

式中 Ｒ１、ｎ１ 分别为小轮理论齿面位矢、法矢．

２　 ＣＮＣ 成形砂轮磨削斜齿轮数学模型

２􀆰 １　 五轴联动 ＣＮＣ 成形磨齿机床数学模型

为了便于加工大型渐开线圆柱齿轮，保证机

床有足够的刚度，建立图 ３（ａ）所示立式 ５ 轴联动

数控机床模型．按照图 ３（ｂ）所示成形砂轮磨削齿

面运动关系可知被磨削齿面位矢：
Ｒ１（ｘｗ， θｗ， ϕ１） ＝ Ｍ１ｆ（ϕ１）ＭｆｂＭｂａＲｔ（ｘｗ，θｗ） ．

式中： Ｒｔ（ｘｗ，θｗ） 为成形砂轮位矢， ｘｗ、θｗ 为成形

砂轮参数； Ｓｆ、Ｓｂ 为参考坐标系；Ｓ１ 为与工件固接

坐标系； Ｓａ 为螺旋角 β 参考坐标系；Ｓｔ 为与砂轮

固接坐标系； ϕ１ 为成形砂轮磨齿过程中的斜齿轮

旋转角，Ｍ１ｆ、Ｍｆｂ、Ｍｂａ 为从砂轮到被磨削齿面的

坐标变换矩阵．
按照图 ３（ｃ）所示的 ＣＮＣ 机床坐标系，磨削

后的齿面位矢：
ＲＣ

１
＝ ＭＣ

１ｆ
（Ｃｂ）ＭＣ

ｆｂ（Ｃｘ，Ｃｙ）ＭＣ
ｂａ
（Ｃａ）ＭＣ

ａｔ
（Ｃｚ）Ｒｔ（ｕｗ，θｗ） ．

式中： Ｃｘ、Ｃｙ、 Ｃｚ分别为 ３个线性移动轴位移， Ｃａ、
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Ｃｂ、分别为螺旋角回转轴、工件回转轴转角， Ｋ１、
Ｋ２ 为机床常参数．

图 ３（ｃ） 中， Ｓｆ 为机床固定坐标系， Ｓｔ 为成形

砂轮固连坐标系， Ｓａ 为螺旋角运动坐标系， Ｓｂ 为

螺旋角运动参考坐标系， Ｓ１ 为工件运动坐标系，
ＭＣ

１ｆ（Ｃｂ）、ＭＣ
ｆｂ（Ｃｘ， Ｃｙ）、 ＭＣ

ｂａ（Ｃａ）、 ＭＣ
ｃａ（Ｃｚ） 为从

砂轮至小轮齿面的坐标变换矩阵．

1
2

3

4

5
6

　 　 　 　 １—纵向移动轴 （Ｘ，Ｃｘ）；　 ２— 水平移动轴（Ｙ，Ｃｙ）；
　 　 　 　 ３— 磨轮移动轴（Ｚ，Ｃｚ）； ４— 工件旋转轴（Ａ，Ｃｂ）；
　 　 　 　 ５— 螺旋角轴（Ｃ，Ｃａ）； ６— 磨削轴

（ａ） ５ 轴联动成形砂轮 ＣＮＣ 数控磨齿机床示意图
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（ｂ） 成形砂轮磨削斜齿轮坐标系
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（ｃ） ＣＮＣ 数控机床坐标系

图 ３　 五轴联动 ＣＮＣ 数控机床坐标系

　 　 从传统型机床向 Ｆｒｅｅ⁃Ｆｏｒｍ 型机床运动的

等效转换原则是保证刀具与工件的相对位置和姿

态在任意时刻都相同，即
Ｃ０

ｘ ＝ ０􀆰 ５ϕ１ｄ１ ／ ｔａｎ ϕ１ ＋ Ｋ１ｔａｎ β － Ｋ２ ／ ｃｏｓ β，
Ｃ０

ｙ ＝ ０􀆰 ５（ｄｆ ＋ ｄｗ），
Ｃ０

ｙ ＝ Ｋ１ ／ ｃｏｓ β － Ｋ２ ｔａｎ β，
Ｃ０

ａ ＝ － β，
Ｃ０

ｂ ＝ － ϕ１ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（７）

式中： Ｃ０
ｋ（ｋ ＝ ｘ、ｙ、ｚ、ａ、ｂ） 为各轴运动表达式（理

论齿面），ｄ１、ｄｆ 分别为工件分度圆直径与齿根圆

直径；ｄｗ 为砂轮直径．
２􀆰 ２　 ＣＮＣ 成形砂轮磨削拓扑修形齿面计算

反求理论齿面的成形砂轮轴向廓形点，通过

３ 次 Ｂ 样条拟合技术得到砂轮廓形曲线，并对其

进行修正，其表达式为

ｒｔ ＝ ｒｗ（ｘｗ） ＋ ｎｗ（ｘｗ）σｗ，

σｗ ＝ ｗ０ ＋ ｗ１
１
（ｘｗ） ＋ ｗ２

２
（ｘｗ） ＋ ｗ３

３
（ｘｗ） ＋ ｗ４

４
（ｘｗ）．

{
式中： ｒｔ 为法向修正后的砂轮轴向廓形； σｗ 为法

向修正量，ｗ０ ～ ｗ４ 为修正的系数； ｒｗ（ｘｗ）、ｎｗ 为

三次 Ｂ样条拟合的砂轮轴向廓形曲线位矢及单位

矢（理论齿面） ．
修形曲面（法向偏差） 可认为是微调各轴运

动参数及砂轮廓形所致，选取 ϕ１ 为各轴之间的联

系参数，实际加工中 ϕ１ 为时间的线性函数，最高

次数 ６ 阶，修形曲面表示为

Ｃｋ ＝ ａ０ｋ ＋ ａ１ｋϕ１ ＋ ａ２ｋϕ２
１ ＋ ａ３ｋϕ３

１ ＋ ａ４ｋϕ４
１ ＋

　 　 ａ５ｋϕ５
１ ＋ ａ６ｋϕ６

１，

δ（ｕｗ ｉ，θｗ ｉ）＝ （∂ＲＣ
１（ｕｗｉ，θｗ ｉ，ζｊ） ／ ∂ｕｗ ＋ ∂ＲＣ

１（ｕｗｉ，θｗ ｉ，ζｊ） ／

　 　 　 　 　 ∂θｗ ＋ ∑
ｑ

ｊ ＝ １
δζ ｊ )·ｎ１（ｕｗｉ，θｗｉ） ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

简化用矩阵表示为

δ ＝ Ｓζ．
式中： ζ 为各轴运动参数 Ｃｋ（ｋ ＝ ｘ， ｙ， ｚ， ａ， ｂ） 及

砂轮修形系数 ｗ０ ～ ｗ４，ａ０ｘ， ａ１ｘ…ａ５ｃ， ａ６ｃ 组成的

列矢量；Ｓ 为齿面敏感矩阵，由网格节点 ｉ（ ｉ ＝ １，
…，ｐ， ｐ 为齿面网格点数） 处各轴敏感系数组成

的行矢量 Ｓｉ 构成；δ（ｘｗｉ，θｗｉ 为齿面网络节点 ｉ 处
修形量，可通过修形曲面得到．

ＣＮＣ 磨削后的齿面法向修形量、加工误差及

各轴运动的变化量为

δＣ ＝ （ＲＣ
１（ｘｗｉ，θｗｉ，ＣＣ

ｋ（ϕ１） － Ｒ１（ϕ１））ｎ（ϕ１），

Δδ（ϕ１） ＝ δＣ（ｘｗｉ， θｗｉ） － δ（ｕｉ，ｌｉ），

ΔＣｋ（ϕ１） ＝ Ｃｋ（ϕ１） － Ｃ０
ｋ（ϕ１） （ｋ ＝ ｘ，ｙ，ｚ，ａ，ｂ） ．

ì
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式中： Δδ 为 ＣＮＣ 修形加工的误差，δＣ 为 ＣＮＣ 加

工的后的修形量；ΔＣｋ 为 ＣＮＣ 修形加工各轴运动

变化量，Ｃｋ、Ｃ０
ｋ 分别为 ＣＮＣ 加工修形齿面与理论

齿面的各轴运动曲线．
２􀆰 ３　 砂轮廓形修形参数及机床各轴运动参数求解

粒子群算法（ＰＳＯ） ［２０］ 具有全局收敛性，可求

解具有多个局部极值的非线性优化问题，结构简

单，易于实现． 本文通过 ＰＳＯ 优化算法求解式（８）．
圆柱齿轮磨齿加工属于减材料（Ｅａｓｅ⁃Ｏｆｆ）加工，因此

对砂轮是否与齿面接触做出判断： １）Ｓζ ＜ ０，表示
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砂轮嵌入齿面 ｉ点进行磨削； ２）Ｓζ ＞ ０，表示砂轮

远离齿面 ｉ 点进行磨削；为了使加工误差最小，应
使齿面误差平方和最小；设计变量 ζ ｉ 为相应各轴

运动及砂轮廓形参数，即 ｗ０ ～ ｗ４，ａ０ｘ， ａ１ｘ…ａ５ｃ，
ａ６ｃ，系数总数 ３９ 个，修形齿面各轴运动系数取值

范围为理论齿面各轴系数的微调， 因此优化目

标为

Ｆ（ζ ｉ） ＝ ｍｉｎ∑
ｐ

ｉ ＝ １
ｆ２（ζ ｉ）；

ｆ（ζｉ）＝
Ｓｉζ － ［δ（ｕｉ，ｌｉ）］， Ｓｉζ ＜ ０；
－ ［δ（ｕｉ，ｌｉ）］， Ｓｉζ］ ≥ ０；{

ζ ０
ｉ － ０􀆰 ８ ≤ ζ ｉ ≤ ζ ０

ｉ ＋ ０􀆰 ８．

ì
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（８）

式中： ζ ０
ｉ 为对应于理论齿面的 ＣＮＣ 机床系数各

轴系数（即式（７）中各轴 ０～６ 阶运动系数，缺项取

０）及砂轮轴向廓型法向修形量曲线系数（取 ０）．

３　 算例与分析

以表 １ 标准安装齿轮副为例，大轮额定扭矩

为 ２ ５００ Ｎ·ｍ； 取 Ｋ１ ＝ Ｋ２ ＝ ０， ｄｗ ＝ ２００ ｍｍ；表 ２
中为优化的高阶传动误差曲线参数．图 ４ 为 ＴＣＡ、
ＬＴＣＡ 及五轴联动 ＣＮＣ 磨齿仿真结果．

表 １　 斜齿齿轮副参数

齿数 模数 ／ ｍｍ 压力角 ／ （ °） 螺旋角 ／ （ °） 齿宽 ／ ｍｍ

１９ ／ ４７ ６ ２０ ９􀆰 ９１ ７５

表 ２　 高阶传动误差及齿廓修形曲线优化参数

σ ／ （ ″） ε ／ （″） ｑ１ ／ μｍ ｑ２ ／ μｍ

－３􀆰 ０ －２５ ２０ ２０

３．１　 啮合性能分析

１）该齿轮副理论重合度为 ２􀆰 ２９，ＴＣＡ 仿真步

长取 １ ／ ８ 啮合周期，接触点数为 １９，因此重合度

为（１９－１） ／ ８ ＝ ２􀆰 ２５，接近理论重合度，且从齿根

进入，齿顶退出，啮入啮出端有较大的传动误差，
齿根、齿顶有一定的修形避免了边缘接触，ＴＥ 在

转换点处相切连接，第 ２、１８ 个接触点 ＴＥ 为－２５″，
第 ９ 个接触点 ＴＥ 为－３″（见 ａ１、ａ２）；

２） 要实现上述所示的 ＴＣＡ 结果，齿条刀具的螺

旋角、水平位移在啮入啮出端有较大的运动变化（见
ｂ１、ｂ２），法向修形曲面划分为 ９×１５ 个点（见图 ４
（ｃ）），其主要特征为啮入端、啮出端有较大的修形量；

３） 多载荷 ＬＴＥ 表明：中部有一定内凹的高阶

ＴＥ 可以降低 ＬＴＥ 幅值，载荷较小时，其波形接近几

何传动误差（见图 ４（ｄ）），该工况下 ＬＴＥ 最小为

０􀆰 ５６″． 当高阶 ＴＥ 其他参数不变，内凹程度 σ 分别取

不同的值，ＬＴＥ 幅值 （见图 ４（ｅ））表明：有一定内凹

的几何传动误差，可使齿面变‘软’，降低了 ＬＴＥ 幅

值，该结果与文献［６］一致，即： 二次抛物形的传动

误差曲线尖顶被磨去，变得与内凹的四次抛物线类

似， 曲线转换点的夹角几乎成１８０°，因此可减小轮齿

的振动；当 σ 为－１􀆰 ５″， 载荷为 ２ ０００ Ｎ·ｍ 时，ＬＴＥ
幅值小； 当 σ 为－４􀆰 ５″、６􀆰 ０″， 载荷大于２ ５００ Ｎ·ｍ
时，ＬＴＥ 幅值将达到最小． 总之，内凹量大小与齿轮

副工况有关，随载荷增加，最佳内凹量呈增大趋势．
由于啮入啮出端避免了边缘接触，且有较大的几何

传动误差，因此啮合冲击将大大减小，有利于减震．
３．２　 ＣＮＣ 加工误差分析

１）经 ＰＳＯ 优化后的解在 １５０ 代基本趋于稳

定（见图 ４（ｆ）），磨削后的修形曲面较为光滑（见
图 ４（ｇ）），磨削误差（未磨削到）≤８ μｍ，主要集

中在啮入、啮出端的对角区域． 齿面其余部分误

差为≤２ μｍ（见图 ４（ｈ）），还需要用平面砂轮进

行对角修形磨齿，磨削后误差≤２ μｍ；因此整个

齿面误差将可控制在≤２ μｍ，关于对角修形数控

磨齿加工鉴于篇幅文中不做介绍．
２） 优化求解的砂轮轴向廓形法向修形曲线

（见图 ４（ ｉ１），（ ｉ２）），将其与理论齿面叠加，通过

Ｂ 样条拟合可得到砂轮修形齿面的轴向廓型

曲线．
３） 各轴运动曲线接近直线（见图 ４（ ｊ）），便

于数控编程，与磨削理论齿面相比，各轴运动变化

（见图 ４（ｋ））： ΔＣｘ，ΔＣｙ 无变化，即无校正； ΔＣｚ 接

近常数，表明主要进行了齿厚修形； ΔＣａ 变化趋势

与图 ４（ｂ）螺旋角的变化一致 （ΔＣａ ＝ － Δβ），进行

了一定齿廓修形；ΔＣｂ 变化趋势表明，进行了齿向

校正．
４） 表 ３ 为修形前后各轴运动及砂轮廓形曲

线，其中 ０ 阶或 １ 阶系数有微小变化；文中关于

ＣＮＣ 机床各轴 ０ 阶与 １ 阶参数对磨削误差分析结

果与文献［１１］做了对比分析，部分一致．
表 ３　 五轴 ＣＮＣ 斜齿轮成形砂轮磨齿机各轴运动关系及砂轮廓形校正表达式

参数 理论齿面 拓扑修形齿面

Ｃｘ － ３３１􀆰 ０１８ ９２７ϕ１ － ０􀆰 ０１４ ４４３ － ３３１􀆰 ２１８ ９２７ϕ１ ＋ ０􀆰 ５５４ ４５７ϕ２
１ － ０􀆰 ３６７ ２１６ϕ３

１ ＋ ０􀆰 ６２８ １０２ϕ４
１ ＋ ０􀆰 ８ϕ５

１ － ０􀆰 ８ϕ６
１

Ｃｙ １５０􀆰 ２５０ ６０４ １５０􀆰 １９８ ４５０ － ０􀆰 ３１７ ５９６ϕ１ － ０􀆰 ６１０ ８２２ϕ２
１ － ０􀆰 ６９４ ０６０ϕ３

１ － ０􀆰 ８ϕ４
１ － ０􀆰 ８ϕ５

１ ＋ ０􀆰 ５ϕ６
１

Ｃｚ ０ － ０􀆰 ２９４ ８５９ ０３１ ２ － ０􀆰 ８ϕ１ － ０􀆰 ４０３ ６０６ϕ２
１ ＋ ０􀆰 ８ϕ３

１ － ０􀆰 ２０５ ５７２ϕ４
１ ＋ ０􀆰 ８ϕ５

１ ＋ ０􀆰 ８ϕ６
１

Ｃａ ０􀆰 １７３ ０５８ ０􀆰 １７３ ３７５ － ０􀆰 ００３ ７７６ϕ１ － ０􀆰 ０．０１４ ６４８ϕ２
１ ＋ ０􀆰 ８ϕ３

１ － ０􀆰 ２９１ ００ϕ４
１ － ０􀆰 ３２９ １５２ϕ５

１ ＋ ０􀆰 ８ϕ６
１

Ｃｂ － ϕ１ － ０􀆰 ００５ ６２ － １􀆰 ０１８ ２０１ϕ１ － ０􀆰 ００３ ２３２ϕ２
１ － ０􀆰 ００７ ６８３ϕ３

１ － ０􀆰 １５２ ４３０ϕ４
１ ＋ ０􀆰 ２０２ ０６３ϕ５

１ － ０􀆰 ８ϕ６
１

σｗ ０ － ０􀆰 ００１（ｘｗ ＋ ９２􀆰 ３） － ０􀆰 ０００ ７２１（ｘｗ ＋ ９２􀆰 ３） ２
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（ｋ） ＣＮＣ 成形磨削各轴运动变化 （σ ＝ － ３″）
图 ４　 高阶传动误差的斜齿轮修形齿面、传动误差及五轴

ＣＮＣ 成形砂轮磨齿各轴运动曲线
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４　 结　 论

１）设计高阶传动误差及齿面接触路径，结合

ＬＴＣＡ 通过优化承载传动误差幅值最小确定了其

参数，根据齿条展成渐开线齿面原理，反求齿条运

动参数，计算小轮的法向拓扑修形曲面．
２）建立基于成形砂轮廓形与 ５ 轴联动 ＣＮＣ

机床各轴运动敏感性分析的成形砂轮磨削斜齿轮

５ 轴联动 ＣＮＣ 模型，砂轮廓形的法向修正曲线与

各轴运动分别用高阶多项式表示，判断砂轮与齿

面的接触状态，确定了磨削齿面的误差，以齿面误

差平方和最小为目标函数，通过 ＰＳＯ 优化方法，
得到机床各轴运动参数及砂轮的轴向廓形的法向

修形曲线，该方法计算结果稳定且精度较高．
３）优化的高阶传动误差在曲线转换点处相

切连接，修形曲面的特点是啮入端近齿根、啮出端

近齿顶处有较大的修形量，修形区域近似对角；有
一定微小内凹的高阶传动误差可使齿面变‘软’，
降低轮齿的振动，其内凹参数大小与齿轮副工况

有关，随载荷增加，最佳内凹量呈增大趋势．
４）高阶传动误差修形齿面，可通过成形砂轮

进行主要的修形磨削，然后通过平面砂轮进行辅

助的对角修形磨削实现，理论磨削误差＜２ μｍ．
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