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摘　 要： 为了解决具有约束的非线性优化问题，本文将增广拉格朗日乘子法和鱼群算法相结合用于非线性问题的全局

优化，即用人工鱼群算法寻找增广拉格朗日函数的近似最优解，并将该近似解用于拉格朗日乘子和惩罚因子等参数的更

新．同时，简要分析了人工鱼群算法的随机收敛性．仿真结果证明，与自适应惩罚遗传算法相比，该混合算法在解决约束优

化问题中具有优越性和有效性．
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　 　 约束优化问题是在自变量满足约束条件的情

况下，使目标函数最小（大）的问题，其中约束条件

可以是等式约束，也可以是不等式约束，全局优化

在科学工程和应用科学中的应用无处不在．过去

数年，已有很多学者对全局优化理论和应用做了

大量研究［１－６］ ．经典的解决优化问题的方法是传统

解析法中的罚函数法，但传统的罚函数法存在病

态性质，如数值不稳定和收敛慢等缺陷［７－９］ ．而乘

子法很好地解决了这一问题，增广拉格朗日乘子

法作为一种精确罚函数法目前得到了广泛关注与

应用．
增广拉格朗日乘子法最初是由 Ｈｅｓｔｅｎｅｓ［８］ 和

Ｐｏｗｅｌｌ［９］提出，用于消除等式约束和其 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ
对偶问题中的对偶间隙．后来，有学者将该方法推

广应用于解决不等式约束的优化问题［１０－１１］ ．文
献［１２］对增广拉格朗日乘子法的全局收敛性做

了详细证明分析．
约束优化已成为非线性优化面临的一个挑战

性课题，因为用于约束优化的可行性方法仅针对

具体问题具有良好的优化效果．Ｂｉｒｇｉｎ 等［１３］ 将增



广的拉格朗日乘子法和确定性全局优化方法

（αＢＢ）相结合解决约束优化问题，Ｊａｎｓｅｎ 等［１４］ 利

用粒子群优化算法的全局收敛性用于结构设计优

化问题，同时引入增广的拉格朗日乘子强化可行

性约束条件．
增广拉格朗日乘子法是目前用于解决等式 ／

不等式约束函数优化的常用方法，该方法将约束

优化问题转化为无约束优化问题进行求解，而鱼

群算法作为一种新型的群体智能优化方法和粒子

群算法有着类似的全局收敛性，借鉴文献［１３ －
１４］的理论思想，本文尝试将增广的拉格朗日乘

子法和鱼群算法相结合用于解决约束非线性的全

局优化问题．

１　 增广拉格朗日乘子法

最优化问题的数学模型一般为

ｍｉｎｆ（ｘ） ． （１）
ｓ．ｔ． ｇｉ（ｘ） ≤ ０， ｉ ∈ Ｉ ≜ ｛１，２，…ｍ｝，

ｈ ｊ（ｘ） ＝ ０， ｊ ∈ Ｅ ≜ ｛１，２，…ｌ｝ ．
式中： Ω ＝ ｛ｘ ∈ Ｒｎ ｜ ｌ ＜ ｘ ＜ ｕ｝ 为优化向量或决

策变量；ｆ：Ｒｎ →Ｒ为目标函数； ｇｉ：Ｒｎ →Ｒ（ ｉ∈ Ｉ）；
ｈ ｊ：Ｒｎ → Ｒ（ ｊ ∈ Ｅ） 为约束函数；ｇｉ ≤ ０（ ｉ ∈ Ｉ）；
ｈ ｊ ＝０（ ｊ ∈ Ｅ） 分别称为不等式约束和等式约束，
对给定的任意一个足够小的数 ε ＞ ０，任何等式约

束 ｈ ｊ（ｘ） ＝ ０ 都可以转化为不等式约束 ｜ ｈ ｊ（ｘ） ｜ －
ε ｊ ≤ ０．

采用增广拉格朗日乘子法对问题（１）进行优

化求解，定义增广拉氏函数为［８，１５］

Ｌρ（ｘ，λ） ＝ ｆ（ｘ） ＋ ρ
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式中： ｘ∈Ω；λ∈Ｒｍ

＋；ρ ＞ ０为惩罚参数．约束优化

问题（１） 转化为无约束优化问题（２），即对固定的

λｋ 和 ρｋ，有

ｍｉｎＬρｋ（ｘ，λｋ） ． （３）

　 　 定义惩罚参数的初值为［１３］

ρ１ ＝ ｍａｘ １０ －６，ｍｉｎ １０，
２ ｜ ｆ（ｘ０） ｜

‖［ｇ（ｘ０）］ ＋ ‖２{ }{ } ．

式中：ｘ０ 为 决 策 变 量 的 任 意 随 机 初 始 值；
［ｇ（ｘ）］ ＋∈ Ｒｍ， ［ｇ（ｘ）］ ＋ ＝ ｍａｘ（０，ｇｉ（ｘ））； 同时

定义惩罚参数 ρ 范围 ρ ∈ ［ρ －，ρ ＋］ ．更新拉格朗日

乘子 λｋ ∈ ［０，λ ＋］，且
λｋ

ｉ ＝ ｍｉｎ｛ｍａｘ｛０，λｋ－１
ｉ ＋ ρｋ－１ｇｉ（ｘｋ）｝，λ ＋｝ ．

其中 ｉ ＝ １，２，…，ｍ． 给定运算精度 ε∗，迭代终止

条件更新公式为

ｖｋｉ ＝ ｍａｘ ｇｉ（ｘｋ）， －
λｋ

ｉ

ρｋ{ } ，ｉ ＝ １，２，…，ｍ．

　 　 若满足 ‖ｖｋｉ ‖≤ ε∗ 或外部迭代达到最大迭

代次数 Ｋｍａｘ，则算法停止． 惩罚参数更新方式如

下：若‖ｖｋ ‖≤α‖ｖｋ－１ ‖（０ ＜ α ＜ １），则停止惩

罚；否则，按照一定的条件增大惩罚或减小惩罚．
εｋ 用于限制每次迭代过程中内部鱼群算法迭代

的收敛精度．根据文献［１２］ 对增广拉格朗日乘子

法收敛性的分析，εｋ 需满足 ｋ→∝时，εｋ →０．因此

在本文中定义 εｋ ＝ ｍａｘ｛ε∗，１０ －ｋ｝ ．
增广拉格朗日乘子法的算法流程如图 １

所示．
开始

设置参数
λ+,λ′∈［0,λ+］,ε*

0＜α＜1,γ＞1,Kmax,ρ-,ρ+

计算ρ1，并置k=1

whilek≤Kmax

对特定的εk,用鱼群算法
寻找（3）的近似最小值xk

k=1,or‖vki‖≤α‖vik-1‖ ‖vk‖≤εk

ρk+1=ρk ρk+1=max｛ρ-,1γρk｝ ρk+1=min｛ρ+,γρk｝

输出结果

‖vk-1‖≤εkork＞Kmax

λi
k+1=min｛max｛0,λi

k+ρkgi(xk)｝,λ+｝

N

Y

N

Y

图 １　 拉格朗日乘子法算法流程

　 　 在上述增广拉格朗乘子法的实现程序中，内
部算法采用基于群体智能的鱼群算法，并将第 ｋ
次迭代式（３） 的近似最小解 ｘｋ，作为第 ｋ ＋ １ 次迭

代的一条人工鱼，其余的人工鱼在可行域中随机

产生．

２　 鱼群算法

鱼群算法是李晓磊等［１６］于 ２００３ 年提出的一

种基于动物自治体的群体智能优化方法，基本鱼

群算法通过模拟鱼类的觅食、聚群、追尾、随机等

行为在搜索域中进行寻优，是群体智能在优化领

域的一个典型应用．且鱼群算法具有较强的克服

局部极值，并取得全局极值的能力［１７］ ．同时在算

法中引入公告板，用于记录最优人工鱼的状态，人
工鱼在每次寻优结束后均检测对比寻优结果与公

告板的记录状态，如果寻优结果优于公告板值，则
更新公告板值，否则公告板保持不变．
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２􀆰 １　 鱼群算法与实现程序

鱼群算法是目前比较流行的一种新型群体智

能优化方法，该方法的实现流程主要包括：鱼群初

始化、觅食行为、聚群行为、追尾行为和随机行

为［１８］ ．在鱼群初始化中，需要设置的主要参数有

最大迭代次数 Ｇｍａｘ、种群规模 Ｐｓｉｚｅ、视距 ｖ、移动步

长 ｓ、随机数 ｒ、拥挤度因子 δ 以及觅食行为中的最

大遍历次数 ｔ等．各参数对算法收敛性的影响在文

献［１６］ 中有详细分析．
本文中的移动步长 ｓ ＝ βｍａｘ（Ｘｍａｘ － Ｘｍｉｎ），视

距参数采用自适应调整策略，即随着迭代次数的

增加而自适应的改变，ｖ ＝ ηｍａｘ（Ｘｍａｘ － Ｘｍｉｎ），η ＝
ｍａｘ｛ηｍｉｎ，ｋηη｝，其中，ηｍｉｎ ＞ ０，０ ＜ ｋη ＜ １．算法

主要流程如下［１８］：
１） 觅食行为的实现：选择人工鱼的当前状态

为 Ｘ ｉ（ｋ）， 在其视距范围内随机选取 １ 个状态

Ｘ ｊ（ｋ） ＝ Ｘ ｉ（ｋ） ＋ ｒ∗ｖ， 如果满足 ｆ（Ｘ ｊ（ｋ）） ＜
ｆ（Ｘ ｉ（ｋ）），则

Ｘｐｒｅｙ（ｋ） ＝ Ｘ ｉ（ｋ） ＋ ｒ∗ｓ∗
Ｘ ｊ（ｋ） － Ｘ ｉ（ｋ）

‖Ｘ ｊ（ｋ） － Ｘ ｉ（ｋ）‖
，

否则重新选择 Ｘ ｊ（ｋ） ． 若达到最大遍历次数 ｔ 后，
仍不满足觅食更新条件， 则 Ｘｐｒｅｙ（ｋ） ＝ Ｘ ｉ（ｋ） ＋
ｒ∗ｓ．其中 ｋ 为迭代次数．

２） 聚群行为的实现：选取鱼群当前状态为

Ｘ ｉ（ｋ），寻找 ｄｉ，ｊ ＜ ｖ范围内的鱼群数目 ｎｆ及鱼群中

心位置 Ｘ ｃ，如果满足 ｆ（Ｘｃ） ＜ ｆ（Ｘｉ）＆（ｎｆ ／ Ｐｓｉｚｅ） ≤
δ，说明鱼群中心位置有较多的食物，且人工鱼较

少，则向中心位置移动，

Ｘｓｗａｒｍ（ｋ） ＝ Ｘ ｉ（ｋ） ＋ ｒ∗ｓ∗ Ｘ ｃ（ｋ） － Ｘ ｉ（ｋ）
‖Ｘ ｃ（ｋ） － Ｘ ｉ（ｋ）‖

，

否则进行觅食行为操作．
３） 追尾行为的实现：选取鱼群当前状态为

Ｘ ｉ（ｋ），寻找 ｄｉ，ｊ ＜ ｖ 范围内的鱼群数目 ｎｆ 以及鱼

群中适应度值最小的人工鱼 Ｘｍｉｎ（ｋ），如果满足

ｆ（Ｘｍｉｎ） ＜ ｆ（Ｘ ｉ）＆（ｎｆ ／ Ｐｓｉｚｅ） ≤ δ，说明 Ｘｍｉｎ（ｋ） 处

具有较多的食物，并且周围的人工鱼较少，则向

Ｘｍｉｎ（ｋ） 处移动，

Ｘ ｆｏｌｌｏｗ（ｋ） ＝ Ｘ ｉ（ｋ） ＋ ｒ∗ｓ∗
Ｘｍｉｎ（ｋ） － Ｘ ｉ（ｋ）

‖Ｘｍｉｎ（ｋ） － Ｘ ｉ（ｋ）‖
，

否则进行觅食行为操作．
４）随机行为：不满足觅食行为的更新条件

时，进行随机行为操作．
图 ２ 说明了鱼群算法实现的大致流程． 需要

指出的是，鱼群行为中的人工鱼所处状态的适应

值 Ｙ 是由式（３） 的增广拉格朗日函数计算得到

的，另外，ｄｉ，ｊ 是指第 ｉ 条人工鱼和第 ｊ 条人工鱼的

距离．当满足 ｇ≥ Ｇｍａｘ 或 Ｌｋ
ａｖｇ － Ｌｋ（Ｘｂ） ≤ εｋ 时，鱼

群算法终止．Ｌｋ
ａｖｇ 为种群中所有人工鱼的平均适

应值．

结束

确定最小值

g≥Gmax或
Lk

avg-Lk(Xb)≤εk

g++

N

N

N

N

Y

Y

Y

Xb=x(index.:)Yb=ymin 公告板值不变

Ymin＜Yb

Y

{ymin,index}=min(Y)

i>=Psize

Yi1＜Yi2 Xi＜Xi2

i++

Xi＜Xi1

执行聚群行为，
得到[Xi1,Yi1]

执行追尾行为，
得到[Xi2,Yi2]

i=1

初始化鱼群和公
告板［Xb,Yb］

设定参数：Psize,visual,step,try_num,delta,Gmax,g=1

开始

图 ２　 鱼群算法的实现程序

２􀆰 ２　 鱼群算法的收敛性分析

因为鱼群行为中有随机性行为的参与，因此

不可避免地会出现随机性优化结果，对此借鉴文

献［１９－２０］对粒子群算法收敛性分析的思想理

论，对鱼群算法进行简要的均方收敛性分析，为方

便分析，并不失一般性，假设决策变量为一维变

量，且对目标函数进行最小值优化．
鱼群算法的收敛性特性定义为：∀ｉ ∈ ｛１，２，

…，Ｐｓｉｚｅ｝，Ｘ ｉ（ ｔ） 均方收敛于 Ｐ，即
ｌｉｍ
ｔ→∝

Ｅ（Ｘ ｉ（ ｔ） － Ｐ） ２ ＝ ０． （４）

式中： Ｘ ｉ（ ｔ） 表示第 ｉ 条人工鱼在 ｔ 时刻的位置，Ｐ
表示搜索空间的 １ 个位置点． 定义 Ｅ（Ｘ ｉ（ ｔ）） 和

Ｄ（Ｘ ｉ（ ｔ）） 分别表示 Ｘ ｉ（ ｔ） 的期望和方差． 因为

Ｅ（Ｘ ｉ（ ｔ） － Ｐ） ２ ＝ （Ｅ（Ｘ ｉ（ ｔ）） － Ｐ） ２ ＋ Ｄ（Ｘ ｉ（ ｔ）），
所以式（４） 中的均方收敛等价于： ｌｉｍ

ｔ→∝
Ｅ（Ｘ ｉ（ ｔ） －

Ｐ） ＝ ０，ｌｉｍ
ｔ→∝

Ｄ（Ｘ ｉ（ ｔ） ＝ ０．整个鱼群算法的迭代表达

式为

Ｘ ｉ（ ｔ ＋ １） ＝ Ｘ ｉ（ ｔ） ＋ ｒ（ ｔ）∗Ｙ（ ｔ） ． （５）
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式中 Ｙ（ ｔ） ＝ ａ１（Ｘｍｉｎ（ ｔ） － Ｘ ｉ（ ｔ）） ＋ ａ２（Ｘｃ（ ｔ） －
Ｘ ｉ（ ｔ）） ＋ ａ３（Ｘｐｒｅｙ（ ｔ） － Ｘ ｉ（ ｔ）） ＋ ａ４ｖ（ ｔ） ． 其中 ｔ表
示迭代次数，ａ ｊ ∈ ｛０，１｝，ｊ ＝ １，２，３，４， 且满足

∑
４

ｊ ＝ １
ａ ｊ ＝ １，整个迭代过程 Ｘｍｉｎ（ ｔ），Ｘｃ（ ｔ），Ｘｐｒｅｙ（ ｔ），

ｖ（ ｔ） 都是变化的，但在某特定的迭代过程中，它
们保持不变．为了分析方便，在此假定它们为常

值．因此所有点（即人工鱼） 的移动是独立的，由
于 Ｘ０ 和 ｒ（ ｔ） 均是随机数，所以迭代过程｛Ｘ（ ｔ）｝
是一个随机过程．式（５） 可以表示为

Ｘ（ ｔ ＋ １） ＝ Ｘ（ ｔ）［１ － ｒ（ ｔ）ａ］ ＋ ｒ（ ｔ）Ｚ．
其中 ａ ＝ ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３，Ｚ ＝ ａ１Ｘｍｉｎ ＋ ａ２Ｘｃ ＋ ａ３Ｘｐｒｅｙ ＋
ａ４ｖ． 由于 Ｘ（ ｔ） 和 ｒ（ ｔ） 相互独立，且 Ｅ［ ｒ（ ｔ）］ ＝
１ ／ ２，因此有

Ｅ［Ｘ（ ｔ ＋ １）］ ＝ Ｅ［Ｘ（ ｔ）］［１ － Ｅ［ ｒ（ ｔ）］ａ］ ＋

　 　 　 Ｅ［ ｒ（ ｔ）］Ｚ ＝ Ｅ［Ｘ（ ｔ）］ １ － ａ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｚ

２
． （６）

所以迭代过程的特征方程为

λ２ － λ（１ －
ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３

２
） ＝ ０．

　 　 定理 １　 给定 ａ ｊ ∈ ｛０，１｝，ｊ ＝ １，２，３，４，且满

足∑
４

ｊ ＝ １
ａ ｊ ＝ １，当且仅当 ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３ ＝ １ 时，迭代过

程的数学期望｛Ｅ［Ｘ（ ｔ）］｝ 收敛到

ａ１Ｘｍｉｎ ＋ ａ２Ｘｃ ＋ ａ３Ｘｐｒｅｙ ＋ ａ４ｖ
ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３

．

证明　 由于∑
４

ｊ ＝ １
ａ ｊ ＝ １，所以 ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３ 只能

取 ０或 １，Ｅ［Ｘ（ ｔ）］ 收敛，特征值需满足 ｜ λ ｜ ＜ １，
即 ｜ １ － （ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３） ／ ２ ＜ １ ｜ ，所以 ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３

＝ １，由式（６） 可以得到

Ｅ［Ｘ（ ｔ）］ ＝
ａ１Ｘｍｉｎ ＋ ａ２Ｘｃ ＋ ａ３Ｘｐｒｅｙ ＋ ａ４ｖ

ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３
．

　 　 令 ω ＝ （ａ１Ｘｍｉｎ ＋ ａ２Ｘｃ ＋ ａ３Ｘｐｒｅｙ ＋ ａ４ｖ） ／ （ａ１ ＋
ａ２ ＋ ａ３），定义一个新的变量 Ｚ（ ｔ），并令 Ｚ（ ｔ） ＝
Ｘ（ ｔ） － ω，则
Ｚ（ ｔ ＋ １） ＝ Ｘ（ ｔ ＋ １） － ω ＝ Ｘ（ ｔ）［１ － ［ ｒ（ ｔ）（ａ１ ＋

ａ２ ＋ ａ３）］ ＋ ｒ（ ｔ）ω（ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３） －
ω ＝Ｚ（ ｔ）［１ － ［ ｒ（ ｔ）（ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３）］ ．

（７）
定理 ２ 　 给定 ａ ｊ ∈ ｛０，１｝，ｊ ＝ １，２，３，４，且

∑
４

ｊ ＝ １
ａ ｊ ＝ １，当且仅当 ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３ ＝ １，Ｄ（Ｘ（ ｔ）） ＝ ０．

证 明 　 由 于 Ｄ（ＸＹ） ＝ Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ） ＋
Ｄ（Ｘ）Ｅ２（Ｙ） ＋ Ｄ（Ｙ）Ｅ２（Ｘ），且Ｄ（ ｒ（ ｔ））＝ １ ／ １２，利
用定理 １ 的证明结论，则从方程（７） 可以得到

Ｄ（Ｚ（ｔ ＋ １））＝ Ｄ（Ｚ（ｔ）［１ － ［ｒ（ｔ）（ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３）］）＝

　 Ｄ Ｚ（ｔ）
（ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３）２

１２
＋ １ －

ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

æ

è
ç

从前面的定义可以得出

　 Ｄ（Ｘ（ ｔ ＋ １）） ＝ Ｄ Ｘ（ ｔ）
（ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３） ２

１２
＋é

ë
ê
ê

æ

è
ç

　 　 　 １ －
ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
ù

û
ú
ú ． （８）

所以，特征方程为

λ －
（ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３）２

１２
＋ １ －

ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ ０．

同 定 理 １ 中 Ｅ［Ｘ（ｔ）］ 的 收 敛 条 件 一 样，
Ｄ（Ｘ（ｔ）） 收敛需满足特征根

（ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３）２

３
＋ （１ － （ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３）） ＜ １，

所以 ａ１ ＋ ａ２ ＋ ａ３ ＝ １，则从方程（８） 可以得出

Ｄ（Ｘ（ｔ）） ＝ ０．

３　 仿真测试

用文中提出的混合鱼群算法（ＡＦＳ－ ａＬ）对文

献［２１］中的 Ｇ０１、Ｇ０２、Ｇ０３、Ｇ０４、Ｇ０６ 和 Ｇ１０ 函数进行

优化求解．基于鱼群的寻优算法依赖于一些随机

参数和变量，ｆａｖｇ 表示平均值，ｆｂｅｓｔ 表示得到的最优

结果，ｓｔ．ｄｅｖ表示标准偏差，ｋａｖｇ 表示外部平均迭代

次数．
ｎ （ｎ ＝ １３，２０，１０，５，２，８） 表示决策变量的维

数．参考文献［１３］ 中拉格朗日乘子法的参数设

置，本文仿真参数设置如下：λ ＋ ＝ １０１２，ρ － ＝ １０ －１２，
ρ ＋ ＝ １０１２，ε∗ ＝ １０ －１２，γ ＝ １０，α ＝ ０􀆰 ５，Ｋｍａｘ ＝ ２０．鱼
群算法中的参数：η０ ＝ １，ｋη ＝ ０􀆰 ９，ηｍｉｎ ＝ １０ －８，β ＝
０􀆰 ００１，ｔ ＝ ５０，Ｇｍａｘ ＝ ２０ ｎ，４０ ｎ； Ｐｓｉｚｅ ＝ １０ ｎ， ２０ ｎ，３０
ｎ． 对测试函数分别进行 １０ 次仿真，取其中的 ５ 次

仿真结果，并和文献［２２］中的优化算法进行对

比，优化结果如表 １ 所示．
　 　 通过和文献［２２］的优化算法比较可以看出，
文中提出的算法能够较好的解决非线性函数的优

化问题，优化得到的可行解具有较高的计算精度，
且算法具有较好的稳定性，甚至对于较高维的优

化函数也可以得到比较满意的可行解，如测试函

数 Ｇ０２，维数为 ２０． 但对于决策变量优化范围比较

大的优化函数，得到可行解的质量相对较低，如测

试函数 Ｇ０６ 和 Ｇ１０ ．
３􀆰 １　 种群规模对算法的影响

以测试函数 Ｇ０１、Ｇ０３、Ｇ０４ 和 Ｇ０６ 的仿真结果说

明鱼群种群规模不同对算法优化结果的影响，每
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个测试函数仿真１０次，取其中５次的结果，并对其

取均值和标准偏差值． 内部迭代次数为 Ｇｍａｘ ＝
ｍａｘ（５０，１０ｎ），其他参数不变． 仿真结果如表 ２
所示．
　 　 从表 ２ 可以看出，种群规模的增大提高了优

化解的质量，除了 Ｇ０３ 中 Ｐｓｉｚｅ ＝ ２０ｎ 的优化均值和

标准偏差出现特异外，其他函数的优化均值和偏

差均随着种群规模的增大而明显减小，说明可行

解的分布趋于均匀，同时，从 ｋａｖｇ 可以看出外部迭

代次数对优化结果的影响不大．
表 １　 测试函数优化结果

测试函数 理论最优值 ｆ（ｘ∗） ＡＦＳ＿ａＬｐ 文献［２２］

Ｇ０１ － １５．０００ ０
ｆｂｅｓｔ
ｆａｖｇ

－ １４．９９９ ６
－ １４．９９６ ５

ｆｂｅｓｔ
ｆａｖｇ

－ １４．９９９ ８０
－ １４．９９８ ９０

Ｇ０２ － ０．８０３ ６
ｆｂｅｓｔ
ｆａｖｇ

－ ０．８０４ ３
－ ０．８００ １

ｆｂｅｓｔ
ｆａｖｇ

－ ０．７９２ ５２
－ ０．７２５ ５５

Ｇ０３ － １．０００ ５
ｆｂｅｓｔ
ｆａｖｇ

－ １．０００ ５
－ １．０００ ３

ｆｂｅｓｔ
ｆａｖｇ

－ ０．９９７ ２５
－ ０．７７７ ９７

Ｇ０４ － ３０ ６６５．５４０ ０
ｆｂｅｓｔ
ｆａｖｇ

－ ３０ ６６４．７００ ０
－ ３０ ６６４．０１６ ０

ｆｂｅｓｔ
ｆａｖｇ

－ ３０ ６６５．３２０ ００
－ ３０ ５７８．５５０ ００

Ｇ０６ ６ ９６１．８１０ ０
ｆｂｅｓｔ
ｆａｖｇ

－ ６ ９６５．１４０ ０
－ ６ ９７０．７１０ ０

ｆｂｅｓｔ
ｆａｖｇ

－ ６ ９６１．４５０ ００
６ ８０５．２３０ ００

Ｇ１０ ７ ０４９．２５０ ０
ｆｂｅｓｔ
ｆａｖｇ

７ ０５５．４７０ ０
７ ０３３．５９０ ０

ｆｂｅｓｔ
ｆａｖｇ

７ ０７０．５６０ ００
８ ０６３．２９０ ００

表 ２　 种群规模不同对算法的影响

测试函数 ｎ 理论最优值 ｆ（ｘ∗） Ｐｓｉｚｅ 优化最优值 ｆｂｅｓｔ 优化均值 ｆａｖｇ ｓｔ．ｄｅｖ ｋａｖｇ

１０ｎ － １５．００３ ５ － １４．９５５ ６０ ０．０４９ ３１３ １ １０
Ｇ０１ １３ － １５．０００ ０ ２０ｎ － １５．００９ ６ － １４．９７９ ２０ ０．０３０ ２９５ ０ １０

３０ｎ － １４．９９９ ６ － １４．９９６ ５０ ０．００２ ４７４ ９ ９
１０ｎ － １．０００ ６ － １．０００ ３２ ０．０００ １６４ ３ １２

Ｇ０３ １０ － １．０００ ５ ２０ｎ － １．０００ ４ － １．０００ ４０ ０．０００ １７３ ２ １３
３０ｎ － １．０００ ４ － １．０００ ３４ ０．０００ ００８ ９ １２
１０ｎ － ３０ ６７２．４２０ ０ － ３０ ６６７．９６０ ２０ ２０．５８９ ３２７ ８ １３

Ｇ０４ ５ － ３０ ６６５．５４０ ０ ２０ｎ － ３０ ６６６．８００ ０ － ３０ ６６４．９９８ ００ ６．２５５ ４０７ ２ １５
３０ｎ － ３０ ６６４．７００ ０ － ３０ ６５４．６５４ ００ ５．９２９ ５７２ ５ １１
１０ｎ － ６ ９６４．５３０ ０ － ６ ９５６．０３６ ００ １９．７１４ ５７８ ７ ２０

Ｇ０６ ２ ６ ９６１．８１０ ０ ２０ｎ － ６ ９６１．９００ ０ － ６ ９５９．８１８ ００ ５．３８４ ５５３ ８ ２０
３０ｎ － ６ ９６０．８９０ ０ － ６ ９５９．９８４ ００ ２．８７７ ６０８ ４ ２０

３􀆰 ２　 内部迭代次数对算法的影响

选取 Ｇ０２、Ｇ０３、Ｇ０４ 和 Ｇ０６ 作为测试函数，进行

１０ 次仿真，选取其中 ５ 次的仿真结果说明内部迭

代次数对算法的影响． 其中 Ｇ０２ 的种群规模为

Ｐｓｉｚｅ ＝１０ｎ， 其他测试函数的种群为 Ｐｓｉｚｅ ＝２０ｎ，
Ｇｍａｘ ＝１０ｎ，３０ｎ，其他参数不变．结果如表 ３ 所示．

表 ３　 内部迭代次数对算法的影响

测试函数 理论最优值 ｆ（ｘ∗） Ｇｍａｘ 优化最优值 ｆｂｅｓｔ 优化均值 ｆａｖｇ ｓｔ．ｄｅｖ

Ｇ０２ － ０．８０３ ６ １０ｎ
３０ｎ

－ ０．８０４ ３
－ ０．６６７ ０

－ ０．８００ １０
－ ０．６５５ ６０

０．００６ ２２５ ８
０．０１８ ０６６ １

Ｇ０３ － １．０００ ５ １０ｎ
３０ｎ

－ １．０００ ５
－ １．０００ ５

－ １．０００ ３８
－ １．０００ ４４

－ ０．０００ １７８ ９
－ ０．０００ １４４ ２

Ｇ０４ － ３０ ６６５．５４０ ０ １０ｎ
３０ｎ

－ ３０ ６６６．８００ ０
－ ３０ ６６６．２７０ ０

－ ３０ ６６４．９９８ ００
－ ３０ ６５６．６５４ ００

６．２５５ ４０７ ２
５．９２９ ５７２ ５

Ｇ０６ － ６ ９６１．８１０ ０ １０ｎ
３０ｎ

－ ６ ９６１．９００ ０
－ ６ ９６０．０６０ ０

－ ６ ９５８．８１８ ００
－ ６ ９５９．６８８ ００

５．３８４ ５５３ ８
２．０７８ ４７７ ８

　 　 除 Ｇ０２ 外，表中数据说明随着内部迭代次数

的增加，优化可行解的质量得到了显著改善，且随

着 Ｇｍａｘ 的增大，优化均值 ｆａｖｇ 和标准偏差 ｓｔ．ｄｅｖ 明
显减小，说明可行解越来越趋于均匀化．

４　 结　 论

增广拉格朗日乘子法是求解约束非线性优化

问题的常用方法，和群体智能算法的融合进一步

·９５·第 ９ 期 刘志君， 等： 混合人工鱼群算法在约束非线性优化中的应用



拓宽了该方法的应用领域．鱼群算法和其他智能

算法一样，属于一种随机搜索算法，文中简要分析

了该算法的随机收敛性，并给出了扼要的证明，所
得结论如下：

１）文中选取了 ６ 个测试函数，通过和自适应

惩罚遗传算法的结果相比，本文的仿真结果优于

文献［２２］的结果，尤其对于较高维函数的计算优

势更明显，证明本文提出的混合鱼群算法在求解

约束非线性优化问题时是可行、有效的，且通过多

次仿真分析了外部迭代次数、内部迭代次数以及

鱼群规模对优化结果的影响．
２）经多次仿真发现，对于决策变量寻优范围

比较大的优化函数，得到的可行解的精度相对较

低，所以为了得到较高质量的可行解，在进行种群

初始化时，可以采取适当的策略以提高种群初始

化质量，如采用基于 Ｔｅｎｔ 映射的混沌方法进行种

群初始化等．
３）基本鱼群算法的计算精度相对较低，要用

于解决较高精度的约束优化问题，可以对基本鱼

群算法进行改进，然后和增广拉格朗日乘子法相

结合进行问题的优化分析．
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