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新型两转动自由度完全解耦并联机构及其特性

侯雨雷， 张占叶， 胡鑫喆， 曾达幸

（燕山大学 机械工程学院， ０６６００４ 河北 秦皇岛）

摘　 要： 针对并联机构内部耦合性给其运动学和动力学分析以及控制系统的开发带来的问题，提出一种新型的两自由

度转动解耦并联机构．运用约束螺旋法对机构的自由度和运动特性进行分析，通过修正的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ⁃Ｇｒüｂｌｅｒ 公式计算出

机构自由度数目；利用各构件间几何关系，求解机构位置正反解解析表达式；根据机构输入与输出参数间关系式，推导得

到机构雅可比矩阵，进而依据雅可比矩阵表达式，验证了机构的解耦特性，并进而讨论了驱动输入的选择对机构奇异的

影响．提出的解耦并联机构丰富了机构构型库，对进一步应用具有理论指导意义．
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　 　 并联机构由固定与运动平台及连接两平台的

两个或者两个以上开环运动链组成，与串联机构

相比，具有比刚度大、无误差累积、承载能力强等

优点，在诸多领域得到独特的应用．然而，一般而

言，并联机构工作空间较小，奇异具有多样性，且

控制系统复杂，在一定程度上限制了其应用．而若

并联机构实现解耦，即输入、输出变量呈一一对应

关系，则其理论分析和实体研制将更简便，故解耦

并联机构已成为当前机构学领域的研究热点之

一．Ｋｏｎｇ 等［１］利用几何描述法对 ３ 类 ２～４ 自由度

解耦并联机构进行了型综合．李为民等［２］ 提出了

仅由转动副组成的 Ｒ－ＣＵＢＥ 三自由度移动解耦

并联机构．Ａｌｔｕｚａｒｒａ 等［３］ 以具体实例阐述了如何

通过分支选择及组装方式实现少自由度多级操作

器部分解耦的问题．Ｇｌａｚｕｎｏｖ［４］基于封闭螺旋组的



思想研究了解耦并联机构的设计方法． Ｌｅｇｎａｎｉ
等［５］对 Ｓｔｅｗａｒｔ 结构予以改进，研制出在特定位形

下解耦和各向同性的六自由度并联机构．相比六

自由度机构而言，少自由度并联机构具有结构简

单，设计制造成本低廉等优点［６－７］ ．黄田等［８］ 分析

了少自由度并联机构的广义雅可比．Ａｍｉｎｅ 等［９］

提出一个分析少自由度机器人奇异性的通用方

法．作为并联机构的重要分支，转动并联机构引起

了许多学者的关注［１０－１１］ ．Ｃａｒｒｉｃａｔｏ 等［１２］ 提出一个

包含两个曲柄滑块机构的两转动完全解耦并联机

构．刘辛军等［１３］提出一类具有高转动能力的空间

三自由度并联机器人．Ｇｏｇｕ［１４］ 利用线性变换理论

综合出完全各向同性的两自由度并联手腕．
Ｈｅｒｖé［１５］利用位移子群的代数特性综合得到多种

解耦的非过约束定位机构．转动并联机构已在许

多领域得以广泛应用，但迄今已有具有解耦特性

的转动并联机构比较复杂，而两自由度转动解耦

并联机构还很缺乏［１６］ ．
本文提出了一种新型的 ＲＵ－ＲＰＲ（Ｒ 为转动

副，Ｕ 为虎克铰，Ｐ 为移动副）两转动解耦并联机

构，并对其运动特性进行分析．描述了所提出并联

机构的结构组成，利用约束螺旋法分析了机构可

能的运动，并由修正的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ⁃Ｇｒüｂｌｅｒ 公式计算

出机构自由度，然后讨论了机构的位置正反解、解
耦特性及不同驱动输入下机构的奇异性．

１　 ＲＵ－ＲＰＲ 转动并联机构结构组成

转动并联机构由定平台、动平台以及连接两平

台的两条支链组成（见图 １），从定平台开始计，第
一条分支 ＡＢ 依次由转动副（Ｒ）和虎克铰（Ｕ）组
成，第二条分支 ＣＤ 依次由转动副（Ｒ）、移动副（Ｐ）
和转动副（Ｒ）组成．其中，移动副的导路方向垂直于

第二条分支中两个转动副的轴线，两分支中与固定

平台相连的两转动副轴线相互平行且与虎克铰的

一条轴线平行，虎克铰的另一条轴线与第二分支中

与动平台相连的转动副轴线重合［１７－１８］ ．
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图 １　 ＲＵ－ＲＰＲ ２ 自由度转动并联机构

　 　 初始状态下，ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构的动平台与

定平台平行． 以定平台的几何中心为原点建立固

定坐标系Ｏ － ＸＹＺ，其Ｙ轴平行于第二分支中和动

平台相连的转动副的轴线，Ｚ 轴沿铅垂方向且平

行于与定平台相连的转动副轴线．在动平台几何

中心建立动坐标系 ｏ⁃ｘｙｚ，其 ｙ 轴和第二分支中与

动平台相连的转动副轴线共线，ｚ轴垂直于动平台

平面．

２　 ＲＵ－ＲＰＲ 转动并联机构自由度分析

图 ２ 所示为 ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构螺旋系，第一

分支坐标系 ｏ１⁃ｘ１ｙ１ｚ１ 的原点建立在虎克铰的中心

位置，ｙ１ 轴和 ｚ１ 轴分别沿虎克铰的两个转动轴线；
第二分支坐标系 ｏ２⁃ｘ２ｙ２ｚ２ 的原点建立在移动副运

动方向和与动平台相连的转动副轴线的交点处，
ｙ２ 轴沿与动平台相连的转动副轴线方向，ｚ２ 轴垂

直于动平台平面．
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图 ２　 ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构螺旋系

则分支 １ 的运动螺旋系为

＄１１ ＝ ０ ０ １； ０ ０ ０( ) ，
＄１２ ＝ ０ １ ０； ０ ０ ０( ) ，
＄１３ ＝ ０ ０ １； ａ ｂ ０( ) ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１）

式中 ａ、ｂ 均为非零实数．
对式（１）求反螺旋，可得分支 １ 的约束螺旋为

＄ｒ
１１
＝ － ｂ ａ ０； ０ ０ ０( ) ，

＄ｒ
１２
＝ ０ ０ １； ０ ０ ０( ) ，

＄ｒ
１３
＝ ０ ０ ０； １ ０ ０( ) ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２）

　 　 式（２）的约束螺旋系表示两个约束力和 １ 个

约束力偶， 即分支 １ 限制了动平台在 ｘｙ 平面内沿

ＡＢ 的移动、沿 ｚ１ 轴的移动以及绕 ｘ１ 轴的转动．
类似的，可得分支 ２ 的运动螺旋为

＄２１ ＝ ０ １ ０； ０ ０ ０( ) ，
＄２２ ＝ ０ ０ ０； １ ０ ０( ) ，
＄２３ ＝ ０ ０ １； ０ ｃ ０( ) ．
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î
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ï
ï

ïï

（３）

式中 ｃ 为非零实数．
对式（３）求反螺旋，可得分支 ２ 的约束螺旋为

＄ｒ
２１
＝ ０ ０ １； ０ ０ ０( ) ，

＄ｒ
２２
＝ ０ ０ ０； １ ０ ０( ) ，

＄ｒ
２３
＝ ０ １ ０； ０ ０ － ｃ( ) ．
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î
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ï

ï
ï

（４）
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　 　 式（４）的约束螺旋系表示两个约束力和 １ 个

约束力偶，即分支２限制了动平台沿 ｚ２ 轴的移动、
过转轴 Ｄ 沿 ｙ２ 方向的移动以及绕 ｘ２ 轴的转动．

综合上述分析可见，转动并联机构分支 １ 和

分支 ２ 的 ６ 个约束螺旋限制了动平台的全部移动

和绕 Ｘ 轴的转动．因此，ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构只具有

绕 Ｙ 轴和 Ｚ 轴转动的两个自由度．
并联 机 构 的 自 由 度 也 可 通 过 修 正 的

Ｋｕｔｚｂａｃｈ⁃Ｇｒüｂｌｅｒ 公式［１９］ 求得， 需要说明的是该

机构有两个公共约束，分别是沿 Ｚ 轴的约束力和

绕 Ｘ 轴的约束力偶，机构没有冗余约束和局部自

由度，因此其自由度为

Ｍ ＝ ｄ（ｎ － ｇ － １） ＋ ∑
ｇ

ｉ ＝ １
ｆｉ ＋ ν － ζ ＝

４（５ － ５ － １） ＋ ６ ＋ ０ － ０ ＝ ２．
式中： Ｍ为机构的自由度；ｄ为机构的阶数，且 ｄ ＝
６ － λ；λ 为公共约束；ｎ 为包括机架在内的构件数

目；ｇ为运动副的数目；ｆｉ 为第 ｉ个运动副的自由度

数目；ν 为多环并联机构在除去公共约束因素后

冗余约束的数目；ζ 为机构中存在的局部自由度．

３　 ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构位置分析

如图 ３ 所示，选择第 １ 分支的转动副和第 ２
分支与动平台相连的转动副作为驱动输入副．定
义各符号如下： θ为第１分支的转动副绕Ｚ轴旋转

角度，γ为第 ２分支与动平台相连的转动副绕 Ｙ轴

旋转角度；α和 β 分别为动平台绕动坐标系 ｚ轴和

ｙ 轴的旋转角度；Ｌ 为与定平台相连的两个转动副

轴线间的垂直距离，ｌ１ 和 ｌ２ 分别表示杆 ＡＢ 和 ＢＣ
的长度．

分支1By

l2

l1
θ

A

α
z

β

L
分支2

D

E

C

γ

定平台

动平台

X
YZ

O

x

图 ３　 ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构运动参数示意图

３􀆰 １　 位置反解

ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构的位置反解即指通过给

定的机构动平台姿态转角 （α，β） 来求解机构的

输入量（θ，γ） ．
根据前述 ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构结构组成特点，

显然可得

γ ＝ β． （５）
　 　 如图 ４ 所示， 在 ＸＹ 平面内，ＡＢＣＤ 构成一个

平面四杆机构，假设 ＡＢ 与 ＢＣ 共线时为机构的初

始状态，且令 δ为 ＡＤ和 ＡＢ的夹角．当第 １分支 ＡＢ
绕 Ｚ轴转过 θ角后，ＲＵ － ＲＰＲ并联机构动平台将

相应的转过 α 角，则此时平面四杆机构变化至

ＡＢ′Ｃ′Ｄ 位置．

A(R)D(R)

C′(R)

B′(U)
C(R)

E′(R)
E(R)

α
l2

l1

L

θ
δ

B(U)

图 ４　 ＸＹ 平面内四杆机构简图

　 　 由图 ４ 中所示几何关系，有
ｃｏｓ δ ＝ （ ｌ１ ＋ ｌ２） ／ Ｌ．

　 　 对于四杆机构 ＡＢ′Ｃ′Ｄ，可建立如下方程式：
　 ［ ｌ１ｓｉｎ（θ ＋ δ） ＋ ｌ２ｓｉｎ（α ＋ δ）］ｔａｎ（α ＋ δ） ＋
　 　 ｌ１ｃｏｓ（θ ＋ δ） ＋ ｌ２ｃｏｓ（α ＋ δ） ＝ Ｌ，
即

ｌ１ｃｏｓ（θ′ － α′） ＋ ｌ２ ＝ Ｌｃｏｓ α′ ． （６）
其中： θ′ ＝ δ ＋ θ，α′ ＝ δ ＋ α．
　 　 进而可求得输入参数 θ 为

θ１ ＝ α ＋ ａｒｃｃｏｓ（（Ｌｃｏｓ α′ － ｌ２） ／ ｌ１），
θ２ ＝ α － ａｒｃｃｏｓ（（Ｌｃｏｓ α′ － ｌ２） ／ ｌ１） ．

{
３􀆰 ２　 位置正解

ＲＵ－ＲＰＲ 转动并联机构的位置正解指的是

通过已知的机构两个输入参数 （θ，γ） 来求解动

平台的姿态参数（α，β） ．由式（５），可得

β ＝ γ．
又根据式（６），有

－ ｌ１ｓｉｎ θ′ｓｉｎ α′ ＋ （Ｌ － ｌ１ｃｏｓ θ′）ｃｏｓ α′ ＝ ｌ２，
进一步整理可求得

α１ ＝ ａｒｃｓｉｎ
ｌ２

Δ２ ＋ Γ２
－ ａｒｃｔａｎ Γ

Δ
－ δ，

α２ ＝ π － ａｒｃｓｉｎ
ｌ２

Δ２ ＋ Γ２
－ ａｒｃｔａｎ Γ

Δ
－ δ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

式中： Δ ＝－ ｌ１ｓｉｎ θ′， Γ ＝ Ｌ － ｌ１ｃｏｓ θ′．

４　 ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构速度分析

对并联机构而言，其动平台速度和驱动关节

速度之间的映射关系可借助雅可比矩阵表达，即
Ｖ ＝ Ｊｑ̇．

式中： Ｖ 为机构动平台的速度矢量；ｑ̇ 为驱动关节

的输入速度矢量；Ｊ 为雅可比矩阵，表征了机构的

输入速度和动平台输出速度间的映射关系．
根据雅可比矩阵的表达形式，并联机构可以
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分为以下 ４ 种类型［２０］： １） 完全各向同性并联机

构，Ｊ 是对角阵且对角线上的元素都相同； ２） 完

全解耦并联机构，Ｊ 为对角阵，但对角线上的元素

并不全部相同； ３） 部分解耦并联机构，Ｊ 是三角

阵； ４） 耦合并联机构，Ｊ 既不是对角阵，又不是三

角阵．
将式（５）和式（６）分别对时间求导，可得

β̇ ＝ γ̇，
－ ｌ１ｓｉｎ（θ － α）（ θ̇ － α̇） ＝ － Ｌｓｉｎ（δ ＋ α）·α̇．{

（７）
将式（７）改写为矩阵形式，即

Φ
α̇

β̇
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Λ θ̇

γ̇
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

． （８）

其中：

Φ ＝
Ｌｓｉｎ（δ ＋ α） ＋ ｌ１ｓｉｎ（θ － α） ０

０ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Λ ＝
ｌ１ｓｉｎ（θ － α） ０

０ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

　 　 如果矩阵Φ非奇异，则由式（８） 可得ＲＵ － ＲＰＲ
并联机构的雅可比矩阵为

Ｊ ＝ Φ－１Λ ＝
ｌ１ｓｉｎ（θ － α）

Ｌｓｉｎ（δ ＋ α） ＋ ｌ１ｓｉｎ（θ － α）
０

０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

（９）
由式（９）可见，ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构的雅可比

矩阵为对角阵，这意味着该并联机构运动解耦，且
实现了完全解耦．

５　 ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构奇异性分析

机构在运动过程中，如果处于奇异位置，会导

致机构处于死点或失去稳定或使机构的自由度瞬

时发生突变，使得机构传递运动和动力的能力失

常，因此奇异位形的分析是并联机构研究的重要

环节之一．
对同一个并联机构而言，选取的驱动副不同，

会导致不同的奇异表现，换言之，如果并联机构的

驱动改变，则其奇异的类型或是状态也会随之发

生改变．
如前述分析，ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构具有绕 Ｙ 轴

和 Ｚ 轴转动的两个自由度，在本节，以第 ２ 分支中

与动平台相连的转动副作为实现动平台绕 Ｙ 轴转

动的驱动副，并保持不变；而选择不同的运动副驱

动动平台实现绕 Ｚ 轴转动，本节将分析这两种情

况下机构的奇异性．
考虑到 ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构的实际结构需要，

有不等式 Ｌ ＞ ｌ１ ＋ ｌ２ 成立．
５􀆰 １　 Ａ 处转动副作为驱动时机构的奇异

首先选取第 １ 分支中 Ａ 处的转动副作为驱

动．令 ｜ Ｊ ｜ ＝ ０， 由式（９）可知，ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构

发生奇异时有如下方程成立：
ｌ１ｓｉｎ（θ － α） ＝ ０．

　 　 考虑到实际情况下， 机构杆长 ｌ１ 不可能为

零，故有

θ － α ＝ ０，
或

θ － α ＝ π．
　 　 上述两式对应于 ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构的两种

边界奇异情况如图 ５ 所示，此时运动链 ＡＢＣ 完全

拉直共线（图 ａ）或折叠共线（图 ｂ），而杆 ＤＣ 分别

到达最短或最长极限位置．

C(R)

E(P)

D(R) A(R)

B(U)

α′
θ′min

βmax

（ａ） 运动链拉直共线状况下边界奇异

E(P)

D(R)

C(R)

α′

A(R)

B(U)θ′min

βmin

（ｂ） 运动链折叠共线状况下边界奇异

图 ５　 ＲＵ－ＲＰＲ并联机构以 Ａ作驱动副时边界奇异

５􀆰 ２　 Ｄ 处转动副作为驱动时机构的奇异

若以第 ２ 分支中 Ｄ 处的转动副作为驱动，则
由于机构构型并不因驱动副选择而发生变化，故
前述机构位置分析中所得几何关系式依然成立，
只是表达式中不应再以 Ａ 处转动副转角为输入变

量，而应代以 Ｄ 处转动副的转角．不妨定义 φ 为

第 ２ 分支与定平台相连转动副（Ｄ处转动副） 绕 Ｚ
轴旋转角度，相应的 ＸＹ 平面内机构简图如图 ６
所示．

C(R)

E(R)

D(R) A(R)

B(U)
l1

l2

L
φ

图 ６　 Ｄ 为驱动副时 ＸＹ 平面内四杆机构简图

　 　 由机构简图显见，对应此情况下， 当存在 φ ＝
ａｒｃｓｉｎ（（ ｌ１ ＋ ｌ２） ／ Ｌ） 或φ ＝ ａｒｃｓｉｎ（（ ｌ２ － ｌ１） ／ Ｌ） 时，
ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构发生奇异，相应的机构奇异位
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形如图 ７ 所示．

C(R)

E(P)

D(R) A(R)

B(U)

（ａ） 运动链拉直共线状况下死点奇异

D(R)

E(P)

C(R)

A(R)

B(U)

（ｂ） 运动链折叠共线状况下死点奇异

图 ７　 ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构 Ｄ 作驱动副时的死点奇异

５􀆰 ３　 两种奇异下机构运动特性对比分析

对比图 ５ 和图 ７ 可知，尽管机构奇异位形外

在表现形式一样，但由于驱动副选取的不同，使得

两种情况下奇异的物理意义和运动特性截然

不同．
在图 ７ 中所示机构状态，因为 Ｄ 处的转动副

为驱动输入，则此时 ＲＵ⁃ＲＰＲ 并联机构处于死

点，意味着无论施加多大的驱动力，也不能使机构

产生运动．而对应图 ５ 所示机构状态，因 Ａ 处转动

副为驱动输入，故并不存在死点，而是瞬时运动不

确定，即机构动平台此时既可能绕 Ｚ 轴顺时针转

动，也可能逆时针转动．
可见，因机构驱动副选取的不同，导致尽管奇

异时机构所处的位形一样，但其运动特性是不同

的．此外，还值得考虑的一个问题是，处于上述奇

异位形时，是否会导致 ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构自由度

性质或数目发生改变．
针对上述两种奇异位形中的 ＡＢＣ 拉直共线

情况，建立 ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构及其各分支坐标系

如图 ２ 所示．
　 　 此时，相对于坐标系 ｏ１ － ｘ１ｙ１ｚ１ 下的分支１的
运动螺旋系为

＄１１ ＝ ０ ０ １； ０ ０ ０( ) ，
＄１２ ＝ ０ １ ０； ０ ０ ０( ) ，
＄１３ ＝ ０ ０ １； ｅ ０ ０( ) ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１０）

式中 ｅ 为非零实数．
　 　 对式（１０）求反螺旋，可得分支 １ 的约束螺旋为

＄ｒ
１１
＝ ０ １ ０； ０ ０ ０( ) ，

＄ｒ
１２
＝ ０ ０ １； ０ ０ ０( ) ，

＄ｒ
１３
＝ ０ ０ ０； １ ０ ０( ) ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１１）

　 　 式（１１）的约束螺旋系表示两个约束力和一

个约束力偶， 其限制了机构动平台沿 ｙ１ 轴、ｚ１ 轴

的移动以及绕 ｘ１ 轴的转动．
分支 ２ 的运动螺旋为

＄２１ ＝ ０ １ ０； ０ ０ ０( ) ，
＄２２ ＝ ０ ０ １； １ ０ ０( ) ，
＄２３ ＝ ０ ０ １； ０ ｈ ０( ) ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１２）

　 　 对式（１２）求反螺旋，可得分支 ２ 的约束螺旋为

＄ｒ
２１
＝ ０ ０ １； ０ ０ ０( ) ，

＄ｒ
２２
＝ ０ ０ ０； １ ０ ０( ) ，

＄ｒ
２３
＝ ０ １ ０； ０ ０ － ｈ( ) ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１３）

式中 ｈ 为非零实数．
式（１３） 的约束螺旋系表示两个约束力和一

个约束力偶，其限制了机构动平台沿 ｚ２ 方向的移

动和过 Ｄ 处沿 ｙ２ 方向的移动以及绕 ｘ２ 轴的转动．
综合以上分析可知，机构两分支 ６ 个约束螺

旋的共同作用限制了 ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构动平台

沿 Ｙ 轴和 Ｚ 轴的移动以及绕 Ｘ 轴和 Ｚ 轴的转动，
此时 ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构只能绕 Ｙ 轴转动和沿 Ｘ
轴移动，即具有一转动一移动两个自由度．

换言之，在这种奇异位形下，尽管 ＲＵ－ＲＰＲ
并联机构的自由度数仍为 ２，但是自由度的性质

发生了改变，由两转动变成了一转动一移动，而
且，这种情况仅取决于机构的位形，而与驱动副的

选择无关．
对于运动链 ＡＢＣ 折叠共线情况，机构奇异位

形的分析过程与上述类似，所得出的结论也是一

致的，不再赘述．

６　 结　 论

１）本文提出了一种新型的 ＲＵ⁃ＲＰＲ 两转动

完全解耦并联机构，丰富了并联机构构型库．利用

约束螺旋理论分析了所提出并联机构的可能运

动，并借助修正的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ⁃Ｇｒüｂｌｅｒ 公式验证了该

机构的自由度；求解获得机构的位置正反解解析

表达式，并基于所求得的雅可比矩阵证实了机构

的解耦特性．
２）通过分析不同驱动对 ＲＵ⁃ＲＰＲ 转动解耦

机构奇异位形的影响，发现选择不同驱动导致奇

异位形下机构的运动特性不同，并且奇异时机构

的自由度性质发生了变化，由两转动自由度瞬时

转变为一转动一移动．
３）本文所提出的 ＲＵ－ＲＰＲ 并联机构结构简

单且运动解耦，不需复杂的运动学计算，易于控制

实现，可预见在两自由度空间定向领域将会有很
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好的应用前景．研究内容对转动解耦并联机构的

更进一步研究具有一定的理论指导意义．
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