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摘　 要： 为了解决如何构造具有通用逼近性能的 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统问题，提出一类 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统具有通用逼近性

的充要条件． 该模糊系统采用乘积推理机（ｐｒｏｄｕｃｔ ｉｎｆｅｒｅｎｃｅ ｅｎｇｉｎｅ， ＰＩＥ）和最大值平均（ｍｅａｎ ｏｆ ｍａｘｉｍｕｍ， ＭＯＭ）解模糊

器，按模糊规则后件分为单点规则后件和模糊数规则后件两种情况，分别根据 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ 第一定理和隶属度函数性质给

出了严格证明． 最后通过示例证明该充要条件的有效性．
关键词： Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统；乘积推理机；ＭＯＭ；通用逼近性
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　 　 学者 Ｋｏｓｋｏ［１］和 Ｗａｎｇ［２］在 １９９２ 年的 ＩＥＥＥ 模

糊系统会议上提出了模糊系统可以作为通用逼近

器，并分别从不同角度给予了证明． 自此，不少学者

围绕模糊系统作为通用逼近器开展了相关研究．
Ｂｏｖａ 等［３］研究了 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统的一种模糊逻

辑推理过程． Ｗａｎｇ 等［４］ 分析了简化结构演变的

Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统辨识及其应用高维问题的方法．
关于模糊系统作为通用逼近器的理论研究可分为

３ 大类：存在性，充分性和必要性．

１）模糊系统通用逼近性的存在性． Ｋｏｓｋｏ［１］

首先建立加型模糊系统模型，然后采用有限覆盖

定理对基于此模型的模糊系统的通用逼近性的存

在性给出了分析；进一步和 Ｄｉｃｋｅｒｓｏｎ 等［５］共同分

析了具备椭圆规则的加型模糊系统的通用逼近

性． Ｂｕｃｋｌｅｙ 等［６］ 选取一类模糊控制器的传递函

数作为研究对象，从泛函角度对模糊系统具有通

用逼近性给出了存在性证明． Ｚｅｎｇ 等［７－８］ 分析研

究了采用乘积和最小推理方法得到的模糊系统，
得出了其具有通用逼近性的对给定输入的局部逼

近特性的一般表达式，并给出了如何提高全局通

用逼近性的方向性建议． Ｋóｃｚｙ等［９］ 从“猫和鼠”
等问题出发对采 用 最 大 － 最 小 算 子 推 理 的

Ｍａｍｄａｎｉ 模型和 Ｔ－Ｓ 模型模糊系统的通用逼近性



的存在性进行了研究． Ｃａｏ 等［１０－１１］ 从动态模型角

度分别研究了 Ｔ－Ｓ 模糊模型和 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊模

型的通用逼近性． Ｃｕｏｎｇ 等［１２］ 引入 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊

系统的一类分段多线性模型， 并研究了其逼近

能力．
２）模糊系统通用逼近性的充分性． Ｙｉｎｇ ［１３－１４］

采用构造性方法，分别分析了预先给定的逼近精

度的Ｔ－Ｓ 型和 Ｍａｍｄａｎｉ 型模糊系统作为通用逼近

器的充分条件． Ｚｅｎｇ 等［１５］ 通过对线性 Ｔ－Ｓ 性模

糊系统的隶属函数作了一定的限制后给出了新的

通用逼近性的充分性条件． 黄卫华等［１６］推导了输

入采用广义线性隶属函数的典型 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊

系统的解析结构，并证明了通用逼近性．
３） 模糊系统通用逼近性的必要性． Ｙｉｎｇ

等［１７－１８］深入研究了一般单输入单输出、多输入单

输出的 Ｍａｍｄａｎｉ 型模糊系统和典型的Ｔ－Ｓ 型模糊

系统可以作为通用逼近器的必要条件，并分析了

其极可能具有最简洁系统构成． 孙富春等［１９］研究

了单输入单输出（ＳＩＳＯ）Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统在给定

逼近精度下作为函数逼近器的必要条件，对文献

［１７－１８］的结论做了推广．
以上这些研究都没有给出某种情形下的模糊

系统具有通用逼近性的充要条件． 这些研究都是

指针对某一特定类模糊系统的通用逼近能力，他
们都未能解答具有通用逼近性能的模糊系统必须

具备怎样的条件． 具体采用怎样的途径和方法来

构造模糊系统，从而使其具有通用逼近性，这仍然

需要进一步的研究分析．
本文将分析并证明一类具有通用逼近性的

Ｍａｍｄａｎｉ 型模糊系统的充要条件．

１　 一类通用逼近的Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统

在研究模糊系统的逼近性能时，需要在有界闭

区间上进行． 因此，设定 ｎ 维模糊系统的输入空间

为［ａｉ，ｂｉ］ ｎ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ． 对区间［ａｉ，ｂｉ］ 进行划

分，即在区间［ａｉ，ｂｉ］ 上定义Ｎｉ 个模糊数Ａ１
ｉ ，Ａ２

ｉ ，…，
ＡＮｉ

ｉ ，且有Ａ１
ｉ ＜ Ａ２

ｉ ＜ … ＜ ＡＮｉ
ｉ ，则有Ｃ１

ｉ ＜ Ｃ２
ｉ ＜ … ＜

ＣＮｉ
ｉ ，其中 Ｃｊ

ｉ为 Ａｊ
ｉ的中心点．

令Ｕｊ１ｊ２…ｊｎ
＝ ［Ｃｊ１

１ ，Ｃｊ１＋１
１ ］ ×… × ［Ｃｊｎ

ｎ ，Ｃｊｎ＋１
ｎ ］，其中

ｊｉ ＝ １，２，…，Ｎｉ － １（ｉ ＝ １，２，…，ｎ）． 又因为［ａｉ，ｂｉ］ ＝
［Ｃ１

ｉ ，Ｃ２
ｉ ］ ∪ ［Ｃ２

ｉ ，Ｃ３
ｉ ］ ∪…∪［ＣＮｉ－１

ｉ ，ＣＮｉ
ｉ ］，可得Ｕ ＝

［ａｉ，ｂｉ］ｎ ＝ ∪
Ｎ

ｊ１ｊ２…ｊｎ ＝ １
Ｕｊ１ｊ２…ｊｎ，其中Ｎ ＝ （Ｎ１ － １） × （Ｎ２ －

１） × … × （Ｎｎ － １）．
定义 １　 设 Ｔ：［０，１］ × ［０，１］ → ［０，１］，Ｔ是

Ｔ⁃ｎｏｒｍ，当且仅当对于所有的 ｘ，ｙ，ｚ ∈ ［０，１］ 有：

１）Ｔ（ｘ，ｙ） ＝ Ｔ（ｙ，ｘ）（交换律）；
２） 当 ｙ ≤ ｚ，Ｔ（ｘ，ｙ） ≤ Ｔ（ｙ，ｘ）（单调性）；
３）Ｔ（ｘ，Ｔ（ｙ，ｚ）） ＝ Ｔ（Ｔ（ｘ，ｙ），ｚ）（结合律）；
４）Ｔ（ｘ，１） ＝ ｘ．
定义 ２　 乘积推理机（ＰＩＥ）． 指定Ｕ上的给定

模糊集 Ａ′ 向 Ｖ 上的模糊集 Ｂ′ 的映射规则如下：

μＢ′（ｙ） ＝ ｍａｘ
Ｍ

ｌ ＝ １
ｓｕｐ
ｘ∈Ｕ

μＡ′（ｘ）∏
ｎ

ｉ ＝ １
μ ｌ

Ａｉ（ｘｉ）μ ｌ
Ｂ（ｙ）( )[ ] ．

其中 μ Ａ′（ｘ） 表示模糊集 Ａ′，μ ｌ
Ａｉ（ｘｉ）、μ ｌ

Ｂ（ｙ） 分别为

模糊规则前件、后件的隶属度函数．
Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统的结构比 Ｔ－Ｓ 模糊系统的

结构要复杂得多，因为对于 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统来

说，其规则后件也为模糊数，而且解模糊器也有多

种选择． 本文只讨论基于乘积推理机 （ ＰＩＥ） 的

情形．
对于 Ｍａｍｄａｎｉ 型模糊系统，根据其规则后件

的不同，其模糊系统具有不同形式． 当采用一般

解模糊化算子［２０］时，其模糊系统具有如下形式：

Ｆ（ｘ） ＝
∑
Ｍ

ｌ ＝ １
（μｌ

Ｂ′（ｙ）） αｙｌ

∑
Ｍ

ｌ ＝ １
（μｌ

Ｂ′（ｙ）） α

． （１）

其中： Ｍ 为该模糊系统的模糊规则数；ｙｌ 为 μ ｌ
Ｂ（ｙ）

取最大值时所对应的点；（μ ｌ
Ｂ′（ｙ）） α 表示第 ｌ 个模

糊规则的合成算子，且

μｌ
Ｂ′（ｙ）＝ ｓｕｐ

ｘ∈Ｕ
μＡ′（ｘ）∏

ｎ

ｉ ＝１
μｌ
Ａｉ（ｘｉ）μ

ｌ
Ｂ（ｙ）( ) ，α∈［０， ＋∞］．

当取 α ＝ １时，表示上式采用面积平均解模糊

器，取 α ＝ ＋ ∞ 时， 则采用了最大值平均解模糊器

（ＭＯＭ）．
引理 １（Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ 第一定理） ［２１］ 　 设 ｆ（ｘ）

是在区间［ａ，ｂ］ 上定义的连续函数，则任意给定

ε ＞ ０，都存在多项式 Ｐ（ｘ），使得

ｍａｘ
ａ≤ｘ≤ｂ

｜ Ｐ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｜ ＜ ε．

　 　 如下定理将给出一类 Ｍａｍｄａｎｉ 型模糊系统

是否具有通用逼近性的结论．
定理 １　 给定一个在定义域 Ｄ上的任意连续

函数 ｆ（ｘ） 和任意的逼近精度 ε ＞ ０ 时，若模糊系

统 Ｆ（ｘ） 的推理机为乘积推理机，且解模糊器为

最大值平均解模糊器， 则 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统

Ｆ（ｘ） 具有通用逼近性的充要条件：
在模糊器和规则前件的隶属函数中，所有满足

μ ｋｉ
Ａ（ｘ∗

ｉ ） ＝ ｍａｘ
ｊｉ

（μ ｊｉ
Ａ（ｘ∗

ｉ ）） 的隶属函数的中心点 Ｃｋｉ
ｉ

具有当 ｜ Ｃｊｉ＋１
ｉ － Ｃｊｉ

ｉ ｜ →０ 一定有 ｜ Ｃｋｉ
ｉ － Ｃｊｉ

ｉ ｜ →０ 的

性质和规则后件的隶属函数具有如下性质，即当

｜ Ｃｊｉ＋ １ｉ － Ｃｊｉ
ｉ ｜ →０一定有使得其对应的规则后件隶
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属函数的隶属度 μ ｌ
Ｂ（ｙ） ≥ ｍｉｎ（μＡ（ｘ））（μＡ（ｘ） ＝

∪
Ｍ

ｌ ＝ １
μ ｌ

Ａ （ｘ）） 的值的取值范围长度也趋近于零，

也就是说，当符合上述条件的 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊

系统 Ｆ（ｘ） 满足下式：
ｍａｘ
ｘ
➝
∈Ｕ

｜ Ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｜ ≤ ε． （２）

其中 μ ｌ
Ａ（ｘ） ＝ Ｔ（μ ｌ

Ａ１（ｘ１），μ ｌ
Ａ２（ｘ２），…，μ ｌ

Ａｎ（ｘｎ）） ．
证明　 对于式（１）对应的模糊系统的模糊规

则后件有两种选择方式．
１） 规则后件为单点规则后件，即

μｌ
Ｂ（ｙ） ＝ １，　 　 ｙ ＝ ｙｌ；

０，　 　 其他．{
　 　 在这种情形下，由于μ Ａｉ（ｘｉ） ＞ ξ（其中 ξ为一

足够小的正常数），所以一定存在 τ ＝ τ（ξ） ＞ ０，
使得 μ ｌ

Ｂ′（ｙｌ） ≥ τ，ｌ ＝ １，２，…，Ｍ．
在式（１） 中，ｙｌ（ ｌ ＝ １，２，…，Ｍ） 为常数． 不妨

设 ｙｍａｘ ＝ ｍａｘ
ｌ ＝ １，２， …，Ｍ

（ｙｌ），ｙｍｉｎ ＝ ｍｉｎ
ｌ ＝ １，２， …，Ｍ

（ｙｌ） 和 ｙａ ＝

∑
Ｍ

ｌ ＝ １
ｙｌ ／ Ｍ，则 ｙｌ（ ｌ ＝ １，２，…，Ｍ） 中一定存在 Ｎ个常

值小于或等于 ｙａ，Ｍ － Ｎ 个大于 ｙａ ． 不失一般性，
设前 Ｎ 个常值小于或等于 ｙａ ．

采用最大值平均解模糊器（ＭＯＭ），即 α ＝ ＋ ∞
时，有

Ｆ（ｘ） ＝
∑
Ｍ

ｌ ＝ １
（μｌ

Ｂ′（ｙ））
＋∞ ｙｌ

∑
Ｍ

ｌ ＝ １
（μｌ

Ｂ′（ｙ））
＋∞

．

　 　 ① 首先证明充分性． 当对于 ｘ∗
ｉ ∈ ［Ｃ ｊｉ

ｉ ，Ｃ ｊｉ
ｉ ］

时，规则前件的隶属函数中所有满足 μ Ａｋｉ
（ｘ∗

ｉ ） ＝

ｍａｘ
ｊｉ

（μ Ａｊｉ
（ｘ∗

ｉ ）） 的隶属函数的中心点 Ｃｋｉ
ｉ 具有当

｜ Ｃ ｊｉ＋ １ｉ － Ｃ ｊｉ
ｉ ｜ →０，一定有 ｜ Ｃｋｉ

ｉ － Ｃ ｊｉ
ｉ ｜ →０ 的特性

时，由

｜ Ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｜ ＝
∑
Ｍ

ｌ ＝ １
（μ ｌ

Ｂ′（ｙ））
＋∞（ｙｌ － ｆ（ｘ））

∑
Ｍ

ｌ ＝ １
（μ ｌ

Ｂ′（ｙ））
＋∞

可推出

｜ Ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｜ ≤

　
∑
Ｍ

ｌ ＝ １
（μ ｌ

Ｂ′（ｙ））
＋∞ ｜ Ｃｋｉ

ｉ － ｘ∗
ｉ ｜·∑

ｎ

ｉ ＝ １

∂ｆ
∂ｘｉ ∞

æ

è
ç

ö

ø
÷

∑
Ｍ

ｌ ＝ １
（μ ｌ

Ｂ′（ｙ））
＋∞

．

（３）
当对应的输入点 ｘ∗ 的各个分量只有一个输

入隶属函数值为最大，则式（３） 可化为

｜ Ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｜ ≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

∂ｆ
∂ｘｉ ∞

ｍａｘ
ｋｉ

｜ Ｃｋｉ
ｉ － ｘ∗

ｉ ｜ ．

（４）
　 　 若对于该点有 ａ 个输入隶属函数值相等且为

该点处最大的隶属值，则式（３） 也可化为

｜ Ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｜ ≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

∂ｆ
∂ｘｉ ∞

ｍａｘ
ｋｉ

｜ Ｃｋｉ
ｉ － ｘ∗

ｉ ｜ ．

（５）
　 　 由于对于式（４）和（５）中所有的 Ｃｋｉ

ｉ 均有当

｜ Ｃ ｊｉ＋ １ｉ － Ｃ ｊｉ
ｉ ｜ →０一定有 ｜ Ｃｋｉ

ｉ － Ｃ ｊｉ
ｉ ｜ →０的特性，

故当 ｜ Ｃ ｊｉ＋１
ｉ － Ｃ ｊｉ

ｉ ｜ →０ 也有ｍａｘ
ｋｉ

｜ Ｃｋｉ
ｉ － ｘ∗

ｉ ｜ →０ 成

立． 上式中对于给定的被逼近函数，∑
ｎ

ｉ ＝ １
∂ｆ ／ ∂ｘｉ ∞

为常值；ｍａｘ
ｋｉ

｜ Ｃｋｉ
ｉ － ｘ∗

ｉ ｜ 随着模糊规则数的增加而

减小，故在这种情形下，当模糊规则足够大时有

Ｆ ｜ （ｘ） － ｆ（ｘ） ｜≤∑
ｎ

ｉ ＝ １

∂ｆ
∂ｘｉ ∞

ｍａｘ
ｋｉ

｜ Ｃｋｉ
ｉ － ｘ∗

ｉ ｜ ＜ ε．

即模糊系统具备通用逼近性，即式（２）成立．
② 必要性证明． 采用反证法，假设系统不满

足上述条件，而该模糊系统仍具有通用逼近性．
当对于 ｘ∗

ｉ ∈［Ｃ ｊｉ
ｉ ，Ｃ ｊｉ

ｉ ］ 时，规则前件的隶属函

数中所有满足 μ Ａｋｉ
（ｘ∗

ｉ ） ＝ ｍａｘ
ｊｉ

（μ Ａｊｉ
（ｘ∗

ｉ ）） 的隶属

函数的中心点 Ｃｋｉ
ｉ 不具有当 ｜ Ｃ ｊｉ＋１

ｉ － Ｃ ｊｉ
ｉ ｜ →０ 一定

有 ｜ Ｃｋｉ
ｉ － Ｃ ｊｉ

ｉ ｜ →０时的情形． 假设这种情形下模糊

系统具有通用逼近性，即随着模糊规则数的增加

该模糊系统对被逼近函数的逼近误差越小． 则有

对于一给定点 ｘ∗
ｉ ∈ ［Ｃ ｊｉ

ｉ ，Ｃ ｊｉ
ｉ ］ 也一定满足逼近性．

设对于该点有 ａ 个输入隶属函数值相等且为该点

处最大的隶属值，则

｜ Ｆ（ｘ∗） － ｆ（ｘ∗） ｜ ＝
∑

ａ

ｌ ＝ １
（ｙｌ － ｆ（ｘ∗））

ａ
．

可得到

｜ Ｆ（ｘ∗）－ｆ（ｘ∗）｜≤ ∑
ａ

ｋｉ ＝１
｜ Ｃｋｉ

ｉ －ｘ∗ｉ ｜·∑
ｎ

ｉ ＝１

∂ｆ
∂ｘｉ ∞

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ
≤ε，

即对于给定的 ε，在模糊规则数足够大时，由隶属

函数满足的条件可知，一定存在

（Ｎ － １）·ｍａｘ ｜ Ｃｊｉ＋１
ｉ － Ｃｊｉ

ｉ ｜·∑
ｎ

ｉ ＝ １

∂ｆ
∂ｘｉ ∞

≤ ε ≤Ｎ·

　 　 ｍａｘ ｜ Ｃ ｊｉ＋１
ｉ － Ｃ ｊｉ

ｉ ｜·∑
ｎ

ｉ ＝ １

∂ｆ
∂ｘｉ ∞

．

将上两式比较可得

∑
ａ

ｋｉ ＝ １
（｜ Ｃｋｉ

ｉ － ｘ∗
ｉ ｜ ）

ａ
＜ Ｎ·ｍａｘ ｜ Ｃｊｉ＋１

ｉ － Ｃｊｉ
ｉ ｜ ．
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　 　 所以有

ｍａｘ ｜ Ｃｋｉ＋１
ｉ － ｘ∗

ｉ ｜ ≤ ａ·Ｎ·｜ Ｃ ｊｉ＋１
ｉ － Ｃ ｊｉ

ｉ ｜ ．
　 　 这与该情形不符，显然假设不成立． 故这种

情形下模糊系统不具有通用逼近性．
证毕．
２）规则后件为模糊数，即

μｌ
Ｂ（ｙ）

＝ １，　 　 　 　 　 ｙ ＝ ｙｌ；
＞ ０，ｙ ∈ （ｙｌ － ｙｌ

Ｌ０，ｙｌ ＋ ｙｌ
Ｒ０） ．

{
其中 ｙｌ 为模糊数 μ ｌ

Ｂ（ｙ） 的中心点，且 μ ｌ
Ｂ（ｙ） 是凸

函数．
在这种情形下，由于 μ Ａｉ（ｘｉ） ＞ ξ（ξ 为一正常

数），所以采用模糊推理后，一定存在 τ ＝ τ（ξ） ＞

０，使得在区间［ｙｌ － ｙｌ
Ｌ，ｙｌ ＋ ｙｌ

Ｒ］ 中必有 μ ｌ
Ｂ′（ｙ） ≥

τ，ｌ ＝ １，２，…，Ｍ， ｙｌ
Ｌ，ｙｌ

Ｒ 均为正的常数， 且必有

μ ｌ
Ｂ′（ｙ） 在区间［ｙｌ － ｙｌ

ＬＭ，ｙｌ ＋ ｙｌ
ＲＭ］ 中为最大．

在式（１） 中，ｙｌ（ ｌ ＝ １，２，…，Ｍ） 为常数． 不妨

设 ｙｍａｘ ＝ ｍａｘ
ｌ ＝ １，２， …，Ｍ

（ｙｌ），ｙｍｉｎ ＝ ｍｉｎ
ｌ ＝ １，２， …，Ｍ

（ｙｌ） 和 ｙａ ＝

∑
Ｍ

ｌ ＝ １
ｙｌ ／ Ｍ，则 ｙｌ（ ｌ ＝ １，２，…，Ｍ） 中一定存在 Ｎ个常

值小于或等于 ｙａ，Ｍ － Ｎ 个大于 ｙａ ． 不失一般性，
设前 Ｎ 个常值小于或等于 Ｎ．

采用最大值平均解模糊器，即 α ＝ ＋ ∞ 时，在
这种情形下，有

｜ Ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｜ ＝
∑
Ｍ

ｌ ＝１
（ｙｌＲＭ － ｙｌＬＭ）

ｙｌＲＭ ＋ ｙｌＬＭ
２

∑
Ｍ

ｌ ＝１
（ｙｌＲＭ － ｙｌＬＭ）

－ ｆ（ｘ） ＝
∑
Ｍ

ｌ ＝１
（ｙｌＲＭ － ｙｌＬＭ）

ｙｌＲＭ ＋ ｙｌＬＭ
２

－ ｙｌ ＋ ｙｌ － ｆ（ｘ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

∑
Ｍ

ｌ ＝１
（ｙｌＲＭ － ｙｌＬＭ）

，

可得

　 　 ｜ Ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｜ ≤
∑
Ｍ

ｌ ＝ １
（ｙｌ

ＲＭ － ｙｌ
ＬＭ） ｜ Ｃｋｉ

ｉ － ｘ∗
ｉ ｜·∑

ｎ

ｉ ＝ １

∂ｆ
∂ｘｉ ∞

＋
ｙｌ
ＲＭ ＋ ｙｌ

ＬＭ

２
－ ｙｌæ

è
ç

ö

ø
÷

∑
Ｍ

ｌ ＝ １
（ｙｌ

ＲＭ － ｙｌ
ＬＭ）

． （６）

其中 （μ ｌ
Ｂ′（ｙ））

＋∞ ＝ ［ｙｌ
ＲＭ，ｙｌ

ＬＭ］ ．
① 首先证明充分性． 当对于 ｘ∗

ｉ ∈［Ｃｊｉ
ｉ ，Ｃｊｉ

ｉ ］ 时，
在规则前件的隶属函数中，所有满足 μＡｋｉ

（ｘ∗
ｉ ） ＝

ｍａｘ
ｊｉ

（μＡｊｉ
（ｘ∗

ｉ ）） 的隶属函数的中心点 Ｃｋｉ
ｉ ，具有当

｜ Ｃｊｉ＋１ｉ － Ｃｊｉ
ｉ ｜→０ 一定有 ｜ Ｃｋｉ

ｉ － Ｃｊｉ
ｉ ｜→０ 的特性和

当 ｜ Ｃｊｉ＋１
ｉ － Ｃｊｉ

ｉ ｜→０一定有使得其对应的规则后件隶

属 函 数 的 隶 属 度 μ ｌ
Ｂ（ｙ） ≥

ｍｉｎ（μＡ（ｘ）） μＡ（ｘ） ＝ ∪
Ｍ

ｌ ＝ １
μ ｌ

Ａ（ｘ）( ) 的值的取值范围

长度也趋近于零． 设对于该点有 ａ 个输入隶属函数

值相等且为该点处最大的隶属值，由于推理机采用

的是局域推理机． 当 ｜ Ｃｊｉ＋１
ｉ － Ｃｊｉ

ｉ ｜→０一定有使得其

对应的规则后件隶属函数的隶属度 μ ｌ
Ｂ（ｙ） ≥

ｍｉｎ（μＡ（ｘ））（μＡ（ｘ）＝ ∪
Ｍ

ｌ ＝ １
μ ｌ

Ａ（ｘ））的值的取值范围长

度也趋近于零，则必存在一足够小的正数 ε ＞ ξ ＞ ０
有 ｜ （ｙｌＲＭ ＋ ｙｌＬＭ） ／ ２ － ｙｌ ｜ ＜ ξ，从而有

｜ Ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｜ ≤∑
ｎ

ｉ ＝ １

∂ｆ
∂ｘｉ ∞

ｍａｘ
ｋｉ

｜ Ｃｋｉ
ｉ － ｘ∗

ｉ ｜ ＋ ξ．

由于对于上式中所有的 Ｃｋｉ
ｉ 均有当 ｜ Ｃｊｉ＋１

ｉ －

Ｃｊｉ
ｉ ｜→０一定有 ｜ Ｃｋｉ

ｉ － Ｃｊｉ
ｉ ｜→０的特性，故当 ｜ Ｃｊｉ＋１

ｉ －

Ｃｊｉ
ｉ ｜→０也有ｍａｘ

ｋｉ
｜ Ｃｋｉ

ｉ － ｘ∗
ｉ ｜→０成立． 上式中对于

给定 的 被 逼 近 函 数， ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∂ｆ ／ ∂ｘｉ ∞ 为 常 值；

ｍａｘ
ｋｉ

｜ Ｃｋｉ
ｉ － ｘ∗

ｉ ｜ 随着模糊规则数的增加而减小，故

在这种情形下，当模糊规则数足够大时有

Ｆ ｜ （ｘ） － ｆ（ｘ） ｜≤∑
ｎ

ｉ ＝１

∂ｆ
∂ｘｉ ∞

ｍａｘ
ｋｉ

｜ Ｃｋｉ
ｉ － ｘ∗ｉ ｜ ＋ ξ ＜ ε，

即模糊系统具备通用逼近性，即有式（２） 成立．
② 必要性证明． 采用反证法，假设不满足条

件时，该模糊系统仍具有通用逼近性．
这里有两种情形：
ａ） 当对于 ｘ∗

ｉ ∈ ［Ｃ ｊｉ
ｉ ，Ｃ ｊｉ

ｉ ］ 时，规则前件的隶

属函数中所有满足 μ Ａｋｉ
（ｘ∗

ｉ ） ＝ ｍａｘ
ｊｉ

（μ Ａｊｉ
（ｘ∗

ｉ ）） 的

隶属函数的中心点 Ｃｋｉ
ｉ 不具有当 ｜ Ｃ ｊｉ＋１

ｉ － Ｃ ｊｉ
ｉ ｜ → ０

一定有 ｜ Ｃｋｉ
ｉ － Ｃ ｊｉ

ｉ ｜ →０时的情形，即总存在 ｜ Ｃｋｉ
ｉ －

Ｃ ｊｉ
ｉ ｜ ≥ Ｋ ＞ ０（Ｋ为一正常值） ． 假设这种情形下模

糊系统具有通用逼近性，即随着模糊规则数的增

加该模糊系统对被逼近函数的逼近误差越小． 则

有对于一给定点 ｘ∗
ｉ ∈ ［Ｃ ｊｉ

ｉ ，Ｃ ｊｉ
ｉ ］ 一定也满足逼近

性． 设对于该点有 ａ 个输入隶属函数值相等且为

该点处最大的隶属值，则由式（６） 有

Ｆ ｜ （ｘ∗） － ｆ（ｘ∗） ｜ ≤

　 　 ∑
ａ

ｋｉ ＝ １
｜ Ｃｋｉ

ｉ － ｘ∗
ｉ ｜·∑

ｎ

ｉ ＝ １

∂ｆ
∂ｘｉ ∞

＋ ξæ

è
ç

ö

ø
÷

ａ
≤ ε，

即对于给定的 ε，在模糊规则数足够大时，一
定存在
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　 （Ｎ － １）·ｍａｘ ｜ Ｃ ｊｉ＋１
ｉ － Ｃ ｊｉ

ｉ ｜·∑
ｎ

ｉ ＝ １

∂ｆ
∂ｘｉ ∞

≤

　 　 ε － ξ ≤ Ｎ·ｍａｘ ｜ Ｃ ｊｉ＋１
ｉ － Ｃ ｊｉ

ｉ ｜·∑
ｎ

ｉ ＝ １

∂ｆ
∂ｘｉ ∞

．

将上两式比较可得

∑
ａ

ｋｉ ＝ １
（ ｜ Ｃｋｉ

ｉ － ｘ∗
ｉ ｜ ）

ａ
＜ Ｎ·ｍａｘ ｜ Ｃ ｊｉ＋１

ｉ － Ｃ ｊｉ
ｉ ｜ ，

即有 ｍａｘ ｜ Ｃｋｉ＋１
ｉ － ｘ∗

ｉ ｜ ≤ ａ·Ｎ·｜ Ｃ ｊｉ＋１
ｉ － Ｃ ｊｉ

ｉ ｜ ．

这与该情形不符，假设不成立．
ｂ） 规 则 前 件 的 隶 属 函 数 中 所 有 满 足

μ Ａｋｉ
（ｘ∗

ｉ ） ＝ ｍａｘ
ｊｉ

（μ Ａｊｉ
（ｘ∗

ｉ ）） 的隶属函数的中心点

Ｃｋｉ
ｉ ，具有当 ｜ Ｃ ｊｉ＋１

ｉ － Ｃ ｊｉ
ｉ ｜ →０ 一定有 ｜ Ｃｋｉ

ｉ － Ｃ ｊｉ
ｉ ｜ →

０ 的性质和规则后件的隶属函数具有如下性质，
即当 ｜ Ｃ ｊｉ＋１

ｉ － Ｃ ｊｉ
ｉ ｜ →０一定有使得其对应的规则后

件隶属函数的隶属度 μ ｌ
Ｂ（ｙ） ＝ １ 的值的取值范围

长度大于一定正常值 Ｋ 时，有

∑
Ｍ

ｌ ＝ １
（ｙｌ

ＲＭ － ｙｌ
ＬＭ） ｜ Ｃｋｉ

ｉ － ｘ∗
ｉ ｜·∑

ｎ

ｉ ＝ １

∂ｆ
∂ｘｉ ∞

－
ｙｌ
ＲＭ ＋ ｙｌ

ＬＭ

２
－ ｙｌæ

è
ç

ö

ø
÷

∑
Ｍ

ｌ ＝ １
（ｙｌ

ＲＭ － ｙｌ
ＬＭ）

≤｜ Ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｜ ≤

　 　
∑
Ｍ

ｌ ＝ １
（ｙｌ

ＲＭ － ｙｌ
ＬＭ） ｜ Ｃｋｉ

ｉ － ｘ∗
ｉ ｜·∑

ｎ

ｉ ＝ １

∂ｆ
∂ｘｉ ∞

＋
ｙｌ
ＲＭ ＋ ｙｌ

ＬＭ

２
－ ｙｌæ

è
ç

ö

ø
÷

∑
Ｍ

ｌ ＝ １
（ｙｌ

ＲＭ － ｙｌ
ＬＭ）

． （７）

　 　 对于左边界点处有

ｙｌ
ＲＭ ＋ ｙｌ

ＬＭ

２
－ ｙｌ ＝

ｙｌ
ＬＭ － ｙｌ

ＲＭ

２
≥ Ｋ

２
． （８）

且对于所有的 Ｃｋｉ
ｉ 均有当 ｜ Ｃ ｊｉ＋１

ｉ － Ｃ ｊｉ
ｉ ｜ →０ 一定有

｜ Ｃｋｉ
ｉ － Ｃ ｊｉ

ｉ ｜ → ０ 的特性，故当 ｜ Ｃ ｊｉ＋１
ｉ － Ｃ ｊｉ

ｉ ｜ → ０ 也

有ｍａｘ
ｋｉ

｜ Ｃｋｉ
ｉ － ｘ∗

ｉ ｜ →０成立． 上式中对于给定的被

逼近函数，∑
ｎ

ｉ ＝ １
∂ｆ ／ ∂ｘｉ ∞ 为常值；ｍａｘ

ｋｉ
｜ Ｃｋｉ

ｉ － ｘ∗
ｉ ｜

随着模糊规则数的增加而减小，故在这种情形下，
当模糊规则足够大时有

∑
ｎ

ｉ ＝ １

∂ｆ
∂ｘｉ ∞

ｍａｘ
ｋｉ

｜ Ｃｋｉ
ｉ － ｘ∗

ｉ ｜ → ０． （９）

　 　 由式（７） ～ （９）可得

｜ Ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｜ →
Ｋ
２
．

故在此情形下，假设不成立．
综上两种情形，不满足条件时，该 Ｍａｍｄａｎｉ

模糊系统不具有通用逼近性．
证毕．

２　 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统通用逼近性判

据分析

　 　 满足上述判据的 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统在规则

数足够多的情形下可以以任意精度逼近紧致集上

的任意连续函数． 若是不满足上述判据的话，无
论规则数有多少总存在紧致集上的某一连续函数

使得该模糊系统不能以任意精度逼近． 下面构造

不同的 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统来逼近两个函数比较

以确认上述判据的正确性． 为了反映普遍性． 在

选取被逼近函数时选择指数函数和三角函数． 因

为指数函数的傅里叶展开式为无穷阶多项式，而
多项式可以以任意精度逼近任意紧致集上的连续

函数；再就是三角函数为周期函数也具有一定的

代表性． 下面针对本文所给判据作举例分析．
示例 　 现有在区间 ［０，１］ 上的两个函数

ｇ１（ｘ） ＝ ｅｘ 和 ｇ２（ｘ）＝ ｓｉｎ（２π·ｘ），分别构造满足解

模糊器为最大值平均解模糊器时的判据的

Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统和不满足该判据的Ｍａｍｄａｎｉ模
糊系统来逼近这两个函数．

由于条件限制推理机必须选取局域推理机．
不失一般性，选择乘积推理机． 隶属函数选择高

斯型隶属函数 ｅｘｐ（ － （（ｘ － ｘｌ） ／ σ ｌ） ２） ．
首先构造满足判据的 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统． 由

该判据可知，当隶属函数是局域隶属函数时，满足

判据，当隶属函数为全域隶属函数时，只要其满足

一定的条件，依然满足判据． 如当采用高斯型隶属

函数时，其参数 σ ｌ（ ｌ ＝ １，２，…，ｎ０） 都为同一值．
分别给出规则数为 ２１ 和 ５１ 的满足上述判据

的 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统来逼近函数 ｇ１（ｘ） ＝ ｅｘ，σ ｌ ＝
０􀆰 ８ （ ｌ ＝ １，２，…，ｎ０） ． Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统输出和

逼近误差分别如图 １～２ 所示．
　 　 再给出规则数分别为 ２１ 和 ５１ 的满足该判据的

Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统来逼近函数 ｇ２（ｘ）＝ ｓｉｎ（２π·ｘ），
σ ｌ ＝ ０􀆰 ８ （ ｌ ＝ １，２，…，ｎ０） ． 系统输出和逼近误差

·５·第 １１ 期 游文虎， 等： ＰＩＥ＋ＭＯＭ 的 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统通用逼近性充要条件



分别如图 ３ ～ ４ 所示．
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图 １　 满足判据的Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统对 ｇ１（ｘ）＝ ｅｘ 的输出
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图 ２　 满足判据的 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统对 ｇ１（ｘ）＝ ｅｘ 的逼

近误差
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　 图 ３　 满足判据的 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统对 ｇ２（ｘ）＝

ｓｉｎ（２π·ｘ）的输出

　 　 下面构造不满足该判据的 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系

统． 选取第一个规则的规则前件的隶属函数为定

值 σ１ ＝ ０􀆰 ８，其他的分别为：当规则数为 ２１时σｌ ＝
０􀆰 ０２５（ ｌ ＝ ２，３，…，ｎ０）； 当规则数为 ５１ 时 σｌ ＝

０􀆰 ０１（ ｌ ＝ ２，３，…，ｎ０） ． 首先给出其对 ｇ１（ｘ） ＝ ｅｘ 的

仿真图， 系统输出如图 ５ 所示．

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

(b)规则数为51时相同高斯型隶属函数输入

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

(a)规则数为21时相同高斯型隶属函数输入

0.2
0.1
0

-0.1
-0.2

0.2
0.1
0

-0.1
-0.2

逼
近
误
差

逼
近
误
差

图 ４　 满足判据的Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统对 ｇ２（ｘ）＝ ｓｉｎ（２π·ｘ）
的逼近误差

3

2

1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

xM
am

da
ni
模
糊
系
统
输
出

M
am

da
ni
模
糊
系
统
输
出 3

2

10 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

(a)规则数为21时不同高斯型隶属函数输入

(b)规则数为51时不同高斯型隶属函数输入

图 ５　 不满足判据的Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统对 ｇ１（ｘ）＝ ｅｘ 的输出

　 　 再给出其对 ｇ２（ｘ） ＝ ｓｉｎ（２π·ｘ） 的仿真图，
系统输出如图 ６ 所示．
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(a)规则数为21时不同高斯型隶属函数输入

(b)规则数为51时不同高斯型隶属函数输入

　 图 ６　 不满足判据的 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统对 ｇ２（ｘ）〛＝
ｓｉｎ（２π·ｘ）的输出

　 　 由此可得，在推理机为局域推理机的情形下，
满足该判据的 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统具有通用逼近

性． 不满足该判据且采用最大值平均解模糊器的

Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统不具有通用逼近性．
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３　 结　 语

本文率先给出了一类 Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统具

有通用逼近性的充要条件． 由上述定理证明结果

可知，当解模糊器为最大值平均解模糊器时，
Ｍａｍｄａｎｉ 模糊系统的具有通用逼近性的充要条件

是：模糊器和规则前件的隶属函数中所有满足

μＡｋｉ
（ｘ∗

ｉ ） ＝ ｍａｘ
ｊｉ

（μＡｊｉ
（ｘ∗

ｉ ）） 的隶属函数的中心点

Ｃｋｉ
ｉ ，具有当 ｜ Ｃ ｊｉ＋１

ｉ － Ｃ ｊｉ
ｉ ｜ →０ 一定有 ｜ Ｃｋｉ

ｉ － Ｃ ｊｉ
ｉ ｜ →

０ 的性质和规则后件的隶属函数具有如下性质，
即当 ｜ Ｃ ｊｉ＋１

ｉ － Ｃ ｊｉ
ｉ ｜ →０一定有使得其对应的规则后

件 隶 属 函 数 的 隶 属 度 μｌ
Ｂ（ｙ） ≥

ｍｉｎ（μＡ（ｘ）） μ Ａ（ｘ） ＝∪
Ｍ

ｌ ＝ １
μ ｌ

Ａ（ｘ）( ) 的值的取值范围

长度也趋近于零．
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