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人头面部轮廓数学模型的研究

吴伟国， 闫云雪

（哈尔滨工业大学 机电工程学院， １５０００１ 哈尔滨）

摘　 要： 针对现有图像处理技术中提取人脸轮廓线光滑性差的问题，提出一种人头面部轮廓的分段建模方法． 通过轮廓

特征点定义和轮廓分段，采用超椭圆、圆弧和抛物线等曲线建立了人头面部轮廓数学模型，选取 １００ 组 ５ 种脸型的真实

人头面图像经图像处理及优化后，用获得的轮廓样本参数对模型进行验证． 结果表明，对于任一样本，该模型在进行参数

优化后都能保证模型平均误差在 １．２％以下，最大误差在 ２．６％以下，验证了该模型的有效性和普适性． 提出了基于该模

型的脸型判定方法，给出了各类脸型的模型参数范围．
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　 　 人脸轮廓是人脸重要的特征信息，其在各个

领域的应用也越来越广泛．文献［１－３］针对下颌

轮廓线的特点，研究了下颌轮廓线的提取与分类，
利用抛物线模型和折线模型建立下颌形状模板，
并将其运用于人脸识别系统，提高了人脸识别的

正确率和识别速度．在人脸三维建模中，精确的面

部轮廓线是模型建立的必要前提［４］ ．同时，人脸轮

廓线在人脸检测［５－６］、人脸表情动画［７－８］以及面部

整容医学等方面也有着广泛的应用，相比于通过

对人脸皮肤颜色过滤的方法［９］ 更能够反映面部

的真实特征，这使得对于面部轮廓线获得方法的

研究成为国内外众多学者的研究热点．目前，常用

的轮廓线获得方法有： 可变形模板，该方法对面

部器官轮廓的提取效果较好，但存在着初始值定

位困难且计算复杂的问题； 活动轮廓模型（Ｓｎａｋｅ
模型） ［１０－１２］，该方法能够用于任意形状轮廓线的

精确提取，但受参数初值的影响大，计算繁琐也制

约了该方法的应用． 此外，隐式的水平集、Ｃａｂｏｒ
小波变换、Ｈｏｕｇｈ 变换等方法也用于人脸轮廓的

检测与提取，但得到的轮廓线连续性和光滑性较

差；近几年，基于 Ｓｎａｋｅ 模型的改进算法逐渐被学

者提出，效果较好的是基于 ＰＧＶＦ Ｓｎａｋｅ 模型［１３］

的人脸轮廓提取方法，该方法通过将梯度矢量场

引入外部能量项，克服了传统 Ｓｎａｋｅ 模型的缺点，



能够较快速准确地提取人脸轮廓，提取出的人脸

轮廓效果如图 １ 所示．从图中可以看出， 虽然提

取出的人脸轮廓线逼近于真实人脸轮廓线，但轮

廓曲线光滑性差，其精确性也有待提高．

图 １　 基于 ＰＧＶＦ Ｓｎａｋｅ 模型提取的轮廓线

　 　 上述几种方法提取出的人脸轮廓线都存在以

下共性问题：当照片质量有缺陷时，得到的轮廓线

会出现较大的拐点，导致轮廓的精确性下降；得到

的轮廓线连续性、光滑性较差且无法对其进行局

部调整；轮廓线的存储和再现方式依赖于大量离

散点数据信息，增加了人脸轮廓数据库建立和人

像比对的复杂性．
为解决以上问题，同时旨在将人脸轮廓应用

于脸型可变仿人头像机器人研究当中，本文对人

头面部轮廓数学模型的建立进行了研究，并给出

了具体的数学表达．

１　 人头面部轮廓特征点的选取

人头面部的几何结构复杂，存在很大的差异，
但人头面部的轮廓形态却存在一定的规律，其中

顶骨的弯曲形状决定了头部轮廓线的形态；额骨、
颧骨、上颌骨以及下颌骨等颅面骨基本上决定了

面部轮廓线形态；面部肌肉组织的附着赋予了人

头面部轮廓线光滑这一特性．
通过对人脸结构形态进行分析，定义头顶点

ｖ、颅侧点 ｅｕ、上颌骨圆弧起点 ｇ１、下颌骨圆弧终点

ｇ２、颏下点 ｇｎ 作为人头面部轮廓特征点（其中头

顶点 ｖ、颅侧点 ｅｕ 和颏下点 ｇｎ 为人体测量学中定

义的骨性标志点）， 各特征点具体位置如图 ２
所示．
　 　 各特征点在人头面部轮廓中的意义为： 头顶

点 ｖ 为法兰克福平面（法兰克福平面是由左右侧

耳门上点（ｐｏ） 和左侧眼眶下缘点（ｏｒ）３ 个点所确

定的一个平面，也称眼耳平面，如图３所示） 以上，
距离法兰克福平面最远的点；颅侧点 ｅｕ 为位于顶

骨区域内以及颞侧面最突出的点，两颅侧点间宽

表征头面轮廓最大宽；ｇ１ 点为下颌骨圆弧起点；ｇ２

点为下颌骨圆弧终点；颏下点 ｇｎ 为法兰克福平面

以下，距离法兰克福平面最远的点，和头顶点 ｖ 共

同表征头面轮廓最大长度．可以看出，这些特征点

的位置结合各点依次连接的方式决定了人头面部

轮廓的形状．
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图 ２　 特征点位置及头面部正面坐标系
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图 ３　 法兰克福平面示意图

２　 人头面部轮廓数学模型的建立

人头面部轮廓的多样性和光滑性要求建立的

数学模型具有普适性，并要保证模型曲线光滑连

续，同时为了便于不同脸型之间的迁移，在保证模

型有效性的前提下其参数应尽量少，本文采用分

段函数建立该数学模型．
坐标系的建立方式如图 ２ 所示，以左右颅侧

点连线和正中矢状面（将人头部分为左右对等的

面） 的交点作为原点 Ｏ 建立直角坐标系，以两颅

侧点连线作为 Ｙ 轴，向右为正；Ｚ 轴位于正中矢状

面上，垂直于 Ｙ 轴，向上为正；Ｘ 轴符合右手定则．
由于人头面部结构左右对称，这里只阐述右

半部分头面轮廓的数学模型建立方法． 首先，根
据特征点将人头面部轮廓进行分段，分段情况以

及各段采取的模型曲线为： ｖ ～ ｅｕ 段，超椭圆曲
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线； ｅｕ ～ ｇ１ 段，椭圆曲线； ｇ２ ～ ｇｎ 段，抛物线；
ｇ１ ～ ｇ２ 段： 圆弧曲线，该圆弧为 ｅｕ ～ ｇ１ 段椭圆曲

线和ｇ２ ～ ｇｎ 段抛物线的相切圆弧．
设各特征点坐标为： ｖ 点（０，ｂ），ｅｕ 点（ａ，０），

ｇ１ 点（ｍ，ｎ），ｇ２ 点（ｇ，ｈ），ｇｎ 点（０，Ｂ） ．则右半部分

人头面部轮廓的数学模型为

ｖ ～ ｅｕ：
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（１）
式中：

ｙｃ ＝ ｍ － Ｒｍｃ２

ａ４ｎ２ ＋ ｃ４ｍ２
， ｚｃ ＝ ｎ － Ｒｎａ２

ａ４ｎ２ ＋ ｃ４ｍ２
，

Ａ ＝ －
ｇ － ｙｃ

ｈ － ｚｃ
· １

２ｇ
，　 Ｂ ＝ Ａｇ２ － ｈ．

当 ａ ≥ ｂ 时，ａ 为超椭圆长半轴，当 ａ ＜ ｂ 时，
ａ 为超椭圆短半轴；ｓ 为超椭圆指数；ｃ、ｄ 分别为椭

圆长半轴、短半轴，（ｙｃ，ｚｃ） 为椭圆曲线和抛物线

的相切圆弧圆心坐标．
由式（１） 可知，ａ、ｂ、ｓ、ｃ、ｍ、ｇ，Ｒ这 ７个独立的

参数就足以控制模型曲线形状．为便于确定参数

范围，将 ｍ、ｇ 分别表示成椭圆参数方程以及圆参

数方程中的坐标形式：
ｍ ＝ ａｃｏｓ θ，

ｇ ＝ ａｃｏｓ θ － Ｒｃｃｏｓ θ

ｃ２ｃｏｓ２θ ＋ａ２ｓｉｎ２θ
＋Ｒｃｏｓ［－ａｒｃｃｏｓ（ａｃｏｓ θ

Ｒ
）＋β］．

则最终的模型参数为 ａ、ｂ、ｓ、ｃ、θ、β、Ｒ，对这 ７ 个独

立参数进行优化即可得到任一特定人头面部轮廓

的数学模型．通过计算该数学模型在连接点处的

左右导数，能够证明该模型曲线光滑，这里不做

赘述．

３　 人头面部轮廓模型参数的优化

由于本文建立的人头面部轮廓数学模型为通

用模型，对于任一给定的真实人头面部轮廓，为得

到其特定的数学模型并使模型曲线与真实头面轮

廓的误差最小，需要对模型参数进行优化．
３ １　 模型误差的定义

采用人体测量学的方法对被测量者头全高进行

测量，测量时应使被测量者保持直立姿势，两眼向前

平视，头部位于眼耳平面，设测得的头全高为 Ｈ；利
用数码设备获取被测量者的正面头部照片，测得

图片上头全高为 ｈ，则照片上人头面部轮廓经图

像处理后进行比例放大即得到真实人头面部轮廓

线数据点，其中，比例因子 ｋ ＝ Ｈ ／ ｈ；最后建立该真

实轮廓线的数学模型，并将得到的模型曲线定义

为理论轮廓线．
本文以样本理论轮廓线上数据点和真实轮廓

线上对应数据点间的相对距离衡量模型误差，定
义各对数据点相对距离的平均值和最大值为模型

平均误差和最大误差．数据点的选取方法如图 ４
所示，首先将理论轮廓线和真实轮廓线均置于所

建立的模型坐标系中，以原点 Ｏ 为中心，ｚ ≥ ０ 区

域的曲线，每隔γ１ 取数据点，ｚ ＜ ０区域的曲线，每
隔 γ２ 取数据点，真实轮廓线和理论轮廓线上各取

ｎ 个数据点．
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图 ４　 误差计算中数据点的选取

　 　 设真实轮廓线数据点为 Ａｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ），
Ａｉ 坐标为（ｙｉ，ｚｉ）；理论轮廓线数据点为 Ｂ ｉ（ ｉ ＝ １，
２，…，ｎ），Ｂ ｉ 坐标为（ｙ０ｉ，ｚ０ｉ）；则数据点 Ｂ ｉ 与数据

点 Ａｉ 的相对距离平均值为

ｆ１（Ｘ） ＝
∑
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ｎ
× １００％．

数据点相对距离最大值为

ｆ２（Ｘ） ＝ ｍａｘ
｜ ＯＢ ｉ － ＯＡｉ ｜

｜ ＯＡｉ ｜
× １００％

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｍａｘ (
（ｚ０ｉ － ｚｉ）２ ＋ （ｙ０ｉ － ｙｉ）２

ｚ２ｉ ＋ ｙ２
ｉ

× １００％ ) ．

３ ２　 模型参数的优化

为了可靠、全面地说明模型的有效性，以理论
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轮廓线数据点与真实轮廓线上对应数据点的相对

距离平均值和最大值的加权和作为优化设计的目

标函数，由此得到优化设计的数学模型．
１）设计变量：
Ｘ ＝ ［ａ，ｂ，ｓ，ｃ，θ，β，Ｒ］ Ｔ ＝

［ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７］ Ｔ ．
２）目标函数：

ｍｉｎ ｆ（Ｘ） ＝ λ １ ｆ１（Ｘ） ＋ λ ２ ｆ２（Ｘ），
　 　 　 　 　 ｓ．ｔ． ｇ１（Ｘ） ＝ ｘ１ － ａｍａｘ ≤ ０，

ｇ２（Ｘ） ＝ ａｍｉｎ － ｘ１ ≤ ０，
ｇ３（Ｘ） ＝ ｘ２ － ｂｍａｘ ≤ ０，
ｇ４（Ｘ） ＝ ｂｍｉｎ － ｘ２ ≤ ０，
ｇ５（Ｘ） ＝ ｘ３ － ｓｍａｘ ≤ ０，
ｇ６（Ｘ） ＝ ｓｍｉｎ － ｘ３ ≤ ０，
ｇ７（Ｘ） ＝ ｘ４ － ｃｍａｘ ≤ ０，
ｇ８（Ｘ） ＝ ｃｍｉｎ － ｘ４ ≤ ０，
ｇ９（Ｘ） ＝ ｘ５ － θｍａｘ ≤ ０，
ｇ１０（Ｘ） ＝ θｍｉｎ － ｘ５ ≤ ０，
ｇ１１（Ｘ） ＝ ｘ６ － βｍａｘ ≤ ０，
ｇ１２（Ｘ） ＝ βｍｉｎ － ｘ６ ≤ ０，
ｇ１３（Ｘ） ＝ ｘ７ － Ｒｍａｘ ≤ ０，
ｇ１４（Ｘ） ＝ Ｒｍｉｎ － ｘ７ ≤ ０．

式中： λ １、λ ２ 为加权系数，λ １ ＋ λ ２ ＝ １，由于平均

值反映综合误差，最大值反映局部误差，取 λ １，λ ２

分别为 ０ ６，０ ４．
根据《成年人头面部尺寸》 ［１４］ 以及人体测量

学中上述特征点在人头面部的分布原则，得到：
ａｍａｘ ＝ ９０ ｍｍ， ｂｍａｘ ＝ ９０ ｍｍ， ｓｍａｘ ＝ ４， ｃｍａｘ ＝
２５０ ｍｍ，θｍａｘ ＝ ０， βｍａｘ ＝ ０；Ｒｍａｘ ＝ ３０ ｍｍ， ａｍｉｎ ＝
６５ ｍｍ， ｂｍｉｎ ＝ ７０ ｍｍ， ｓｍｉｎ ＝ ０．７， ｃｍｉｎ ＝ １５０ ｍｍ，
θｍｉｎ ＝ － ２ ｒａｄ，βｍｉｎ ＝ － １ ｒａｄ， Ｒｍｉｎ ＝ ０．

对该优化模型分析表明，其属于多峰函数．
遗传算法能够同时对搜索空间中的多个解进行评

估［１５］，具有较好的全局搜索性能，对于非线性、多
峰值函数能以很大的概率找到全局最优解； 因

此，本文利用遗传算法求取模型参数最优解．
３ ３　 算例验证

将 １００ 组汉族成人真实头面轮廓作为算例样

本，其中男女比例为 １ ∶ １，包含圆形脸等 ５ 种脸

型类别，各类型均为 ２０ 组，为使数据点充足且分

布均匀，取 γ １ ＝ ６°， γ ２ ＝ ３°，即 ｎ ＝ ９０．图 ５ 为对心

形脸类别中随机抽取的一组样本进行头面轮廓建

模得到的模型效果图．图 ５（ ａ）为该样本正面照

片；图 ５（ｂ）为样本真实轮廓线和理论轮廓线对比

图；图 ５（ｃ）给出了具体的真实轮廓线和理论轮廓

线上各对数据点的相对距离及模型误差．

（ａ） 人脸样本正面照片

100

50

0

-50

-100

-150

-200
-100 -50 0 50 100

真实轮廓曲线
理论轮廓曲线

O

Y

Z

Z

Y

（ｂ）真实轮廓数据点偏离理论轮廓程度

2.5
2.0
1.5
1.0
0.5

0 1 2 3 4 5 6 7

模型最大误差线
模型平均误差线

相
对
距
离
/%

数据点位置/rad

　 （ｃ）真实轮廓线和理论轮廓线上各对数据点的相对距离及

模型误差

图 ５　 心形脸类别中一组样本头面轮廓建模效果

　 　 表 １ 给出了对其他脸型样本中随机抽取的样

本进行头面轮廓建模得到模型参数、各对数据点

的相对距离和模型误差．通过计算 １００ 组算例样

本的模型误差可知，对于其中任一样本，该模型在

进行参数优化后都能保证模型平均误差在 １ ２％
以下，最大误差在 ２ ６％以下，验证了该数学模型

的有效性和普适性．
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表 １　 模型参数、各对数据点的相对距离和模型误差

a=82.49mm
b=77.99mm
s=1.00
c=180.91mm
θ=-0.75rad
β=-0.39rad
R=9.61mm

3.0
2.5
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相
对
距
离
/% 模型误差最大值线

模型误差平均值线
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模型误差平均值线
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1.5
1.0
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数据点位置/rad

相
对
距
离
/% 模型误差最大值线

模型误差平均值线

a=82.18mm
b=89.68mm
s=1.00
c=150.90mm
θ=-1.18rad
β=-0.06rad
R=3.13mm

a=79.45mm
b=79.45mm
s=1.06
c=212.07mm
θ=-0.53rad
β=-0.57rad
R=26.08mm

a=72.40mm
b=74.67mm
s=1.00
c=170.09mm
θ=-0.87rad
β=-0.19rad
R=6.91mm

长形脸

方形脸

蛋形脸

圆形脸

照片样本 模型参数 各对数据点的相对距离和模型误差

注:轮廓线数据点Ai、Bi位置是按图4所示以OY轴为起始位置,OAi、OBi分别与OY轴夹角(rad)表示,逆时针为正．

４　 各类脸型模型参数范围的确定

４ １　 曲线相似性的定义

为了使脸型的判定有明确的衡量标准，给出

本文对曲线相似性的定义：
设有曲线 Ｍ１Ｎ１、Ｍ２Ｎ２，将这两条曲线置于同

一直角坐标系中，连接点Ｍ１、Ｍ２ 与点 Ｎ１、Ｎ２，线段

Ｍ２Ｍ１ 和Ｎ２Ｎ１ 的延长线交于点Ｏ．如图６所示，以Ｏ
点为圆心，以γ为间隔在曲线Ｍ１Ｎ１ 上取点Ｐ１，Ｐ２，
…，Ｐｎ－２，得到集合Ｐ ＝ ｛Ｍ１，Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ－２， Ｎ１｝；
在曲线 Ｍ２Ｎ２ 上取点 Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｎ－２， 得到集合

Ｑ ＝｛Ｍ２，Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｎ－２， Ｎ２｝ ．

　 　 计算
｜ ＯＭ２ ｜
｜ ＯＭ１ ｜

，
｜ ＯＱ１ ｜
｜ ＯＰ１ ｜

，…，
｜ ＯＱｎ－２ ｜
｜ ＯＰｎ－２ ｜

，
｜ ＯＮ２ ｜
｜ ＯＮ１ ｜

，

并将这 ｎ 个比值依次设为 ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ，称 Ｄ ＝
｛ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ｝ 为集合 Ｐ、Ｑ 的比值样本，本文以

比值样本Ｄ的均方差σ作为两曲线相似性的衡量

指标，均方差 σ 的计算公式为

σ ＝ （∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｄｉ － ｄ） ２） ／ （ｎ － １） ．

式中， ｄ ＝ （∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｄｉ） ／ ｎ．均方差越小，两曲线形态越

相似．

γ

N1

N2

M1

M2

P2P1

Q2Q1

Pn-2

Qn-2

O

图 ６　 数据点的获取方法

４ ２　 脸型判定方法的研究

基于先验知识可知，脸型可以分为圆形脸、方
形脸、长形脸、蛋形脸以及心形脸，选出各类脸型

中具有代表性的人脸样本并将样本真实头面轮廓

曲线作为标准脸型模板，如图 ７ 所示．
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(a)蛋形脸 (b)方形脸 (c)心形脸

(d)圆形脸 (e)长形脸

图 ７　 标准脸型模板

　 　 根据曲线相似性定义，分别计算待分类人脸

样本真实头面轮廓和 ５ 种标准脸型曲线的均方

差， 设均方差分别为 σ １、σ ２、σ ３、σ ４、σ ５，则 σｍｉｎ 对

应的模板类型即该人脸样本对应的脸型类别，其
中 σｍｉｎ ＝ ｍｉｎ｛σ １，σ ２，σ ３，σ ４，σ ５｝ ．因为头顶轮廓

对脸型没有影响，故只对颅测点以下曲线进行均

方差的计算．
利用上述方法对 １００ 组人脸样本进行分类，

限于篇幅这里只给出部分人脸样本的分类结果，
如图 ８ 所示．

(e)长形脸

(a)蛋形脸

(d)圆形脸

(c)心形脸

(b)方形脸

图 ８　 部分样本分类结果

　 　 最后通过 １０ 个人对这 １００ 组样本进行脸型

类别认知实验，认知结果和采用本文的脸型分类

方法得到的分类结果相似率达到 ８５％以上，验证

了该分类方法的有效性．表 ２ 为认知实验中部分

样本的认知结果．
表 ２　 识别实验中部分样本的识别结果

圆形脸方形脸 长形脸心形脸 蛋形脸
脸形

80

100

90

90

90

8

0

1

1

1

0

0

9

0

0

0

0

0

0

9

0

10

0

0

0

2

0

0

9

0

蛋形脸

方形脸

心形脸

圆形脸

长形脸

认知脸型人数/人
正确率/%

４ ３　 各类脸型模型参数范围的确定

对 １００ 组脸型进行分类后，建立各类脸型样

本头面轮廓的数学模型，对模型参数范围进行总

结，为以后对脸型可变仿人头像机器人的研究提

供理论基础，脸型与模型参数范围的对应关系见

表 ３ 所示．
表 ３　 各类脸型对应的模型参数范围

脸形 ａ ／ ｍｍ ｂ ／ ｍｍ ｓ ｃ ／ ｍｍ

蛋形脸 ［７０～８５］ ［７０～８０］ ［１ ００～１ ２０］ ［１５４～１７８］

方形脸 ［８０～９０］ ［７５～８８］ ［１ ２０～１ ６０］ ［２０８～２５５］

心形脸 ［７５～８３］ ［７０～８３］ ［０ ９４～１ ２０］ ［１４８～１７０］

圆形脸 ［７５～８５］ ［８０～９０］ ［１ ００～１ ４０］ ［１６１～２００］

长形脸 ［７５～９０］ ［７８～８８］ ［０ ９６～１ ２４］ ［１５６～２０４］

脸形 θ ／ ｒａｄ β ／ ｒａｄ Ｒ ／ ｍｍ

蛋形脸 ［－０ ８３～ －０ ６８］ ［－０ ０６～ －０． ２１］ ［３－２０］

方形脸 ［－０ ６８～ －０ ５１］ ［－０ ７７～ －０． ５６］ ［２０－３５］

心形脸 ［－０ ７７～ －０ ６６］ ［－０ ０３～ －０ ２０］ ［２－１５］

圆形脸 ［－０ ７６～ －０ ６０］ ［－０ ４０～ －０ ２２］ ［１０－３０］

长形脸 ［－０ ７４～ －０ ６５］ ［－０ ３７～ －０ １７］ ［３－２５］

５　 结　 论

１）利用超椭圆曲线、椭圆曲线、圆弧曲线以

及抛物线建立了人头面部轮廓的具有 ７ 个独立参

数的数学模型，从而实现了将人脸轮廓大量离散

点的存储转化为 ７ 个独立参数存储，简化人脸数
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据库建立的复杂性．
２）以理论轮廓线数据点 Ａｉ 相对真实轮廓线上

对应数据点Ｂｉ 的偏离距离平均值和最大值为优化目

标对模型参数进行优化，利用遗传算法求取模型参

数最优解，从而实现特定人脸轮廓模型的建立．
３）选取 １００ 组真实人头面轮廓样本对模型进

行验证，结果表明，对于任一样本，该模型在进行

参数优化后都能保证模型平均误差在 １ ２％以

下，最大误差在 ２ ６％以下，验证了该数学模型的

有效性和普适性．
　 　 ４）当人脸正面照片存在质量缺陷或部分遮挡

时，只需提取出真实轮廓有效的特征点位置数据，
同样可以得到连续光滑的人头面轮廓曲线，因此能

够弥补图像处理方法中对人脸轮廓提取的不足．
　 　 ５）提出一种新的脸型分类方法，确定出各类

脸型模型参数范围，拓宽了人头面轮廓在仿人头

像机器人等领域的应用，为人脸轮廓线的提取、人
脸识别、脸型迁移以及人脸三维建模的进一步研

究提供了基础．
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