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固定序 Ｂｅｌｌｍａｎ⁃Ｆｏｒｄ 算法的一个改进
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摘　 要： 通过对固定序 Ｂｅｌｌｍａｎ⁃Ｆｏｒｄ 算法进行修正， 获得了一种求解边数不大于 ｋ 的最短路问题的新算法．相对于原始

算法，修正后的算法通过改变点的标号过程，使得在第 ｋ 次迭代后每一条路径的边数均不超过 ｋ． 新算法被证明是正确

的，它的计算复杂性为 Ｏ（ｋｍ）． 实验表明，在大规模情形下，相对于修正的先进先出算法，该算法具有显著的竞争优势．
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　 　 自 １９５８ 年以来，Ｂｅｌｌｍａｎ⁃Ｆｏｒｄ 算法一直被公

认为是求解负权最短路问题最好的强多项式算

法，它的研究历程可概括为 ３ 个发展阶段［１－３］： 第

１ 阶段，动态规划模式阶段， 即原始的 Ｂｅｌｌｍａｎ⁃
Ｆｏｒｄ 算法；第 ２ 阶段，基本改进阶段，在第 １ 阶段

的每次迭代中所有点都要参与计算，而在第 ２ 阶

段中只有在上次迭代中距离标号改变的点才参与

下一次迭代， 从而使得计算效率显著提高， 迭代

次数明显减少［４－８］；第 ３ 阶段，加速技术阶段，主
要体现为上次迭代中距离标号改变的点并不全部

参与下一轮迭代计算，因而还可进一步提高计算

效率．第 ３ 阶段的算法一般以第 ２ 阶段的算法为

基础，因而第 ２ 阶段的算法也称为 Ｂｅｌｌｍａｎ⁃Ｆｏｒｄ
算法的基本改进算法．目前， 主要有 ５ 类基本改

进算法， 即先进先出算法［４，８］、后进先出算法［８］、

Ｙｅｎ 算法［９］、快速算法［１０］和固定序算法［１－２］ 等．第
３ 阶段的主要工作有 １９９３ 年 Ｇｏｌｄｂｅｒｇ 等［１１］ 提出

的拓扑序技术，１９８１ 年 Ｔａｒｊａｎ［１２］提出的装配子树

技术，以及 １９８５ 年 Ｇｌｏｖｅｒ 等［１３－１４］ 提出的门槛技

术等，１９９６ 年Ｃｈｅｒｋａｓｓｋｙ 等［４，８］ 提出的父点技术

等．需要指出的是，尽管第 ２、３ 阶段的算法都具有

很高的效率，但由于最短路径中的边数可能会多

于 ｋ 条，因而均不能解决边数不大于 ｋ 的最短路

问题（或边数 ≤ ｋ 的最短路问题），为此文献［２］
对先进先出算法进行了修正．本文将对固定序算

法进行修正，使得修正后的算法能够解决有边数

限制的最短路问题，并将该算法与已有的先进先

出算法进行比较，用实验说明它在大规模情形下

具有显著的竞争优势．

１　 固定序算法及其修正

对于一个具有 ｎ 个点、ｍ 条边的有向图 Ｇ（Ｖ，
Ｅ），ｎ 个点分别编号为 １， ２， …， ｎ，且规定点 １ 为

源点，用 ｗ（ ｉ，ｊ） 表示有向边（ ｉ，ｊ） 的权．定义 ｄ（ ｉ）



为点 ｉ 的距离标号，ｈ 为迭代次数． 固定序算法

如下：
Ｓｔｅｐ １　 初始化． 令 ｄ（１） ＝ ０， ｄ（ ｉ） ＝ ＋ ∞，

２ ≤ｉ ≤ ｎ． 把点 １ 加入集合 Ａ．对 ｈ 赋值为 １．
Ｓｔｅｐ ２　 在第 ｈ次迭代中，按照编号顺序对 Ａ

中的各点 ｉ 进行计算

ｄ（ ｊ） ＝ ｍｉｎ
（ ｉ，ｊ）∈Ｅ

｛ｄ（ ｊ），ｄ（ ｉ） ＋ ｗ（ ｉ， ｊ）｝，

如果 ｄ（ ｊ） 变小，则当 ｊ∉ Ａ时， 把点 ｊ加入集合 Ａ．
从集合 Ａ 中去除点 ｉ．

Ｓｔｅｐ ３　 如果集合 Ａ 为空集，则算法结束，
ｄ（ ｉ） 就是从点 １到点 ｉ的最短距离；当集合 Ａ非空

且 ｈ ＝ ｎ － １ 时，可判定存在负循环，算法结束；当
集合 Ａ 非空且 ｈ ＜ ｎ － １ 时， 执行 Ｓｔｅｐ ４．

Ｓｔｅｐ ４　 令 ｈ ＝ ｈ ＋ １， 转到 Ｓｔｅｐ ２．
尽管固定序算法在求解负权最短路问题上具

有较高的计算效率， 但由于求得的是最短路径，
而最短路径中可能会多于 ｋ 条边，因而它也无法

直接求解边数 ≤ ｋ 的最短路问题，必须对它加以

修正．
在对固定序算法修正以前，需要引入一些新

的定义和符号：１） 定义 ｄ０（ ｉ） 为上次迭代完成后

点 ｉ 的距离标号；２） 在修正的算法中，定义集合 Ａ
为上轮迭代中距离标号变小的点的集合，定义集

合 Ｂ 为本轮迭代中距离变小的点的集合．修正后

的固定序算法如下：
Ｓｔｅｐ １ 　 初始化． 令 ｄ（１） ＝ ０，ｄ（ ｉ） ＝ ＋ ∞，

２ ≤ｉ≤ ｎ，把点１加入集合 Ａ．迭代次数 ｈ赋初值为

１，则第 ０ 次迭代的距离标号分别为

ｄ０（１） ＝ ０，ｄ０（ ｉ） ＝ ＋ ∞， ２ ≤ ｉ ≤ ｎ．
　 　 Ｓｔｅｐ ２　 在第 ｈ次迭代中，按照编号顺序对 Ａ
中的各点 ｉ 进行计算

ｄ（ ｊ） ＝ ｍｉｎ
（ ｉ，ｊ）∈Ｅ

｛ｄ（ ｊ），ｄ０（ ｉ） ＋ ｗ（ ｉ，ｊ）｝，

如果 ｄ（ ｊ） ＜ ｄ０（ ｊ），且当点 ｊ∉ Ｂ时，把点 ｊ加入集

合 Ｂ．从集合 Ａ 中去除点 ｉ．
Ｓｔｅｐ ３　 如果集合 Ｂ 为空集或 ｈ ＝ ｋ 时，则算

法结束，ｄ（ ｉ） 就是从点 １ 到点 ｉ 的最短距离；当集

合 Ｂ 非空且 ｈ ＜ ｋ 时， 执行 Ｓｔｅｐ ４．
Ｓｔｅｐ ４　 清空集合 Ａ，并把集合Ｂ中的元素转

到集合 Ａ，再清空集合 Ｂ，同时对任意的点 ｉ（１ ≤
ｉ ≤ ｎ）， 令

ｄ０（ ｉ） ＝ ｄ（ ｉ），
再令 ｈ ＝ ｈ ＋ １， 转到 Ｓｔｅｐ ２．

２　 修正的先进先出算法

文献［２］对基于先进先出序的 Ｂｅｌｌｍａｎ⁃Ｆｏｒｄ

算法进行了修正，使之能够解决边数不大于 ｋ 的

最短路问题，特称为修正的先进先出算法．作为

Ｂｅｌｌｍａｎ⁃Ｆｏｒｄ 算法的一种基本改进算法，先进先

出算法被公认为是解决负权最短路问题最快、最
有影响力的算法，第 ３ 阶段的加速算法都是以它

为基础进行改进的．在文献［２］中，修正的先进先

出算法不仅可以求解边数 ≤ ｋ 的最短路问题，而
且显示出了卓越的计算效率，相对于原始的

Ｂｅｌｌｍａｎ⁃Ｆｏｒｄ 算法效率可提高近 ３０ 倍．需要指出

的是，原始的 Ｂｅｌｌｍａｎ⁃Ｆｏｒｄ 算法可以求解边数

≤ ｋ 的最短路问题，但第 ２、３ 阶段的改进算法均

不可以．
修正的先进先出算法仍然采用相应固定序算

法的问题描述和符号，算法如下：
Ｓｔｅｐ １ 　 初始化． 令 ｄ（１） ＝ ０，ｄ（ ｉ） ＝ ＋ ∞，

２ ≤ ｉ ≤ ｎ， 把点 １ 加入集合 Ａ．迭代次数 ｈ 赋初值

为 １，则第 ０ 次迭代的距离标号分别为

ｄ０（１） ＝ ０，ｄ０（ ｉ） ＝ ＋ ∞， ２ ≤ ｉ ≤ ｎ ．
　 　 Ｓｔｅｐ ２　 在第 ｈ次迭代中，按照进入顺序对 Ａ
中的各点 ｉ 进行计算

ｄ（ ｊ） ＝ ｍｉｎ
（ ｉ，ｊ）∈Ｅ

｛ｄ（ ｊ），ｄ０（ ｉ） ＋ ｗ（ ｉ， ｊ）｝，

如果 ｄ（ ｊ） ＜ ｄ０（ ｊ），且当点 ｊ∉ Ｂ时，把点 ｊ加入集

合 Ｂ．从集合 Ａ 中去除点 ｉ．
Ｓｔｅｐ ３　 如果集合 Ｂ 为空集或 ｈ ＝ ｋ 时，则算

法结束，ｄ（ ｉ） 就是从点 １ 到点 ｉ 的最短距离；当集

合 Ｂ 非空且 ｈ ＜ ｋ 时， 执行 Ｓｔｅｐ ４．
Ｓｔｅｐ ４　 清空集合 Ａ，并把集合Ｂ中的元素转

到集合 Ａ，再清空集合 Ｂ，同时对任意的点 ｉ（１ ≤
ｉ ≤ ｎ）， 令

ｄ０（ ｉ） ＝ ｄ（ ｉ），
再令 ｈ ＝ ｈ ＋ １， 转到 Ｓｔｅｐ ２．

需要指出的是， 本文对文献［２］ 中的修正的先

进先出算法的表述错误进行了纠正，即把ｄ（ｊ） ＝
ｍｉｎ

（ｉ，ｊ）∈Ｅ
｛ｄ０（ｉ），ｄ０（ｉ） ＋ ｗ（ｉ， ｊ）｝ 修 正 为 ｄ（ｊ） ＝

ｍｉｎ
（ｉ，ｊ）∈Ｅ

｛ｄ（ｊ），ｄ０（ｉ） ＋ ｗ（ｉ， ｊ）｝．

比较两种修正算法，可以看出两种算法仅仅

在 Ｓｔｅｐ ２ 有微小的差别，也就是修正的先进先出

算法参与计算的点按照先进先出的顺序，而修正

的固定序算法则按照事先给定的编号顺序．两个

算法满足如下定理．
定理 １　 对于同一个问题，修正的先进先出

算法和修正的固定序算法不仅具有相同的迭代次

数， 而且每一次迭代使用的集合 Ａ 和迭代后形成

的集合 Ｂ 也是相同的．
证明　 两个算法仅仅在 Ｓｔｅｐ ２ 存在一定的差
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别，其他步骤都是一样的．在 Ｓｔｅｐ ２ 中，修正的先

进先出算法按照先进先出的顺序对 Ａ中的点进行

计算，而修正的固定序算法按照给定的顺序对 Ａ
中的点进行计算．如果每一次迭代使用的集合 Ａ
是相同的，而且得到的计算结果也是相同的，那么

两个算法无疑具有同样的迭代次数．
事实上， 如果集合 Ａ 是相同的， 由 ｄ（ ｊ） ＝

ｍｉｎ
（ ｉ，ｊ）∈Ｅ

｛ｄ（ ｊ），ｄ０（ ｉ） ＋ ｗ（ ｉ，ｊ）｝ 可知，两个算法的计

算结果必定是一致的，也就是集合 Ｂ 中的点也是

相同的．既然两个算法给定的初始集合 Ａ 是相同

的，且下一次参与计算的集合 Ａ 是由本次迭代计

算得到的集合 Ｂ 转换而来，这样就保证了每一次

迭代使用的集合 Ａ 和迭代后形成的集合 Ｂ 总相

同．因而，两算法每一次迭代的计算结果必然相

同．命题得证．
定理 １ 间接说明，本文的算法确实可以求解

边数 ≤ ｋ 的最短路问题．也进一步表明，修正的先

进先出算法和修正的固定序算法应该具有同样的

计算复杂度．由文献［２］，有如下引理．
引理 １　 算法在 ｋ 次迭代后，如果 ｄ（ ｉ） ＜

＋ ∞，那么可得到从点 １到点 ｉ的边数不大于 ｋ的
一条最短路径，这条路径的长度恰为 ｄ（ ｉ） ．

证明　 参见文献［２］的定理 １．
定理 ２　 修正的先进先出算法和修正的固定

序算法最坏情形下的计算复杂度为 Ｏ（ｋｍ） ．
证明 　 在每次迭代中，由于每一条边参与

Ｓｔｅｐ ２ 的计算过程最多一次， 因而每一次迭代的

计算复杂度为 Ｏ（ｍ） ．根据引理 １，对于求解边数

≤ ｋ 的最短路问题，迭代次数不会超过 ｋ．因而，两
个算法最坏情形下的计算复杂度为 Ｏ（ｋｍ） ．

需要指出的是， 文中提到的 ３ 个阶段的

Ｂｅｌｌｍａｎ⁃Ｆｏｒｄ 算法最坏情形下的计算复杂性均为

Ｏ（ｎｍ） ．

３　 算法的实验评估

由于修正的先进先出算法、修正的固定序算

法两种算法具有相同的、 最坏情形的计算复杂

度，因而只能通过实验来比较两个算法的计算效

率．本文将进行两个实验： １） 设定最短路径中的

边数上限 ｋ 为 ｎ ／ ４， 对两种算法在多种稀疏程度、
多个规模水平下进行评估，以测试稀疏程度和计

算规模两个因素对两个算法的影响， 这里 ｎ 为有

向图的点数；２） 给定计算规模，针对不同的 ｋ 对

两种算法进行评估，以测试不同 ｋ 对算法的影响．
实验所用有向图的权重服从均匀分布，可取 １ ～
１００ ０００ 之间的任一整数．每种图实验 １０ ０００ 个例

子．实验用的计算机为联想 ＴｈｉｎｋＰａｄ 笔记本，ＣＰＵ
为 Ｉｎｔｅｌ ｉ５－２４１０Ｍ ２􀆰 ３０ ＧＨｚ， 内存为２􀆰 ０ Ｇ．算法

的比较都使用相同的例子．算法程序均采用结构

化语言 Ｄｅｌｐｈｉ７􀆰 ０．
３􀆰 １　 稀疏程度和计算规模的影响实验

本文用边数与点数之比来表示图的稀疏程

度．在每种图中，设计了 １０、５０、２００ 和 １ ０００ 等 ４
种稀疏情形进行评估，主要原因是它们代表了 ４
种典型的稀疏程度，即： １）当稀疏程度≤１０ 时，
一般认为是超稀疏的； ２）当稀疏程度≤ ｌｏｇ ｎ 时，
一般认为是稀疏的，按照本文的实验规模，５０ 接

近于这个水平； ３） 当稀疏程度接近于 ｎ 时， 一

般认为是超稠密的，按照本文的实验规模，１ ０００
接近于超稠密水平，而 ２００ 可认为是稠密的水平．
之所以不选择更大的稀疏程度进行实验， 根本

原因是： 如 果 稠 密 程 度 ＞ ２ ０００ 时， 无 法 在

＞ １００ ０００ 个点的规模水平下开展实验，将发生

内存溢出，不能形成完整的实验结果以进行对比

分析．
本文同时选择了 １２ 类规模水平进行试验评

估，其中小规模水平（点数 ＜ １０ ０００的图）４种、中
规模水平（点数介于 １０ ０００ ～ １００ ０００的图）４种、
大规模水平（点数 ＞ １００ ０００ 的图）４ 种．ｋ 取值为

ｎ ／ ４．之所以设定最短路径中的边数上限 ｋ 为 ｎ ／ ４，
主要是保证尽可能多的迭代次数．相关评估结果

如表 １ ～ １２ 所示．
表 １　 ２ ０００ 个点下的平均计算时间 ｍｓ

稀疏程度 修正的先进先出算法 修正的固定序算法

１０ ０􀆰 ２８ ０􀆰 ４５

５０ ０􀆰 ９１ １􀆰 ４２

２００ ３􀆰 １９ ５􀆰 ３７

１ ０００ １４􀆰 ６１ ２７􀆰 ０３

表 ２　 ４ ０００ 个点下的平均计算时间 ｍｓ

稀疏程度 修正的先进先出算法 修正的固定序算法

１０ ０􀆰 ６４ ０􀆰 ９３

５０ ２􀆰 ０４ ３􀆰 ０７

２００ ８􀆰 １９ １１􀆰 ９４

１ ０００ ３１􀆰 ８０ ５６􀆰 １６

表 ３　 ６ ０００ 个点下的平均计算时间 ｍｓ

稀疏程度 修正的先进先出算法 修正的固定序算法

１０ １􀆰 ０４ １􀆰 ５０

５０ ３􀆰 ２７ ４􀆰 ６９

２００ １３􀆰 ２０ １８􀆰 １１

１ ０００ ５２􀆰 ７８ ８９􀆰 ７８
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表 ４　 ８ ０００ 个点下的平均计算时间 ｍｓ

稀疏程度 修正的先进先出算法 修正的固定序算法

１０ １􀆰 ４５ １􀆰 ９５

５０ ５􀆰 ２３ ６􀆰 ８７

２００ １９􀆰 ０７ ２５􀆰 ７３

１ ０００ ７４􀆰 ０５ １２２􀆰 １１

表 ５　 ２０ ０００ 个点下的平均计算时间 ｍｓ

稀疏程度 修正的先进先出算法 修正的固定序算法

１０ ４􀆰 ４９ ５􀆰 ５６

５０ １８􀆰 ７０ １８􀆰 ５６

２００ ５７􀆰 ７２ ６７􀆰 ５９

１ ０００ ２３０􀆰 １３ ３４６􀆰 ７２

表 ６　 ４０ ０００ 个点下的平均计算时间 ｍｓ

稀疏程度 修正的先进先出算法 修正的固定序算法

１０ １１􀆰 ８８ １２􀆰 ３７

５０ ４５􀆰 ９５ ４１􀆰 ０５

２００ １４５􀆰 ７６ １４９􀆰 １３

１ ０００ ５５２􀆰 ０８ ７２８􀆰 ７６

表 ７　 ６０ ０００ 个点下的平均计算时间 ｍｓ

稀疏程度 修正的先进先出算法 修正的固定序算法

１０ ２１􀆰 ９４ ２０􀆰 ０８

５０ ８４􀆰 ０２ ６８􀆰 ４２

２００ ２５９􀆰 １２ ２３９􀆰 １７

１ ０００ １ ０３１􀆰 ７８ １ ２０４􀆰 ７２

表 ８　 ８０ ０００ 个点下的平均计算时间 ｍｓ

稀疏程度 修正的先进先出算法 修正的固定序算法

１０ ３３􀆰 ２８ ２５􀆰 １５

５０ １０４􀆰 ８５ ６４􀆰 ８９

２００ ２４７􀆰 ９４ １９０􀆰 ５３

１ ０００ ９０６􀆰 ８９ ８９９􀆰 ４８

表 ９　 １２０ ０００ 个点下的平均计算时间 ｍｓ

稀疏程度 修正的先进先出算法 修正的固定序算法

１０ ６３􀆰 ４５ ３９􀆰 ８３

５０ １７５􀆰 ８３ １０３􀆰 ９７

２００ ４１６􀆰 ７１ ３１２􀆰 ６６

１ ０００ １ ４７２􀆰 ６５ １ ４１０􀆰 ２４

表 １０　 １４０ ０００ 个点下的平均计算时间 ｍｓ

稀疏程度 修正的先进先出算法 修正的固定序算法

１０ ７８􀆰 ８７ ４７􀆰 ８１

５０ ２１８􀆰 ７９ １２３􀆰 １８

２００ ５６３􀆰 １５ ４１５􀆰 ９１

１ ０００ １ ７９５􀆰 ４５ １６ ９４􀆰 ２７

表 １１　 １６０ ０００ 个点下的平均计算时间 ｍｓ

稀疏程度 修正的先进先出算法 修正的固定序算法

１０ ９４􀆰 ５４ ５５􀆰 ８６

５０ ２６２􀆰 ９６ １４０􀆰 ４５

２００ ５９６􀆰 ６１ ４３３􀆰 ８６

１ ０００ ２ １０５􀆰 ３５ １ ９７６􀆰 ６５

表 １２　 １８０ ０００ 个点下的平均计算时间 ｍｓ

稀疏程度 修正的先进先出算法 修正的固定序算法

１０ １１３􀆰 ２５ ６４􀆰 ４７

５０ ３０６􀆰 ５３ １６６􀆰 ９６

２００ ７３０􀆰 ９２ ５０９􀆰 ３５

１ ０００ 内存不足　 　 内存不足　 　

　 　 根据表 １～１２ 的实验数据，可得如下结论：
１） 相对于修正的先进先出算法，在既定的规

模水平下，随着稀疏程度的增加，修正的固定序算

法的竞争优势将越来越不显著甚至丧失．如在

６ ０００ 个点的规模水平下，修正的固定序算法在

稀疏程度为 １０ 时具有更快的计算效率，但当稀疏

程度增加为 １ ０００ 时却丧失了竞争优势．
２） 相对于修正的先进先出算法，在既定的稀

疏程度下，随着规模水平的增大，修正的固定序算

法的竞争优势将越来越显著．如在稀疏程度为 １０
的情形下，当规模水平为 ２ ０００ 个点时，修正的固

定序算法比修正的先进先出算法计算效率平均慢

６０􀆰 ７％， 而当规模水平为 １８０ ０００ 个点时，修正的

固定序算法反而比修正的先进先出算法计算效率

平均快 ７５􀆰 ６％．
３） 相对于修正的先进先出算法，当规模水平

足够大时，在所有的稀疏程度下，修正的固定序算

法将具备完全的竞争优势． 如当规模水平 ＜
１０ ０００ 个点时，修正的固定序算法在 ４ 种稀疏程

度情形下均处于劣势，而当规模水平＞８０ ０００ 个

点时，这个算法在所有情形下均赢得了优势．
３􀆰 ２　 ｋ 的影响实验

首先选择 ２０ ０００ 个点和 １６０ ０００ 个点两个规

模水平，ｋ 分别取值为 ５、１０、１５ 和 ｎ ／ ４ 进行实验，
如表 １３ ～ １５ 所示．鉴于 ｋ为 ５、稀疏程度为 １０ 时，
计算结果出现异常，又增加了两个规模水平（即
６０ ０００ 个点和 １００ ０００ 个点） 进行实验，以给出稳

定的规律，如表 １６ 所示．
根据表 １３～１６，可得如下结论：
１） 由表 １５ 可以看出，修正的固定序算法在

大规模情形下具有压倒性的竞争优势，１６ 种情形

下仅当 ｋ 为 ５、稀疏程度为 １０ 时弱于修正的先进

先出算法．
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２） 由表 １５ 还可以看出，在给定的规模水平

和稀疏程度情形下，当 ｋ 取适当值时对修正的固

定序算法非常有利，但当 ｋ 进一步变大或变小时

这种有利现象将减弱或消失． 如在规模水平为

１６０ ０００ 个 点、稀疏程度为 １０的情形下，ｋ为 １０时

最为有利．

３） 由表 １６ 可以看出， 当 ｋ 和稀疏程度同时

较小时， 修正的先进先出算法具有绝对的竞争优

势，并随着规模的增大优势愈加突出．需要指出的

是，在表 １６ 中出现了一个反常值，即计算时间值

０􀆰 ７８，但从两个算法的计算时间比来看，规律是十

分明显的．
表 １３　 ２０ ０００ 个点、不同 ｋ 下的平均计算时间 ｍｓ

稀疏程度
修正的先进先出算法

ｋ ＝ ５ ｋ ＝ １０ ｋ ＝ １５ ｋ ＝ ｎ ／ ４

修正的固定序算法

ｋ ＝ ５ ｋ ＝ １０ ｋ ＝ １５ ｋ ＝ ｎ ／ ４

１０ ０􀆰 ３９ ８􀆰 ２０ １４􀆰 １３ １５􀆰 ５９３ ０􀆰 ７３ ９􀆰 ７５ １６􀆰 ５６ ２０􀆰 ３５

５０ １４􀆰 ４４ ４７􀆰 ２２ ５４􀆰 ４９ ５６􀆰 ０７０ １５􀆰 ４７ ５１􀆰 ４３ ６１􀆰 ９３ ６６􀆰 １４

２００ ６５􀆰 ４９ １５０􀆰 ６３ １７０􀆰 ２７ １７２􀆰 ８１０ ８６􀆰 ９６ ２０４􀆰 ９３ ２３５􀆰 ５４ ２４２􀆰 ４０

１ ０００ ３０９􀆰 ７６ ６２４􀆰 ０４ ６９２􀆰 ８０ ７０７􀆰 ７６０ ５１８􀆰 ６３ １ ０５２􀆰 ８７ １ １８４􀆰 ３５ １ ２１２􀆰 ５９

表 １４　 １６０ ０００ 个点、不同 ｋ 下的平均计算时间 ｍｓ

稀疏程度
修正的先进先出算法

ｋ ＝ ５ ｋ ＝ １０ ｋ ＝ １５ ｋ ＝ ｎ ／ ４

修正的固定序算法

ｋ ＝ ５ ｋ ＝ １０ ｋ ＝ １５ ｋ ＝ ｎ ／ ４

１０ ０􀆰 ８６０ ５７􀆰 １４ ９０􀆰 ６９ ９４􀆰 ５４ ４􀆰 ４３０ ２５􀆰 ５１ ４２􀆰 ７５ ５５􀆰 ８６

５０ ４９􀆰 ７６２ １９９􀆰 １０ ２５１􀆰 ３４ ２６２􀆰 ９０ ２５􀆰 ６５４ ９２􀆰 ９６ １２６􀆰 ４８ １４０􀆰 ４５

２００ １８２􀆰 ９３０ ４７７􀆰 ０５ ５７８􀆰 ４２ ５９６􀆰 ６０ １２０􀆰 ７５０ ３１９􀆰 ４７ ４００􀆰 ４８ ４３３􀆰 ８６

１ ０００ ７６２􀆰 ５５０ １ ６８３􀆰 ８７ ２ ０１９􀆰 ８４ ２ １０５􀆰 ３５ ６９１􀆰 ３４０ １ ５４４􀆰 ２１ １ ８６０􀆰 ４８ １ ９７６􀆰 ６５

表 １５　 修正的先进先出算法与修正的固定序算法计算时间之比

稀疏程度
２０ ０００ 个点

ｋ ＝ ５ ｋ ＝ １０ ｋ ＝ １５ ｋ ＝ ｎ ／ ４

１６０ ０００ 个点

ｋ ＝ ５ ｋ ＝ １０ ｋ ＝ １５ ｋ ＝ ｎ ／ ４

１０ ０􀆰 ５３４ ０􀆰 ８４１ ０􀆰 ８５３ ０􀆰 ７６６ ０􀆰 １９４ ２􀆰 ２４０ ２􀆰 １２１ １􀆰 ６９２

５０ ０􀆰 ９３３ ０􀆰 ９１８ ０􀆰 ８８０ ０􀆰 ８４８ １􀆰 ９４０ ２􀆰 １４２ １􀆰 ９８７ １􀆰 ８７２

２００ ０􀆰 ７５３ ０􀆰 ７３５ ０􀆰 ７２３ ０􀆰 ７１３ １􀆰 ５１５ １􀆰 ４９３ １􀆰 ４４４ １􀆰 ３７５

１ ０００ ０􀆰 ５９７ ０􀆰 ５９３ ０􀆰 ５８５ ０􀆰 ５８４ １􀆰 １０３ １􀆰 ０９０ １􀆰 ０８６ １􀆰 ０６５

　 注： 两个算法的计算时间由表 １３ 和表 １４ 给出．

表 １６　 ｋ 为 ５、稀疏程度为 １０、不同规模水平下的平均计算时间 ｍｓ

规模 修正的先进先出算法 修正的固定序算法 两个算法的时间比

２０ ０００
６０ ０００

１００ ０００
１６０ ０００

０􀆰 ３９０
０􀆰 ７８０
０􀆰 ５８０
０􀆰 ８６０

０􀆰 ７３０
１􀆰 ９２０
２􀆰 ７８０
４􀆰 ４３０

０􀆰 ５３４
０􀆰 ４０８
０􀆰 ２１０
０􀆰 １９４

　 　 由上述两个实验可以看出，尽管两个算法具

有同样的计算复杂性，但是在不同参数、稀疏程度

和规模水平下却体现了不同的计算效率．因为两

个算法在Ｓｔｅｐ ２中分别采取了不同的数据结构，
其中修正的先进先出算法采用了优先队列来存储

参与迭代的点，而修正的固定序算法则是逐一判

断各点是否可参与迭代．后者相对简单，易于实

现，又能在大规模情形下体现出明显的竞争优势，
因而具有一定的理论和实践价值．

４　 结　 论

１） 本文通过对固定序 Ｂｅｌｌｍａｎ⁃Ｆｏｒｄ 算法进

行修正，获得了一种求解边数≤ ｋ 的最短路问题

的新算法———修正的固定序算法．
２） 在大规模情形下，相对于文献［２］提出的修

正的先进先出算法，修正的固定序算法相对简单、
易于实现，实验表明它具有显著的竞争优势，仅仅

在少数情形下处于落后状态． （下转第 ６９ 页）

·２６· 哈　 尔　 滨　 工　 业　 大　 学　 学　 报　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 ４６ 卷　


