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摘　 要： 为得到高精度的全球球谐系数，总结提出了检验点选取方式和多面体模型划分策略，定量分析表明了均匀取点

和等面积划分法的优越性．提出了局部球谐系数概念，集中在小行星探测器任务规划中的主要活动区域选取检验点进行

计算，通过构建一种新的性能指标说明了局部球谐系数的有效性．局部球谐系数可有效提高特定区域的重力场建模精

度，克服传统意义球谐函数法无法在布里渊球域内使用的缺陷，显著提升了球谐函数法的应用范围．最后，以小行星

Ｅｒｏｓ４３３为实际算例，计算了全球及局部球谐系数，说明了本文方法的有效性．
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　 　 近年来，作为深空探测重要组成部分，小行星

探测活动从早期的近距离飞越、低空绕轨探

测［１］，发展至目前的悬停［２］、表面软着陆和采样

返回［３］，对于推动科学技术进步和帮助人类了解

宇宙发展等有重要科学意义［４］ ．受质量小、形状不

规则、自旋复杂等因素影响，小行星重力场与传统

近球形大行星或天然卫星重力场存在极大差异．
因此高精度的重力场建模不仅是研究设计小行星

卫星轨道所需要解决的首要问题，也是小行星探

测任务的主要科学目标之一．
小行星重力场建模方法的研究已经有一百多

年历史，方法众多［５］，目前最为广泛使用的是球

谐函数模型［６］与多面体模型［７］ ．球谐函数模型计

算效率高、易于解析表达，可根据各阶次球谐系数

计算出小行星非球形引力摄动，便于轨道设计．但
在布里渊球域内发散，且存在截断误差．多面体模



型可进行重力场的高精度建模，无发散区域，且能

提供检验点相对小行星的位置信息，但因其是数

值算法，不能给出受摄轨道解析式，计算量大，存
在一定的局限性．实际使用的球谐系数大都是由

轨道数据解算出来的［８］，而对于还未进行实际探

测任务的小行星无法得到精确值．
针对小行星球谐系数的获取问题，大多采用

三轴椭球体模型法，计算由小行星简化的椭球体

的球谐系数，以此近似代替小行星的球谐系数［９］ ．
可见 小 行 星 的 形 状 越 不 规 则， 误 差 将 越 大．
Ｓｃｈｅｅｒｅｓ［９］和胡维多等［１０］以小行星二阶二次重力

场为出发点对小行星附近的动力学情况进行了研

究，并利用小行星的三个主轴转动惯量唯一确定

球谐系数的二阶项，但未给出高阶项结果．张振江

等［１２］提出一种基于多面体模型的不规则形状小

行星重力场球谐系数求取方法，不仅提高了重力

场建模的精度，同时可求其高阶系数．但就计算过

程中检验点的选取规则、多面体模型的划分形式

以及局部重力场建模等问题并未进行讨论．较小

行星重力场问题而言，地球的重力场研究已很成

熟．众多优秀学者［１３－１４］ 先后研究了适于描述地球

重力场全球特性的全球模型和能够精确构建局部

地区重力场的局部模型．
鉴于此，本文在已有研究基础上进一步研究了

小行星重力场球谐系数的计算及优化问题．首先，
分析说明了检验点的均匀分布形式和等面划分的

均匀多面体模型可以提高全球球谐系数的计算精

度．随后，为获得高精度的局部重力场模型，提出局

部球谐系数概念，并通过建立新的性能指标检验基

于此组系数的球谐函数法在布里渊球域内的可行

性，有效拓展了球谐函数法的应用范围．最后，以小

行星 Ｅｒｏｓ４３３ 为实际算例，计算了全球及局部球谐

系数，验证本文方案的有效性和准确性．

１　 重力场模型与球谐系数的求取

１􀆰 １　 重力场模型

１） 球谐函数模型． 利用球谐函数描述的重力

势能函数为［５］
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其中： Ｇ 是万有引力常数；Ｍ 是小行星质量；Ｒ０ 是

布里渊球半径； 􀭵Ｐｎｍ 是标准缔合勒让德多项式；
􀭵Ｃｍ
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ｎ 是标准球谐系数；ｎ、ｍ 是多项式阶数、 次

数；Ｒ、ϕ、λ 是检验点到中心天体质心的距离、纬
度和经度．

将 Ｕ 对位置矢量求一阶偏导数，可得重力加

速度为
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２） 多面体模型． 利用多面体模型描述的重力势

能函数为［７］
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其中 Ｅｅｄｇｅｓ 和 Ｆｆａｃｅｓ 分别表示多面体模型的边集合与

面集合．
对应重力加速度函数为

ｇ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ∇Ｕ ＝ － Ｇσ ∑
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ω ｆＦｆｒｆ ． （４）

其中：σ为天体密度； ｅ表示边；ｆ表示面，向量是由检

验点指向表面任一点的位置矢量；ｒｅ 是由检验点指

向多面体边上任一点的位置矢量．
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，
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１２）Ｔ ＋ ｎ^Ｂ（ｎ^Ｂ

２１）Ｔ， Ｆｆ ＝ ｎ^ｆ ｎ^Ｔ
ｆ ．

式中： ｎ^Ａ、ｎ^Ｂ 是面 Ａ、Ｂ的单位外法向方向矢量； ｎ^ｆ 是

多面体面 ｆ 的外法向方向矢量；ｎ^Ａ
１２、ｎ^Ｂ

２１是面 Ａ、Ｂ 内的

边 ｅ 单位外法向方向矢量； ｒｉ、ｒｊ、ｒｋ 是由检验点指向

平面三角形３个相对应顶点的矢量；ｒｅ１、ｒｅ２、ｅ１２ 分别为

检验点到边 ｅ 两端点的距离、边 ｅ 的长度．
１􀆰 ２　 球谐系数计算方法

对于未探测的星体，在小行星固连坐标系下，
通过引入势能值的虚拟观测量，求解由球谐函数描

述的势能的拉普拉斯方程即可得到球谐系数．
任给一检验点 Ｒｉ ＝ （λ ｉ，φ ｉ，ｒｉ），对于不规则形

状小行星利用多面体模型算得该检验点处的势能作
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为势能虚拟观测量 Ｕｉ，对于形状规则的、势能可解析

表达的小行星，Ｕｉ 用解析值代替，根据式（１），则可构

造一个以􀭵Ｃｎｍ 和􀭵Ｓｎｍ为变量的方程［１２］：
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ｒｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

􀭵Ｐｎｍ（ｓｉｎ ϕｉ）［􀭵Ｃｎｍｃｏｓ（ｍλ ｉ） ＋

􀭵Ｓｎｍｓｉｎ（ｍλ ｉ）］ ＋ η． （５）
其中方程未知量的个数为 ｌ（ ｌ ＋ ２）（􀭵Ｓｎ０ 无意义，为
０，􀭵Ｃ００ 为 １） ．理论上只要在小行星势能场中选取

ｌ（ ｌ ＋ ２） 个不同的检验点建立线性方程组，构成

Ａｘ ＝ ｂ 形式，就可以求解出共 ｌ（ ｌ ＋ ２） 个的变量
􀭵Ｃｎｍ 和 􀭵Ｓｎｍ ． 但 由 于 方 程 系 数 存 在 因 子

（Ｒ０ ／ ｒｉ） ｎ􀭵Ｐｎｍ（ｓｉｎ ϕｉ），使得检验点选取时无法确

保方程线性无关．所以在实际计算过程中，通过增

加方程个数组成超定方程，再求出此超定方程的

最小二乘解来解决上述问题．

２　 全球球谐系数

本文将基于小行星全球信息得到的球谐系数

称为全球球谐系数，即传统意义上的球谐系数，其
流程如图 １．因其满足球谐函数的基函数具有整个

空间域上的正交性，因此用它来描述的函数刻画

的都是全空间上的性质，适用于小行星布里渊球

域外任意位置．利用精确的全球球谐系数表示的

重力场全球模型可以比较直观地反映出小行星某

些全球性特征．

多面体面数

均匀多面
体模型

基于多面体模型
计算球谐系数

球谐系数
验证及分析

均匀分布
检验点

图 １　 全球球谐系数研究流程

２􀆰 １　 多面体模型面数的选取

鉴于匀质三轴椭球体重力场具有解析表达且存

在高阶球谐系数，以椭球体为例进行分析和验证．
椭球体的球谐系数解析表达式如下［１２］：
１） 当 ｎ、ｍ 为所有正整数时，Ｓｎｍ ＝ ０；
２） 当 ｎ 或 ｍ 为奇数时，Ｃｎｍ ＝ ０；
３） 当 ｎ、ｍ 为其他情况时

Ｃｎｍ ＝ ３
Ｒ０

（ｎ ／ ２）！ （ｎ － ｍ）！
２ｍ（ｎ ＋ ３）（ｎ ＋ １）！

（２ － δ０ｍ） ×

　 ∑
ｉｎｔ ｎ－ｍ

４( )

ｉ ＝ ０

（ａ２ － ｂ２）
ｍ＋４ｉ
２( ) ｃ２ － １

２
（ａ２ ＋ ｂ２）é

ë
êê

ù

û
úú

ｎ－ｍ－４ｉ
２

１６ｉ ｎ － ｍ － ４ｉ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ！ ｍ ＋ ２ｉ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ！ ｉ！

．

式中克罗内克符号

δ０ｍ ＝
０， ｍ ＝ １；
１， ｍ ＝ ０．{

　 　 取椭球体半长轴 ａ、ｂ、ｃ 分别为１６、８、６ ｋｍ，密
度为 ２􀆰 ７ ｇ ／ ｃｍ３，则布里渊球半径 Ｒ０ 为１６ ｋｍ．本文

将星体表面用面积大小相当的三角形剖分得到的

多面体模型称为均匀多面体模型，上述椭球体多面

体模型如图 ２．分别取面数 Ｎ 为 ７６０、２０ ０００和

５４ ０００，计算椭球体球谐系数，结果见表 １．
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图 ２　 匀质椭球体均匀多面体模型

表 １　 椭球体不同面数球谐系数计算结果

球谐 解析值 Ｎ ＝ ７６０ Ｎ ＝ ２０ ０００ Ｎ ＝ ５４ ０００
􀭵Ｃ１０ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ１１ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ２０ － ０􀆰 ０４３ ３２４ － ０􀆰 ０４９ ３３０ － ０􀆰 ０４３ ４５８ － ０􀆰 ０４３ ３５１
􀭵Ｃ２１ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ２２ 　 ０􀆰 ０５８ ０９５ 　 ０􀆰 ０５４ ７５８ 　 ０􀆰 ０５８ ０５８ 　 ０􀆰 ０５８ １０７
􀭵Ｃ３０ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ３１ ０ 　 ０􀆰 ０００ ２２５ 　 ０􀆰 ０００ ０６２ 　 ０􀆰 ０００ ００２
􀭵Ｃ３２ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ３３ ０ 　 ０􀆰 ０００ ９５７ － ０􀆰 ０００ ０４８ 　 ０􀆰 ０００ ０１２
􀭵Ｃ４０ 　 ０􀆰 ００８ ７１２ 　 ０􀆰 ００６ ３３８ 　 ０􀆰 ００８ ８４５ 　 ０􀆰 ００８ ６８７
􀭵Ｃ４１ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ４２ － ０􀆰 ０１１ ６０４ － ０􀆰 ０１１ １１０ － ０􀆰 ０１１ ７１２ － ０􀆰 ０１１ ５９９
􀭵Ｃ４３ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ４４ 　 ０􀆰 ０１１ ８８５ 　 ０􀆰 ０１０ １１３ 　 ０􀆰 ０１１ ９３３ 　 ０􀆰 ０１１ ８６７

　 注： 所有的 􀭵Ｓ 项均为 ０，故表中未列出．

　 　 由表 １ 结果可知，随着多面体模型面数的增

加，模型越逼近真实形状，计算得到的球谐系数结

果也越精确，但以牺牲计算效率为代价．
２􀆰 ２　 检验点选取方式

大量计算表明，检验点选取方式将直接影响球

谐系数的计算精度．图 ３ 给出了检验点的四种选取

方式，固定相同的检验点个数（总数均为７００ 个）和
包络体形状（球体，且半径为 ２０ ｋｍ），图中网格交

点即为检验点： １）检验点均匀分布在球面上； ２）
检验点集中 ｚ 轴两端，对应椭球体南北两极附近；
３）检验点集中在 ｘ 轴两端，对应椭球体长轴两端；
４）检验点集中在椭球体北极上空．
　 　 采用上述检验点选取方式求解椭球体球谐系

数，其中多面体模型面数 Ｎ为 ５４ ０００，所有选取方

式对应的计算结果见表 ２．
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图 ３　 检验点选取方式

表 ２　 椭球体不同检验选取方式求解椭球体球谐系数

球谐 解析值
Ｎ ＝ ５４ ０００

检验点 １） 检验点 ２） 检验点 ３） 检验点 ４）
􀭵Ｃ１０ ０ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ１１ ０ ０ ０ ０ 　 ０􀆰 ０００ ００５
􀭵Ｃ２０ － ０􀆰 ０４３ ３２４ － ０􀆰 ０４３ ３５１ － ０􀆰 ０４３ ５１３ － ０􀆰 ０４３ ４８５ － ０􀆰 ０４３ ６９７
􀭵Ｃ２１ ０ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ２２ 　 ０􀆰 ０５８ ０９５ 　 ０􀆰 ０５８ １０７ 　 ０􀆰 ０５４ ６３５ 　 ０􀆰 ０５８ ０２６ 　 ０􀆰 ０５８ ３１３
􀭵Ｃ３０ ０ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ３１ ０ 　 ０􀆰 ０００ ００２ － ０􀆰 ０００ ００１ 　 ０􀆰 ０００ ０４１ 　 ０􀆰 ０００ ０２７
􀭵Ｃ３２ ０ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ３３ ０ 　 ０􀆰 ０００ ０１２ 　 ０􀆰 ０００ ０４８ － ０􀆰 ０００ ０１３ 　 ０􀆰 ０００ ０６９
􀭵Ｃ４０ 　 ０􀆰 ００８ ７１２ 　 ０􀆰 ００８ ６８７ 　 ０􀆰 ００８ ６６６ 　 ０􀆰 ００８ ７７６ 　 ０􀆰 ００８ ９８１
􀭵Ｃ４１ ０ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ４２ － ０􀆰 ０１１ ６０４ － ０􀆰 ０１１ ５９９ － ０􀆰 ００８ ６５５ － ０􀆰 ０１１ ６７１ － ０􀆰 ０１１ ７１８
􀭵Ｃ４３ ０ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ４４ 　 ０􀆰 ０１１ ８８５ 　 ０􀆰 ０１１ ８６７ 　 ０􀆰 ００８ ７１０ 　 ０􀆰 ０１１ ８８８ 　 ０􀆰 ０１１ ９６１

　 　 注： 所有的 􀭵Ｓ 项均为 ０，故表中未列出．

　 　 由表 ２ 计算结果易知，选取均匀分布的检验

点（１）进行计算，可以得到相对其他方式更加精

确的结果，各项相对误差更小，全局取点方式优于

局部取点方式．
２􀆰 ３　 多面体模型划分形式

下面将椭球体表面由经纬度信息构成的四边

形网格结构分割成三角形，由此得到的多面体模

型表面各三角形大小不一，这里简称为非均匀多

面体模型，如图 ４ 所示．为与均匀多面体模型进行

比较分析，计算 Ｎ ＝ ５４ ０００的非均匀多面体模型

球谐系数，结果见表 ３．
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图 ４　 非均匀多面体模型

　 　 由表 ３ 可知，均匀多面体模型要优于非均匀多

面体模型，前者 􀭵Ｃ２０、􀭵Ｃ２２ 相对误差仅为０􀆰 ０６２ ３％、
０􀆰 ０２０ ７％， 而 后 者 结 果 分 别 为 ０􀆰 ２０３ １％ 和
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０􀆰 ０８４ ３％．非均匀多面体的三角形面积大小不均，
位于南北两极的三角形面积极小且相当密集，而在

赤道附近，尤其长轴两端处，三角形面积较大，分布

稀疏，这就使得在相同面数条件下均匀模型更加精

准的逼近小行星不规则形状，进而得到更加精确的

重力场模型．不过，理想椭球体仅为一特殊情况，对
于实际的小行星而言，如何逼近其真实形状的划分

方法并不绝对，如在平坦地区可以采用大三角块，
而在崎岖地区建议细化分割．

表 ３　 椭球体不同多面体模型球谐系数计算结果

球谐 解析值
Ｎ ＝ ５４ ０００

均匀多面体模型 非均匀多面体模型

􀭵Ｃ１０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ１１ ０ ０ ０
􀭵Ｃ２０ － ０􀆰 ０４３ ３２４ － ０􀆰 ０４３ ３５１ － ０􀆰 ０４３ ４１２
􀭵Ｃ２１ ０ ０ ０
􀭵Ｃ２２ 　 ０􀆰 ０５８ ０９５ 　 ０􀆰 ０５８ １０７ 　 ０􀆰 ０５８ ０４６
􀭵Ｃ３０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ３１ ０ 　 ０􀆰 ０００ ００２ 　 ０􀆰 ０００ ００３
􀭵Ｃ３２ ０ ０ ０
􀭵Ｃ３３ ０ 　 ０􀆰 ０００ ０１２ 　 ０􀆰 ０００ ０１５
􀭵Ｃ４０ 　 ０􀆰 ００８ ７１２ 　 ０􀆰 ００８ ６８７ 　 ０􀆰 ００８ ６７９
􀭵Ｃ４１ ０ ０ ０
􀭵Ｃ４２ － ０􀆰 ０１１ ６０４ － ０􀆰 ０１１ ５９９ － ０􀆰 ０１１ ５９７
􀭵Ｃ４３ ０ ０ ０
􀭵Ｃ４４ 　 ０􀆰 ０１１ ８８５ 　 ０􀆰 ０１１ ８６７ 　 ０􀆰 ０１１ ８６１

　 注： 所有 􀭵Ｓ 项均为 ０，表中未列出．

３　 局部球谐系数

针对探测器活动在某一特定空间范围时，特
别是在布里渊球域内，全局球谐系数往往不能满

足精度和效率的计算需求．因此本文借鉴地球重

力场局部模型的概念，通过在特定活动区域集中

选取检验点，求取局部球谐系数．引入局部球谐系

数不旨在得到更加精确的全球重力场，而是以提

高该局部区域重力场计算精度、增强轨道定轨和

预报精度为目的．传统的球谐函数法只适用于布

里渊球域之外，而局部球谐系数模型可用于任意

局部空间，不存在任何局限性．
为验证局部球谐系数模型的性能优势，在探

测器活动区域选取轨道，抽取测试点，利用局部球

谐系数模型求其势能值，并与真实值进行分析比

较．其研究流程如图 ５ 所示．
　 　 为衡量局部球谐系数对局部活动区域势能场

的拟合程度，定义性能指标如下：

ＰＩ ＝ １ － ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
｜ 􀭾Ｕｎ － Ｕｎ ｜ ／ Ｕｎ( ) × １００％． （６）

其中： Ｎ 为轨道上测试点的抽取数目；􀭾Ｕ 是局部球

谐系数模型计算得到的测试点势能值；Ｕ 是测试点

的真实势能值，若小行星形状规则，使用其解析解，

若小行星形状不规则，利用多面体模型结果近似代

替真实值．ＰＩ 越接近于 １，说明结果拟合程度越高．
　 　 下面，仍以椭球体为例进行讨论．

在探测器轨道
上抽取测试点

性能指标
计算与比较

测试点真实
势能值U

球谐系数模型
计算测试点势

能值U

分析并得到结论

~

图 ５　 局部球谐系数研究流程

３􀆰 １　 布里渊球域外局部球谐系数

以探测器活动区域集中在椭球体北极上空为

例．因椭球体势能场是解析的，此处，以其解析

值［５］为式（５）左侧的势能虚拟观测值，并利用图 ３
的（ａ）、（ｂ）、（ｃ）三种检验点方式，算得球谐系数

见表 ４．为考察局部球谐系数性能，选取椭球体北

纬 ８５°，高度 ２５ ｋｍ 处的盘旋轨道（见图 ６），分别

抽取不同数目的测试点，计算 ＰＩ，结果见表 ５．
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图 ６　 北极上空盘旋轨道

表 ４　 球谐系数计算结果

球谐 解析值

以椭球体势能解析值为势能虚拟观测量

检验点
方式（１）

检验点
方式（２）

检验点
方式（４）

􀭵Ｃ１０ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ１１ ０ ０ ０ 　 ０􀆰 ０００ ００５
􀭵Ｃ２０ － ０􀆰 ０４３ ３２４ － ０􀆰 ０４３ ３２６ － ０􀆰 ０４３ ３０９ － ０􀆰 ０４３ ７９８
􀭵Ｃ２１ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ２２ 　 ０􀆰 ０５８ ０９５ 　 ０􀆰 ０５８ ０９５ 　 ０􀆰 ０５８ １１７ 　 ０􀆰 ０５８ ６０７
􀭵Ｃ３０ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ３１ ０ 　 ０􀆰 ０００ ００６ 　 ０􀆰 ０００ ０３２ 　 ０􀆰 ０００ ０６８
􀭵Ｃ３２ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ３３ ０ － ０􀆰 ０００ ００４ － ０􀆰 ０００ ０３３ 　 ０􀆰 ０００ ０６９
􀭵Ｃ４０ 　 ０􀆰 ００８ ７１２ 　 ０􀆰 ００８ ７０７ 　 ０􀆰 ００８ ８２２ 　 ０􀆰 ００８ ９８１
􀭵Ｃ４１ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ４２ － ０􀆰 ０１１ ６０４ － ０􀆰 ０１１ ５９９ － ０􀆰 ０１１ ６７５ － ０􀆰 ０１１ ７１８
􀭵Ｃ４３ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ４４ 　 ０􀆰 ０１１ ８８５ 　 ０􀆰 ０１１ ８７８ 　 ０􀆰 ０１１ ９３８ 　 ０􀆰 ０１１ ９６１

表 ５　 椭球体北极盘旋轨道 ＰＩ 计算结果

抽取轨道测试

点数目 ／ 个

性能指标 ＰＩ ／ ％

检验点方式（１） 检验点方式（２） 检验点方式（４）
８０ ９９􀆰 ２５１ ０ ９９􀆰 ６６９ ９ ９９􀆰 ８２５ ０

３５０ ９６􀆰 ２９０ ９ ９８􀆰 ３７０ ４ ９９􀆰 ２６６ ０
１ ８００ ８２􀆰 ９５０ ５ ９１􀆰 ９３０ ５ ９７􀆰 １４５ ４
２ ２００ ８１􀆰 ５７４ ０ ８９􀆰 ６２２ ２ ９６􀆰 ８０８ ７
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　 　 由表 ４、５ 结果知，检验点方式（１）、（２）到

（４），检验点逐步集中于椭球体北极，球谐系数与

真实值的偏差增大，但对该活动区域的重力场建

模精度显著提高．随着测试点的增多，局部球谐系

数模型建模偏差积累效应明显比全局球谐模型小

的多．针对局部活动区域得到的局部球谐系数模

型对该区域的重力场建模精度可以大大提高．
３􀆰 ２　 布里渊球域内局部球谐系数

假设探测器需要在图 ７ 所示的近小行星区域

进行低轨绕飞以获得到高精度观测数据，高度为

１０ ｋｍ，处于布里渊球域内．
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图 ７　 探测器局部活动区域

　 　 集中在图 ７ 所示的局部活动区域内选取均匀

分布形式的检验点，共计 ７００ 个． 求取球谐系数，
见表 ６． 选用图 ８ 所示的绕飞轨道进行验证．分别

利用上述局部球谐系数和由检验点方式（１）得到

的全球球谐系数对轨道抽取的测试点计算 ＰＩ，结
果见表 ７．由结果可知，局部球谐系数模型仍有极

高的重力场拟合程度，而全球球谐系数已经发散，
无法在该区域使用．

表 ６　 局部球谐系数计算结果

球谐 解析值 局部球谐系数

􀭵Ｃ１０ ０ ０
􀭵Ｃ１１ ０ ０
􀭵Ｃ２０ － ０􀆰 ０４３ ３２４ － ０􀆰 ０３７ ３２０
􀭵Ｃ２１ ０ ０
􀭵Ｃ２２ 　 ０􀆰 ０５８ ０９５ 　 ０􀆰 ０５０ ３６２
􀭵Ｃ３０ ０ ０
􀭵Ｃ３１ ０ ０
􀭵Ｃ３２ ０ ０
􀭵Ｃ３３ ０ ０
􀭵Ｃ４０ 　 ０􀆰 ００８ ７１２ 　 ０􀆰 ００３ ４０８
􀭵Ｃ４１ ０ ０
􀭵Ｃ４２ － ０􀆰 ０１１ ６０４ － ０􀆰 ００４ ４５０
􀭵Ｃ４３ ０ ０
􀭵Ｃ４４ 　 ０􀆰 ０１１ ８８５ 　 ０􀆰 ００４ ８８６
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图 ８　 探测器绕飞轨道

表 ７　 椭球体统飞轨道 ＰＩ 计算结果

抽取轨道

测试数目 ／ 个

性能指标 ＰＩ ／ ％

局部球谐系数 全球球谐系数

２００ ９９􀆰 ４８５ ２ ５２􀆰 ０４６ １
７００ ９７􀆰 ９５４ ３ １６７􀆰 ９０３ ４

２ ０００ ９４􀆰 ９５０ ５ ５０５􀆰 ０９５ ８

４　 小行星 Ｅｒｏｓ 球谐系数的求取

Ｅｒｏｓ４３３ 小行星于 １９８９ 年发现，美国国家航

空航天局（ＮＡＳＡ）的 ＮＥＡＲ－Ｓｈｏｅｍａｋｅｒ 探测器对

其进行了探测．据 ＮＡＳＡ 公布，其质量（６􀆰 ６９０ ４±
０􀆰 ００３） × １０１５ ｋｇ，体积 ２ ５０３ ± ２５ ｋｍ３，平均密度

２􀆰 ６７±０􀆰 ０００ ３ ｇ·ｃｍ－３，大小 ３４􀆰 ４×１１􀆰 ２×１１􀆰 ２ ｋｍ，均
匀多面体模型如图 ９ 所示［１５］ ．
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图 ９　 Ｅｒｏｓ 多面体模型

４􀆰 １　 全球球谐系数结果

利用本文方法求解其前 １５ 阶全球球谐系数，
结果见表 ８． 将结果与传统的三轴椭球体法和

ＮＥＡＲ⁃Ｓｈｏｅｍａｋｅｒ 实际环绕探测解算出的球谐系

数相比较．计算过程中采用面数 Ｎ 分别为 ４９ １５２
和 １９６ ６０８ 的两种 Ｅｒｏｓ 均匀多面体模型．

表 ８　 Ｅｒｏｓ 球皆系数求取结果

球谐
实际探测

结果
三轴椭球体

模型
Ｎ ＝ ４９ １５２ Ｎ ＝ １９６ ６０８

􀭵Ｃ１０ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ１１ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｃ２０ － ０􀆰 ０５２ ４７８ － ０􀆰 ０４３ ３２４ － ０􀆰 ０５２ ５７６ － ０􀆰 ０５２ ４６５
􀭵Ｃ２１ ０ ０ 　 ０􀆰 ０００ ０５４ 　 ０􀆰 ０００ ０５３
􀭵Ｃ２２ 　 ０􀆰 ０８２ ５３８ 　 ０􀆰 ０５８ ０９５ 　 ０􀆰 ０８３ ００１ 　 ０􀆰 ０８３ ０７３
􀭵Ｃ３０ － ０􀆰 ００１ ４００ ０ － ０􀆰 ００１ ３７８ － ０􀆰 ００１ ４０３
􀭵Ｃ３１ 　 ０􀆰 ００４ ０５５ ０ 　 ０􀆰 ００３ ９９９ 　 ０􀆰 ００４ ０２７
􀭵Ｃ３２ 　 ０􀆰 ００１ ７９２ ０ 　 ０􀆰 ００１ ７８８ 　 ０􀆰 ００１ ７８９
􀭵Ｃ３３ － ０􀆰 ０１０ ３３７ ０ － ０􀆰 ０１０ ４６０ － ０􀆰 ０１０ ５０６
􀭵Ｃ４０ 　 ０􀆰 ０１２ ９００ 　 ０􀆰 ００８ ７１２ 　 ０􀆰 ０１３ ２５７ 　 ０􀆰 ０１３ ３３５
􀭵Ｃ４１ － ０􀆰 ０００ １０６ ０ － ０􀆰 ０００ １５０ － ０􀆰 ０００ １４７
􀭵Ｃ４２ － ０􀆰 ０１７ ４９５ － ０􀆰 ０１１ ６０４ － ０􀆰 ０１７ ６１５ － ０􀆰 ０１７ ６６６
􀭵Ｃ４３ － ０􀆰 ０００ ３１９ ０ － ０􀆰 ０００ ２２７ － ０􀆰 ０００ ２７８
􀭵Ｃ４４ 　 ０􀆰 ０１７ ５８７ 　 ０􀆰 ０１１ ８８５ 　 ０􀆰 ０１７ ６４７ 　 ０􀆰 ０１７ ６９８
􀭵Ｓ１１ ０ ０ ０ ０
􀭵Ｓ２１ ０ ０ 　 ０􀆰 ０００ ００９ － ０􀆰 ０００ ００９
􀭵Ｓ２２ － ０􀆰 ０２７ ７４５ ０ － ０􀆰 ０２８ ３４９ － ０􀆰 ０２８ ３７０
􀭵Ｓ３１ 　 ０􀆰 ００３ ３７９ ０ 　 ０􀆰 ００３ ４２５ 　 ０􀆰 ００３ ４２９
􀭵Ｓ３２ － ０􀆰 ０００ ６８６ ０ － ０􀆰 ０００ ７２７ － ０􀆰 ０００ ７２９
􀭵Ｓ３３ － ０􀆰 ０１２ １３４ ０ － ０􀆰 ０１２ ２７０ － ０􀆰 ０１２ ２８８
􀭵Ｓ４１ 　 ０􀆰 ０００ １３６ ０ 　 ０􀆰 ０００ １４２ 　 ０􀆰 ０００ １４２
􀭵Ｓ４２ 　 ０􀆰 ００４ ５４２ ０ 　 ０􀆰 ００４ ６６３ 　 ０􀆰 ００４ ６６８
􀭵Ｓ４３ － ０􀆰 ０００ １４１ ０ － ０􀆰 ０００ １３６ － ０􀆰 ０００ １３６
􀭵Ｓ４４ － ０􀆰 ００８ ９３９ ０ － ０􀆰 ００９ １９８ － ０􀆰 ００９ ２０３
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４􀆰 ２　 局部球谐系数结果

以探测器活动在高度为 ２５ ｋｍ 的 Ｅｒｏｓ 北极

上空为例，利用图 ３ 检验点方式（１）、（２）、（４），基
于 Ｅｒｏｓ 多面体模型求解球谐系数，并选取图 ６ 所

示的轨道进行验证，计算 ＰＩ，结果见表 ９．可见，对
不规则形状小行星，由探测器局部活动区域得到

的局部球谐系数相比全球球谐系数对该区域的重

力场拟合程度更高．
　 　 以探测器活动在图 ７ 所示的局部区域为例，
集中在此区域选取检验点，基于 Ｅｒｏｓ 多面体模型

计算局部球谐系数，利用图 ３ 检验点方式（１）求

取其全球球谐系数，并选择图 ８ 所示的绕飞轨道

进行验证，计算 ＰＩ，结果见表 １０．可见，基于局部

球谐系数的球谐函数法在布里渊球域内针对该局

部活动区域仍能保证较高的重力场建模精度．
表 ９　 Ｅｒｏｓ 北极盘旋轨道 ＰＩ 计算结果

抽取轨道测

试点数目 ／ 个

性能指标 ＰＩ ／ ％

检验点方式（１） 检验点方式（２） 检验点方式（４）

１００ ９６􀆰 ９６３ ３ ９９􀆰 ４７９ １ ９９􀆰 ６６９ ９

７００ ８５􀆰 ９８４ ９ ９８􀆰 ０６７ ６ ９９􀆰 ３８５ １

２ ０００ ７９􀆰 ０８４ ４ ９５􀆰 １９０ １ ９６􀆰 ７９６ ８

表 １０　 Ｅｒｏｓ 绕飞轨道 ＰＩ 计算结果

抽取轨道

测试数目 ／ 个

性能指标 ＰＩ ／ ％

绕飞区域选取检验点 检验点方式（１）

２００ ９９􀆰 ６２７ ９ ６３􀆰 ０３５ １

７００ ９６􀆰 ４８２ ７ １８０􀆰 ６８２ ５

２ ０００ ９３􀆰 ７６５ ８ ５６７􀆰 ０９３ ７

５　 结　 语

本文讨论了小行星球重力场球谐系数计算相

关问题．通过定性讨论和定量分析，结果表明均匀

多面体模型和均匀分布的检验点保证了高精度的

全球球谐系数的获得．针对探测器在某一特定区

域活动情况，提出局部球谐系数概念，提高了局部

区域重力场建模精度，扩展了球谐函数法的应用

范围．
重力场模型提供分析、描述和设计地球表面

及其外空间一切物体力学行为的先验重力场约

束．精细的重力场信息为小行星探测任务的成功

提供保障．而到目前为止，小行星重力场描述虽然

众多，但都存在一定缺陷．因此，寻找一种以动态

观、整体论的方法描述的具有普适意义重力场模

型，更加直观地解释分析小行星重力场特性，具有

一定的必要性和紧迫性，也将成为未来小行星探

测的一大挑战．
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