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考虑安装错位的弧齿锥齿轮小轮齿面再设计
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摘　 要： 为保证弧齿锥齿轮副在实际工况下具有良好的齿面印痕与啮合状态，研究安装错位的识别技术以及错位条件

下的齿面再设计技术．分析可导致相同齿面印痕的多种安装错位组合之间的关系；提取齿面印痕的数值特征，以两接触

轨迹曲线的偏差和最小为目标函数，采用优化方法识别当量安装错位；基于局部综合法，根据当量安装错位重新设计小

轮的齿面．以一对弧齿锥齿轮副为例，比较实际安装错位与当量安装错位作用下的小轮再设计齿面的差曲面，验证了该

设计方法的正确性和有效性．
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　 　 弧齿锥齿轮因具有传动平稳、承载能力强等

优点，被广泛应用于航空、车辆及机床的动力系统

中．传动过程中两相互啮合的轮齿形成的齿面印

痕与齿轮的强度和振动特性密切相关，是传动性

能的重要指标．实际工况下，减速器中的箱体、轴
承、轴系和齿轮的变形，安装误差、制造误差和随

机误差的存在，以及温度、振动等因素的影响，齿
面印痕将偏离理想位置（反映为齿轮副的当量安

装错位［１］），这一直是齿轮设计和使用中的重要

问题．由于弧齿锥齿轮齿面几何结构复杂，支撑变

形也非常复杂，精确地计算和测量十分困难． 工

程中历来采用经验的方法或多次试加工和调整的

方法，所需周期长，效果并不理想［２］ ．因此，根据齿

面印痕的偏移，识别相应的当量安装错位（以下

简称安装错位），将其反馈到齿面再设计中，对于

提高齿轮副实际工况下的啮合质量具有重要的工

程意义．
国内外学者就安装错位与齿轮副啮合特性

（接触印痕和传动误差）的相互关系进行了大量

研究． Ｌｉｔｖｉｎ 等［３］、Ｓｉｍｏｎ［４－５］、汪中厚等［６］ 分析了

安装错位作用下齿面印痕的变化；唐进元等［７］ 综

合分析了机床运动误差和安装错位对齿面接触质

量的影响；吴训成等［８］ 用完全解析的方法分析了

点接触齿面的接触点位置对安装错位的敏感性问

题；苏进展等［９－１１］通过齿面修形、差曲面的全曲率



优化、印痕敏感性系数的优化等方法改善了弧齿

锥齿轮的安装错位敏感性；唐进元等［１２－１３］ 考虑初

始计算点位置对安装错位敏感性的影响，对预定

传动误差曲线的弧齿锥齿轮齿面设计方法进行了

改进，降低了安装错位的敏感性；而对于安装错位

的识别及错位下的齿面再设计问题，相关研究较

少，仅见文献［１４］通过载荷变化与印痕移动的近

似线性关系计算错位值，并采用基于齿面印痕和

传动误差的齿面主动设计方法重新设计齿面几

何． 由于多种安装错位的组合可能引起相同的印

痕偏移，即这一问题存在多解性，但该文献中并未

对其进行有效说明．
本文主要研究基于齿面印痕偏移的安装错位

识别及错位下的齿面再设计问题．建立了考虑安

装错位的弧齿锥齿轮几何接触分析模型，分析了

不同错位组合之间的内部联系，说明多解性的产

生机理；提取齿面印痕的数值特征，以逼近接触轨

迹曲线为优化目标，识别与齿面印痕相匹配的当

量安装错位；在局部综合法的基础上，根据当量安

装错位重新设计小轮的齿面几何，使齿轮副在实

际的安装错位条件下仍具有较好的啮合性能．

１　 安装错位与齿面印痕

根据 ＧＢ１１３６５—１９８９ 的规定，弧齿锥齿轮副

在实际的安装中，需要考虑的错位因素主要有小

轮齿圈轴向位移 Ｐ、大轮齿圈轴向位移 Ｇ、齿轮副

的轴间距 Ｅ 与轴夹角 Σ，如图 １ 所示．
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图 １　 弧齿锥齿轮副的安装错位

１􀆰 １　 啮合坐标变换与几何接触分析

由图 １ 建立弧齿锥齿轮副的啮合坐标系如图

２ 所示． 坐标系 Ｓ１ 和 Ｓ２ 分别刚性连接在小轮与大

轮上，Ｓｈ 为固定参考坐标系，添加辅助坐标系 Ｓｃ １

以描述安装中的错位，φ１ 与 φ２ 是小轮与大轮的啮

合转角．图中各错位正方向规定如下：小轮轴向错

位 ΔＰ 为‘ ＋’ 时移向小轮大端；大轮轴向错位 ΔＧ
为‘ ＋’ 时移向大轮大端；轴间距错位 ΔＥ 为‘ ＋’

时小轮轴线在大轮轴线下方；轴交角错位 ΔΣ 为

‘ ＋’ 时轴交角增大．
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图 ２　 齿轮啮合数学模型

　 　 将小轮与大轮的齿面位矢及法矢分别表示在

坐标系 Ｓｈ 中：
ｒ（１）ｈ ＝ Ｍｈ１（φ１，ΔＰ）ｒ（１）１ （θｐ，ϕｐ），

ｎ（１）
ｈ ＝ Ｍｈ１（φ１，ΔＰ）ｎ（１）

１ （θｐ，ϕｐ）；{ （１）

ｒ（２）ｈ ＝ Ｍｈｃ（ΔＥ，ΔΣ）Ｍｃ２（φ２，ΔＧ）ｒ（２）２ （θｇ，ϕｇ），

ｎ（２）
ｈ ＝ Ｍｈｃ（ΔＥ，ΔΣ）Ｍｃ２（φ２，ΔＧ）ｎ（２）

２ （θｇ，ϕｇ） ．{
（２）

式中： ξ ｉ ＝ ［θ ｉ，ϕｉ］（ ｉ ＝ ｐ，ｇ） 是齿面参数，小轮与

大轮的位矢及法矢具体表达式可参考文献［１５］；
φ１、φ２ 为小轮与大轮的啮合转角； Ｍｈ１、Ｍｃ２、Ｍｈｃ

分别是坐标系 Ｓ１ 到 Ｓｈ、Ｓ２ 到 Ｓｃ、Ｓｃ 到 Ｓｈ 的齐次变

换矩阵，如下所示：

Ｍｈ１ ＝

１ ０ ０ ΔＰ
０ ｃｏｓ φ１ － ｓｉｎ φ１ ０
０ ｓｉｎ φ１ 　 ｃｏｓ φ１ ０
０ ０ ０ １
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Ｍｃ２ ＝

１ ０ ０ ΔＧ
０ － ｃｏｓ φ２ － ｓｉｎ φ２ ０
０ 　 ｓｉｎ φ２ － ｃｏｓ φ２ ０
０ ０ ０ １
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， （３）

Ｍｈｃ ＝

　 ｃｏｓ（Σ ＋ ΔΣ） ０ ｓｉｎ（Σ ＋ ΔΣ） ０
０ １ ０ ΔＥ

－ ｓｉｎ（Σ ＋ ΔΣ） ０ ｃｏｓ（Σ ＋ ΔΣ） ０
０ ０ ０ １
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（４）
　 　 小轮与大轮齿面在固定坐标系 Ｓｈ 中连续相

切接触，得到轮齿接触分析（ＴＣＡ）基本方程为

ｒ（１）ｈ ＝ ｒ（２）ｈ ，

ｎ（１）
ｈ ＝ ｎ（２）

ｈ ．{ （５）

　 　 错位向量 Ｄ ＝ ΔＰ，ΔＧ，ΔＥ，ΔΣ[ ] 已知，由于

｜ ｎ（１）
ｈ ｜ ＝ ｜ ｎ（２）

ｈ ｜ ＝ １，式（５） 只有 ５ 个独立的标量

方程，未知量有 ６ 个，取小轮啮合转角 φ１ 为输入
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量，可得齿面上的一个接触点，然后以一定步长改

变 φ１， 继续求解，直至求出的接触点超出齿面的

有效边界，即可得到齿面的接触轨迹．在啮合点

处，由齿面参数确定两齿面的相对曲率，结合齿面

的弹性变形量不大于 ０􀆰 ００６ ３５ ｍｍ，计算该点处

的接触椭圆，而齿面印痕就是由一系列的接触椭

圆组成的．
１􀆰 ２　 错位多解性分析

由式（１）、（２）可知，小轮、大轮齿面上的点在

固定坐标系中的位置是由齿面参数 ξ ｉ、安装错位

Ｄ 及各自的啮合转角 φ１、φ２ 确定的，齿面上任意

两点的相对位矢

Δｒ ＝ Δｒ（ξｐ，ξｇ，Ｄ，φ１，φ２） ．
　 　 不同的错位组合作用下，啮合的每一瞬时两

齿轮在固定坐标系 Ｓｈ 中的绝对坐标是不同的，但
相对坐标如果相同，即小轮与大轮齿面上任意两

点的相对位矢 Δｒ 一致，存在唯一的“空间等效向

量”，则齿轮副的啮合状态是等价的，这将产生相

同的齿面印痕．
由于“空间等效向量”的唯一性，在进行错位

识别时，只需根据实际齿面印痕的偏移确定一组

满足“空间等效向量”的当量错位即可，无需精确

计算出真实的错位，错位的识别由寻找“真解”转
换为寻找“等效解”，避免了从结构、受力等方面

分析产生印痕偏移的原因，大大降低了问题的研

究难度．

２　 安装错位识别

２􀆰 １　 齿面印痕的数值描述

实际齿面印痕的物理资源为印痕拓片或照片，
必须提取其数值特征，才能进行后续处理．图 ３ 为

齿面印痕参数化示意图，数值特征包括印痕中心坐

标、印痕面积、印痕方向角．其中印痕方向角为接触

轨迹曲线上进入啮合点与退出啮合点连线与节锥

的夹角．从图中可以看出，中心点坐标代表齿面印

痕的整体位置，印痕面积反映了轮齿的承载情况，
印痕方向角表示啮合点在齿面的运动方向．

接触轨迹曲线l

印痕面积s

中心点坐标x，y

印痕方向角α

齿根

小端 α

图 ３　 齿面印痕参数化表示

２􀆰 ２　 优化模型

有效的算法是保证错位识别精度的关键因

素．由于齿面接触轨迹代表了轮齿从进入啮合到

退出啮合的完整过程，这里通过对接触轨迹曲线

的控制，可以实现高精度的错位识别．
给定一组安装错位 Ｄ，由几何啮合仿真得到

齿面上的接触点拟合的接触轨迹曲线记为 ｌｄ，ｌｄ
上离散点的位置矢量与法线矢量分别表示为

ｐｉ ＝ ｐｉ（Ｄ）， ｎｉ ＝ ｎｉ（Ｄ）， （ ｉ ＝ １，…，ｍ） ．
其中 ｍ 为离散点的数目．

由实际齿面印痕拟合的接触轨迹曲线记为

ｌｔ，ｌｔ 与 ｌｄ 的偏差如图４所示，优化的目标是寻求一

组安装错位，使得 ｌｄ 逼近于 ｌｔ ．
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图 ４　 接触轨迹偏差示意图

　 　 ［ｐ∗
１ ，…，ｐ∗

ｉ ，…ｐ∗
ｍ ］ 是 ｌｔ 上的离散点，两曲线

的偏差向量记为

　 　 ｈ ｊ（Ｄ） ＝ ［ｈ１（Ｄ），…，ｈｉ（Ｄ），…，ｈｍ（Ｄ）］ Ｔ，
（ ｊ ＝ ｐ，ｇ），

则 ｌｔ 上的离散点可表示如下：
ｐ∗

ｉ
＝ ｐｉ ＋ ｎｉｈｉ ． （６）

　 　 将式（６）代入 ｌｔ 的曲线方程中，求解非线性

方程即可计算当前离散点的偏差 ｈｉ ．
以两曲线偏差的平方和最小为目标，建立最

小二乘法目标函数模型：
ｍｉｎ ｆ（Ｄ） ＝ Ｃｐｈｐ（Ｄ） Ｔｈｐ（Ｄ） ＋ Ｃｇｈｇ（Ｄ） Ｔｈｇ（Ｄ） ．

由于多解性的存在，为保证所求安装错位的

量值合理，需对 Ｄ ＝ ΔＰ，ΔＧ，ΔＥ，ΔΣ[ ] 进行约束：
选择一个分量，作为优化常值，其余 ３ 个分量作为

优化变量并对其取值范围进行限制，算例中对位

移分量取值 － １􀆰 ０ ～ ＋ １􀆰 ０ ｍｍ”，角度分量取值

－ １􀆰 ０° ～ ＋ １􀆰 ０°．Ｃｐ 与 Ｃｇ 为加权系数，分别表示

与小轮和大轮接触轨迹曲线逼近的重要程度，可
根据实际情况取值，这里均为 ０􀆰 ５．

３　 安装错位下的齿面再设计

对于识别的安装错位 Ｄ ＝ ［ΔＰ，ΔＧ，ΔＥ，ΔΣ］，
主要应用是将其引入到弧齿锥齿轮小轮齿面的再

设计中，通过调整机床参数改变齿面的微观几何，
使齿轮副在错位条件下的啮合印痕仍能处于理想
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的位置．本文在局部综合法［１５］ 的基础上，考虑安

装错位的影响，重新设计小轮机床参数．在进行局

部综合时，大轮参考点的位矢、法矢及主方向由动

坐标系 Ｓ２ 到固定坐标系 Ｓｈ 的坐标变换矩阵如式

（３）、（４） 所示，由固定坐标系 Ｓｈ 到动坐标系 Ｓ１ 的

坐标变换矩阵为

Ｍ１ｈ ＝

１ ０ ０ － ΔＰ
０ 　 ｃｏｓ φ１ ｓｉｎ φ１ ０
０ － ｓｉｎ φ１ ｃｏｓ φ１ ０
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

．

　 　 经过以上变换，预置参考点的二阶接触参数：
传动比函数的一阶导数 ｍ′２１、接触轨迹曲线的切

线方向η ２、接触椭圆长半轴长度 ａ等，根据局部综

合法相关公式，即可计算小轮的加工参数．

４　 算　 例

以一对弧齿锥齿轮（大轮展成法加工，小轮

变性法加工）为例，验证本文方法． 轮坯设计参数

见表 １，假定大轮凸面与小轮凹面啮合，表 ２ 为大

轮的机床参数，表 ３ 为原始设计的小轮机床参数．
表 １　 轮坯设计参数

齿轮 齿数 模数 ／ ｍｍ 法向压力角 ／ （ °） 中点螺旋角 ／ （ °） 旋向 轴夹角 ／ （ °） 节锥角 ／ （ °）

小轮 ２７
３􀆰 ８５ ２０ ３０

左旋
８７

１９􀆰 ６７３ ９

大轮 ７４ 右旋 ６７􀆰 ３２６ １

齿轮 面锥角 ／ （ °） 根锥角 ／ （ °） 外锥距 ／ ｍｍ 齿面宽 ／ ｍｍ 齿顶高 ／ ｍｍ 齿根高 ／ ｍｍ 顶隙 ／ ｍｍ

小轮 ２０􀆰 ９９４ ７ １８􀆰 ８９７ １
１５４􀆰 ３８１ ５ ４０

４􀆰 ５７７ １ ２􀆰 ６９１ ７
０􀆰 ７２３ ８

大轮 ６８􀆰 １０２ ９ ６６􀆰 ００５ ３ １􀆰 ９６７ ９ ５􀆰 ３００ ９

表 ２　 大轮机床参数

刀盘直径 ／
ｍｍ

刀顶距 ／
ｍｍ

刀具齿形角 ／
（ °）

径向刀位 ／
ｍｍ

角向刀位 ／
（ °）

滚比
垂直轮位 ／

ｍｍ
轴向轮位 ／

ｍｍ
床位 ／
ｍｍ

轮坯安装角 ／
（ °）

１９０􀆰 ５ ２􀆰 ２８６ ２０􀆰 ７５ １１９􀆰 ６８７ ８ ４３􀆰 ５６７ ３ １􀆰 ０８３ ５ ０ ０ －１􀆰 ７４０ ９ ６６􀆰 ００５ ３

表 ３　 小轮原始设计机床参数

刀尖半径 ／
ｍｍ

齿形角 ／
（ °）

径向刀位 ／
ｍｍ

角向刀位 ／
（ °）

滚比
垂直轮位 ／

ｍｍ
轴向轮位 ／

ｍｍ
床位 ／
ｍｍ

轮坯安装角 ／
（ °）

二阶变性

系数

三阶变性

系数

９３􀆰 ５３９ ２ １９􀆰 ５ １１３􀆰 ６２３ ３ ４３􀆰 ３２１ ２ ２􀆰 ８４５ ５ －５􀆰 ０３０ ８ －３􀆰 ０１３ ３ ０􀆰 ３７７ ４ １８􀆰 ８９７ １ ０􀆰 ０２１ ６ ０􀆰 ０１７ ９

　 　 齿轮副的标准安装位置为 Ｄ０，在本文的仿真

中作为方法验证，人为拟定错位量 Ｄｔ 作为实际错

位（安装错位的真值），以大轮的轴向位移分量

ΔＧ 作为不变量，给定初值为－０􀆰 ０５ ｍｍ，优化得到

一组当量安装错位 Ｄｅ ． 三组错位的分量见表 ４．
表 ４　 安装错位数值

错位分量 ΔＰ ／ ｍｍ ΔＧ ／ ｍｍ ΔＥ ／ ｍｍ ΔΣ ／ （°）

Ｄ０ ０ ０ ０ ０

Ｄｔ ０􀆰 ０５ ０􀆰 ０５ ０􀆰 ０５ ０􀆰 ０５

Ｄｅ －０􀆰 ００１ －０􀆰 ０５０ ０􀆰 ０１４ ０􀆰 ０９７

　 　 绘制齿轮副在三组错位下的接触印痕及传动

误差如图 ５、６ 所示．
通过以上计算可知，对于原始设计的齿轮副，

标准安装位置的齿面印痕位于齿宽中部，接触轨

迹曲线呈一定角度的倾斜，设计重合度为 ２􀆰 ５，传
动误差曲线啮合转换点幅值为 ８″；在实际错位

下，齿面印痕的形状改变不大，但印痕中心位置移

动明显，齿面印痕向小端偏移，印痕的面积也有一

定程度的减小；当量错位下的齿面印痕，其大小、

方向、位置均与实际错位下的齿面印痕非常接近，
说明错位的识别取得了较高的求解精度．

5

0

115 125 135 145 155
x/mm

y/
m
m

x/mm
（ａ）小轮齿面印痕

y/
m
m

115 125 135 145 155
x/mm

0

-5

（ｂ）大轮齿面印痕

0

-20

-40

-30 -20 -10 0 10 20 30

小轮转角/(?)

传
动

误
差

/(″
)

（ｃ）传动误差曲线

图 ５　 标准安装位置 Ｄ０ 的 ＴＣＡ 结果
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图 ６　 实际错位 Ｄｔ 与当量错位 Ｄｅ 的 ＴＣＡ 结果

　 　 表 ５ 中序列 １～３ 分别是 Ｄ０、Ｄｔ、Ｄｅ 作用下齿

面印痕的数值特征．分别基于实际错位Ｄｔ与当量

错位 Ｄｅ 进行小轮齿面的重新设计 （预置参数

ｍ′２１、ａ 保持不变，微调 η２ 保证齿轮副的设计重合

度，微调大轮参考点在齿高方向的位置保证传动

误差曲线的对称性）， 得到小轮机床参数记为

Ｍｐ － Ｄｔ、Ｍｐ － Ｄｅ，相关数值见表 ６，两再设计齿面

的偏差如图 ７ 所示．
　 　 局部综合法通过模拟大轮与小轮在参考点处

的啮合确定小轮机床参数，两组安装错位下齿轮

副在啮合固定坐标系中的绝对位置不同，这导致

了再设计的小轮齿面具有不同的机床参数，如
表 ６；但齿轮副的相对位置基本相同，决定了在大

轮齿面点全相同的前提下小轮齿面的微观几何也

基本一致，如图 ７ 所示，齿面偏差的最大值为

１ μｍ．理论上，对于完全等效的不同安装错位组

合，采用同种方法再设计小轮机床参数后将得到

相同的齿面几何结构，因此，对于工况下的齿面再

设计问题，无需精确计算出真实的安装错位．实际

应用中，再设计齿面的偏差大小取决于错位识别

的精度，而文中所述错位识别算法可以满足工程

应用的需要．

表 ５　 印痕的数值特征

序列 ｘｐ ／ ｍｍ ｙｐ ／ ｍｍ ｓｐ ／ ｍｍ２ αｐ ／ （°） ｘｇ ／ ｍｍ ｙｇ ／ ｍｍ ｓｇ ／ ｍｍ２ αｇ ／ （°）

１ １３３􀆰 ７５１ １􀆰 １８９ ２１２􀆰 ０４７ １５􀆰 ８７３ １３４􀆰 ４７６ －０􀆰 ７２６ １９１􀆰 ３５２ １４􀆰 ４００

２ １２９􀆰 ２５１ １􀆰 ２４２ １９８􀆰 ８１３ １５􀆰 ７９４ １２９􀆰 ９２７ －０􀆰 ６２８ １７６􀆰 ９１３ １４􀆰 １７９

３ １２９􀆰 ２３９ １􀆰 ２４３ １９７􀆰 ７６９ １５􀆰 ７８５ １２９􀆰 ９０９ －０􀆰 ６３０ １７５􀆰 ７５７ １４􀆰 １９６

４ １３３􀆰 ７２８ １􀆰 ２５６ ２１１􀆰 ７４９ １４􀆰 ８７２ １３４􀆰 ４７９ －０􀆰 ６３３ １９０􀆰 ３１７ １３􀆰 ４４０

５ １３３􀆰 ８０６ １􀆰 ２６２ ２１３􀆰 ７０１ １４􀆰 ８１４ １３４􀆰 ５５６ －０􀆰 ６３９ １９１􀆰 ９６５ １３􀆰 ３８７

表 ６　 再设计的小轮机床参数

机床参数
刀尖半径 ／

ｍｍ
齿形角 ／

（ °）
径向刀位 ／

ｍｍ
角向刀位 ／

（ °）
滚比

垂直轮位 ／
ｍｍ

轴向轮位 ／
ｍｍ

床位 ／
ｍｍ

轮坯安装角 ／
（ °）

二阶变性

系数

三阶变性

系数

Ｍｐ － Ｄｔ ９３􀆰 ４３０ ６ １９􀆰 ５ １１２􀆰 ８６３ ８ ４３􀆰 ３１７ ２ ２􀆰 ８２７ ２ －５􀆰 ５１１ ５ －３􀆰 ４９５ ２ ０􀆰 ５３３ ４ １８􀆰 ８９７ １ ０􀆰 ０２１ ６ ０􀆰 ０２１ ５

Ｍｐ － Ｄｅ ９３􀆰 ３９２ ６ １９􀆰 ５ １１３􀆰 １９８ ３ ４３􀆰 ３３７ ４ ２􀆰 ８３５ ６ －５􀆰 ２４４ ６ －３􀆰 ２６０ ４ ０􀆰 ４５７ ４ １８􀆰 ８９７ １ ０􀆰 ０２２ １ ０􀆰 ０２０ １
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图 ７　 机床参数 Ｍｐ－Ｄｅ 与 Ｍｐ－Ｄｔ 的齿面偏差

　 　 将 Ｍｐ － Ｄｔ 与 Ｍｐ － Ｄｅ 分别在实际安装错位

Ｄｔ 下与大轮啮合，设计重合度为 ２􀆰 ５００、２􀆰 ５０６，齿
面印痕与传动误差如图 ８ 所示，印痕的数值特征

见表 ５ 中序列 ４ ～ ５，与标准安装的原始设计相

比，齿轮副的啮合状态基本相同，基于当量安装错

位的齿面再设计取得了良好的效果．
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图 ８　 再设计齿面在实际错位 Ｄｔ 下的 ＴＣＡ 结果

５　 结　 论

１）不同的安装错位可以导致相同的齿面印

痕，但这些错位组合之间存在等价关系，安装错位

的识别问题由确定真解转换为计算一组等效解．
２）对于完全等效的两组安装错位，在同样的

方法下进行小轮齿面的再设计，将得到不同的机

床参数，但这些机床参数加工的小轮齿面具有相

同的几何拓扑结构．
３）提取齿面印痕的数字化特征，以逼近齿面

接触迹线为目标，通过优化方法可以高精度地识

别与齿面印痕匹配的当量安装错位．
４）以一对弧齿锥齿轮副为例，基于局部综合

法，分别在实际安装错位与当量安装错位下重新

设计小轮齿面，通过比较小轮再设计齿面的差曲

面，结合在实际安装错位下的几何接触分析，验证

了文中所述方法的正确性．
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