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机械弹性车轮随机振动理论与数值分析

赵又群， 李小龙， 张明杰， 臧利国， 李　 波

（南京航空航天大学 能源与动力学院， ２１００１６ 南京）

摘　 要： 针对现有轮胎模型不再适用于机械弹性车轮的振动分析的问题，依据其结构特点和铰链组单向传力特性，提出

弹性绳索简化模型，推导弹性绳索刚度表达式、总等效刚度表达式以及系统频响函数，建立完整的振动分析数学模型．基
于弹性绳索数学模型，进行 Ｃ 级随机不平路面输入激励下的随机振动分析，得到轮毂中心时域位移响应和频域功率谱密

度响应．有限元仿真试验结果表明：机械弹性车轮共振频率为 １９～２１ Ｈｚ，验证了弹性绳索模型的正确性．
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　 　 轮胎力学特性直接影响汽车整车的操纵稳定

性和行驶平顺性等重要性能［１］ ．传统的橡胶充气

轮胎力学模型主要分为理论模型和经验公式或半

经验公式模型两大类［２］，现有轮胎理论模型主要

有模态参数轮胎模型［３］、刚性环轮胎模型［４］、柔
性环轮胎模型［５］、刷子轮胎模型［６］、综合分析轮

胎模型［７］、统一轮胎模型［８］等．机械弹性车轮［９］是

一种把橡胶轮胎和车轮集成一体的弹性车轮以往

的理论模型不再适用于机械弹性车轮，而现有关

于机械弹性车轮的研究都是基于二力杆模型进行

的［１０－１１］，这种模型对于铰链组传力特性模拟不准

确，故需要建立针对其自身特点的新的理论模型．
本文依据机械弹性车轮的结构和受力特点，

建立适用于机械弹性车轮分析的弹性绳索简化模

型． 基于该模型进行随机不平路面激励下的振动

分析，同时进行有限元仿真试验．

１　 模型简介

１ １　 机械弹性车轮结构及受力特点

机械弹性车轮结构如图 １ 所示，主要由车轮

轮毂、铰链组、复位弹簧和车轮外圈等组成．车轮



外圈内部预埋弹性环骨架结构，由弹性组合卡将

多股钢丝构成的多组弹性环锁卡在一起，起到骨

架支撑作用且保证一定弹性，外部包裹橡胶形成

胎面．车轮轮毂与车轮外圈通过等角度布置的 １２
条铰链组连接，铰链组起到缓和冲击及传递转矩

等作用，当铰链组变形后可通过复位弹簧回位．

车轮轮毂

铰链组

铰链3
铰链2
铰链1
胎面

（ａ） 机械弹性车轮外观

车轮轮毂

铰链组

弹性组合卡

弹性环

（ｂ） 机械弹性车轮骨架

图 １　 机械弹性车轮结构

　 　 机械弹性车轮承受来自不平路面的载荷激励

时，通过车轮外圈和铰链组将载荷经轮毂传递给

半轴，车轮外圈承载变形，起到支撑作用，而铰链

组则拉直或压弯变形．当铰链组受拉时，与二力杆

相似起到轴向传力作用；当铰链组受压时，则因绕

铰接点转动弯曲变形而不承力．铰链组的这种单

向传力性质，决定了机械弹性车轮不再适用现有

充气轮胎的理论模型，故需建立新的适用于机械

弹性车轮分析的理论模型．
１ ２　 模型假设条件

由于机械弹性车轮的材料、结构和运动过程相

对复杂，故需要对其进行相应的简化，为了研究方

便主要作如下假设：不考虑系统摩擦和阻尼作用的

影响；车轮外圈作单层等效弹性圆环处理，轮毂作

刚体处理；不考虑车轮外圈承载时小变形对铰链组

布置角度的影响；不考虑转动和复位弹簧的作用．
１ ３　 建立简化模型

基于 １ ２ 节所述假设条件，建立机械弹性车轮

的弹性绳索模型如图 ２ 所示．在图 ２（ａ）中，车轮外

圈简化为等效刚度的单层弹性圆环，轮毂用刚性圆

盘代替，而铰链组因其只受拉不受压的单向传力特

性与弹性绳索相近，故将其简化为 １２ 根弹性绳索．
由于轮毂自身重力相对整车重力等外加载荷较小，

故忽略轮毂重力引起的上半部分各铰链组的初拉

力及相应较小的弹性绳索预变形．图 ２（ｂ）中车轮

质量为 ｍ， 随机不平路面输入激励位移为 Ｘ１，轮毂

中心响应位移为 Ｘ２，车轮顶端响应位移为 Ｘ３，弹性

圆环的等效刚度为 ｋｒ，机械弹性车轮上半部分弹性

绳索总的等效刚度为 ｋｕ，下半部分弹性绳索总的等

效刚度为 ｋｄ ．由于不考虑铰链组布置角度变化的影

响，同时考虑到结构的对称性， 故

ｋｕ ＝ ｋｄ ＝
０，　 受压；
ｋ０，　 受拉．{

式中 ｋ０ 为半数弹性绳索总的传力等效刚度值．
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　 　 　 　 　 （ａ） 物理模型　 　 　 　 　 　 （ｂ） 数学模型

图 ２　 弹性绳索车轮模型

２　 模型计算

２ １　 单根弹性绳索刚度

杨氏模量定义：
Ｅ ＝ σ ／ ε． （１）

式中： 应力 σ ＝ Ｆ ／ Ａ，Ｆ 为轴向力，Ａ 为有效横截面

积；应变 ε ＝ Δｌ ／ ｌ，ｌ 为原长，Δｌ 为长度变化量．
刚度定义：

ｋ ＝ Ｆ ／ Δｌ． （２）
由式（１）和（２）联立解得刚度与杨氏模量的关系为

ｋ ＝ ＥＡ ／ ｌ． （３）
　 　 若已知铰链组材料的杨氏模量和其有效截面

积及长度，则可根据式（３）计算得到单根弹性绳

索对应的刚度值 ｋｌ ．
２ ２　 上下总等效刚度

图 ３ 为机械弹性车轮的弹性绳索模型中的弹

性绳索总等效刚度 ｋ０ 分析计算示意，假设图 ３（ａ）
中机械弹性车轮的铰链组处于初始位置，当机械弹

性车轮的铰链组顺时针（或逆时针）绕车轮轮毂中

心旋转 θ ＝ π ／ １２， 时即到达铰链组的终止位置，这
里以顺时针为例，如图（ｂ）所示，则由机械弹性车

轮的结构对称性可知，用 θ ∈ ［０，π ／ １２］ 这个区间

就可以表述机械弹性车轮在任何阶段下的位置状

态．例如铰链组从图 ３（ａ）所示位置绕车轮轮毂中心

旋转 π ／ １２ 后， 铰链组 １２ 到达铰链组 １ 的位置，铰
链组 １ 到达铰链组 ２ 的位置，以此类推，但此时的
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承载状态则与初始位置的承载状态相同．那么，只
需分析 θ∈［０，π ／ １２］ 这个区间内的机械弹性车轮

的弹性绳索模型中的上下部分弹性绳索的总等效

刚度即可以得到任意时刻的 ｋ０ 值．
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图 ３　 弹性绳索等效刚度分析计算示意

　 　 当 θ ＝ ０ 时，机械弹性车轮处于初始位置，水
平的弹性绳索对垂直方向没有刚度作用，则

ｋ０ ＝ ｋｌ ＋ ２ｋｌ·ｃｏｓ π ／ ６ ＋ ２ｋｌ·ｃｏｓπ ／ ３． （４）
式中 ｋｌ 为单根弹性绳索的刚度值．

当 ０ ＜ θ≤π ／ １２时，由铰链组布置的几何关系得

　 ｋ０ ＝ ｋｌ·ｃｏｓ θ ＋ｋｌ·ｃｏｓ（θ ＋π／ ６） ＋ｋｌ·ｃｏｓ（θ ＋π／ ３） ＋
ｋｌ·ｃｏｓ（π／ ６ － θ） ＋ ｋｌ·ｃｏｓ（π ／ ３ － θ） ＋ ｋｌ·
ｃｏｓ（π ／ ２ － θ） ． （５）

式（４）满足式（５），故弹性绳索总等效刚度 ｋ０ 可

由式（５）计算得到．
２ ３　 频率响应函数

弹性绳索模型的系统运动学方程：
ｋｕ（Ｘ３ － Ｘ２） ＋ ｋｒ（Ｘ３ － Ｘ１） ＝ ０，

ｍＸ̈２ ＋ ｋｕ（Ｘ２ － Ｘ３） ＋ ｋｄ（Ｘ２ － Ｘ１） ＝ ０．{ （６）

　 　 当随机不平路面激励信号 Ｘ１ ＞ ０时，ｋｕ ＝ ｋ０，
ｋｄ ＝ ０，式（６） 变为

ｋ０（Ｘ３ － Ｘ２） ＋ ｋｒ（Ｘ３ － Ｘ１） ＝ ０，

ｍＸ̈２ ＋ ｋ０（Ｘ２ － Ｘ３） ＝ ０．{ （７）

由式（７）可得微分方程

ｍＸ̈２ ＋ ｋ０ｋｒ ／ （ｋ０ ＋ ｋｒ）（Ｘ２ － Ｘ１） ＝ ０ ， （８）
对式（８）两边进行傅里叶变换，解得

Ｘ２（ｗ） ／ Ｘ１（ｗ） ＝ Ｋ ／ （Ｋ － ｍｗ２） ．
式中： Ｋ ＝ ｋ０ｋｒ ／ （ｋ０ ＋ ｋｒ） ．

当随机不平路面激励信号Ｘ１ ＜ ０时，ｋｕ ＝ ｋｄ ＝
ｋ０，式（６） 变为

ｋ０（Ｘ３ － Ｘ２） ＋ ｋｒ（Ｘ３ － Ｘ１） ＝ ０，

ｍＸ̈２ ＋ ｋ０（２Ｘ２ － Ｘ１ － Ｘ３） ＝ ０．{ （９）

由式（９）可得微分方程

ｍＸ¨ ２ ＋ ｋ０（ｋ０ ＋ ２ｋｒ） ／ （ｋ０ ＋ ｋｒ）（Ｘ２ － Ｘ１） ＝ ０ ， （１０）
对式（１０）两边进行傅里叶变换，解得

Ｘ２（ｗ） ／ Ｘ１（ｗ） ＝ Ｋ ／ （Ｋ － ｍｗ２） ．
式中： Ｋ ＝ （ｋ０（ｋ０ ＋ ２ｋｒ）） ／ （ｋ０ ＋ ｋｒ） ．

综上可得，机械弹性车轮的弹性绳索简化模

型的频响函数为

Ｈ（ｗ） ＝ Ｘ２（ｗ） ／ Ｘ１（ｗ） ＝ Ｋ ／ （Ｋ － ｍｗ２） ．

式中： Ｋ ＝
ｋ０ｋｒ ／ （ｋ０ ＋ ｋｒ），Ｘ１ ＞ ０；
（ｋ０（ｋ０ ＋ ２ｋｒ）） ／ （ｋ０ ＋ ｋｒ）， Ｘ１ ＜ ０．{

２ ４　 响应功率谱密度

根据随机振动分析理论［１２］，由维纳－辛钦关

系式可得频率域内的双边功率谱密度，但对于机

械弹性车轮只有正值频率是有效的，故应计算其

单边功率谱．若随机不平路面的激励谱为 ＳＸ（ｗ），
则其响应功率谱为

　 　 ＧＸ（ｗ） ＝ Ｈ∗（ｗ）·ＳＸ（ｗ）·Ｈ（ｗ） ＝
｜ Ｈ（ｗ） ｜ ２ＳＸ（ｗ） ． （１１）

式中： Ｈ∗（ｗ） 为 Ｈ（ｗ） 的共轭转置， ｜ Ｈ（ｗ） ｜ 为

Ｈ（ｗ） 的模．

３　 随机振动分析

３ １　 随机不平路面输入

根据三角级数法［１３］ 构建随机不平路面的输

入激励，按采样定理和三角级数叠加模型选定相

应的仿真参数，编写 Ｍａｔｌａｂ 程序后生成 Ｃ 级随机

路面激励如图 ４ 所示．
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图 ４　 Ｃ 级随机路面激励

３ ２　 弹性绳索模型参数

车轮质量 ｍ ＝ ５０ ｋｇ，根据有限元仿真试验结

果，取弹性圆环的等效承载刚度 ｋｒ ＝ ５×１０５Ｎ ／ ｍ，
单根弹性绳索的有效刚度通过式（３）计算，带入

Ｅ ＝ １ ２×１０８ Ｐａ， Ａ ＝ １×１０－４ｍ２， ｌ ＝ ０ １ ｍ，则
ｋｌ ＝ １ ２ × １０８ × １０－４ ／ ０ １ ＝ １ ２ × １０５ Ｎ／ ｍ．

分别计算车轮处于初始位置和终止位置时的 ｋ０，
然后取均值近似替代弹性绳索总等效刚度值． 当

车轮处于初始位置时， θ ＝ ０，由式（５）得
　 ｋ０１ ＝ ｋｌ ＋ ２ｋｌ·ｓｉｎ （π ／ ６） ＋ ２ｋｌ·ｓｉｎ （π ／ ３） ≈

４４７．８４ ｋＮ ／ ｍ；
当车轮处于终止位置时， θ ＝ π ／ １２，由式（５） 得

ｋ０２ ＝ ２ｋｌｓｉｎ （π ／ １２） ＋ ２ｋｌ·ｓｉｎ （π ／ ４） ＋ ２ｋｌ·
ｓｉｎ （５π ／ １２） ≈ ４６３．６８ ｋＮ ／ ｍ．
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取均值有

ｋ０ ＝ ４５５．７６ × １０５ Ｎ ／ ｍ．
３ ３　 随机振动响应

根据弹性绳索模型参数等，计算得到机械弹

性车轮在 Ｃ 级随机路面激励下的位移响应（如
图 ５所示），从图中可以看出轮毂中心响应位移的

走势与路面激励的走势相近，说明响应结果合理．
　 　 对于位移响应可通过时域信号变换得响应功

率谱密度为 ｜ ＦＦＦＴ（Ｘ） ｜ ２ ／ Ｎ ，ＦＦＦＴ 为快速傅里叶

变换，Ｎ 为采样点数．
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图 ５　 轮毂中心位移响应

　 　 同时，也可根据式（１１）计算得到其响应功率谱．
　 　 按数学模型计算得到的机械弹性车轮在 Ｃ
级随机路面激励下的响应谱如图 ６ 所示，图中实

线为轮毂中心位移响应时域信号经快速傅里叶变

换得到的响应功率谱密度曲线，虚线为按式（１１）
频率响应函数计算得到的响应功率谱密度曲线．
对比两种方式得到的功率谱密度响应曲线可以看

出，虽然两条响应曲线的响应峰值不同，但对应的

响应频率值基本重合，这说明计算得到的共振频

率是合理的．当机械弹性车轮在 Ｃ 级路面工作，频
率达到 １１ Ｈｚ 和 １９ Ｈｚ 左右时容易发生共振，从
而对机械弹性车轮造成破坏．
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图 ６　 轮毂中心位移响应功率谱

３ ４　 有限元仿真

按前述机械弹性车轮模型建立有限元仿真简

化模型如图 ７ 所示，铰链组用 １２ 根弹簧模拟，单

根弹簧刚度值取 ｋｌ， 设定相应材料参数［１４－１５］ 如

表 １，机械弹性车轮与地面间为摩擦接触． 摩擦系

数 μｆ ＝ ０ ６，其他为绑定接触． 输入边界条件为地

面，采用相同随机路面输入信号，对摩擦接触非线

性求解，设定求解算法为增广拉格朗日算法． 其

他线性接触采用罚函数法求解，同时设置合适的

载荷步、载荷子步及时间步，然后整体采用迭代法

进行有限元计算，在 ＡＮＳＹＳ ／ Ｗｏｒｃｋｂｅｎｃｈ 中进行

随机振动分析，得到轮毂位移功率谱密度响应结

果如图 ８ 所示．
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图 ７　 弹性绳索有限元模型

表 １　 机械弹性车轮材料属性

结构部位
Ｅ／
ＭＰａ

μ
ρ ／

（ｋｇ·ｍ－３）

对应Ｍｏｏｎｅｙ⁃Ｒｉｖｉｌｉｎ 系数

Ｃ１０ Ｃ０１

轮毂 １１０ ０００ ０ ２８ ７ ２００ － －
铰链组 １２０ ０ ３５ ２ ５０９ － －
弹性环 ２００ ０００ ０ ３０ ７ ８５０ － －

弹性组合卡 １１０ ０００ ０ ２８ ７ ２００ － －
等效橡胶结构 １８ ０ ４９ １ ２００ ２ ４ ０ ６
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图 ８　 有限元仿真响应功率谱

　 　 从图 ８ 中可以看出，在相同 Ｃ 级随机路面输

入条件下，有限元仿真得到的机械弹性车轮共振

频率为 ２１ Ｈｚ 左右．对比理论数学模型计算结果

可以看出，对于理论计算得到的 １１ Ｈｚ 共振频率

在进行有限元仿真时产生的幅值相对较小，这是

由于机械弹性车轮在进行有限元仿真时铰链组所

处位置、车轮变形时铰链组布置角度变化和车轮
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外圈的材料及几何非线性因素的影响造成的，即：
理论计算模型总等效刚度是采用初始位置刚度和

终止位置刚度的均值代替计算的，反映的是机械

弹性车轮工作中的一般情况，而有限元仿真则是

进行的初始位置的仿真试验，是特定位置的仿真

结果；理论计算模型没有考虑车轮变形时铰链组

布置角度变化的影响，其上、下总等效刚度是近似

计算的，而有限元仿真时则考虑了弹簧布置角度

变化的影响；另外，车轮外圈结构在进行有限元仿

真时的材料非线性和几何非线性因素在理论计算

时是将其简化为一个单层弹性圆环并用线性的等

效刚度近似代替计算的，存在一定偏差．以上这些

因素的作用使得理论计算和仿真计算时的刚度存

在差异，从而导致在 １１ Ｈｚ 时仿真幅值较小．但理

论计算得到的 １９ Ｈｚ 共振频率，与 ２１ Ｈｚ 的仿真

共振频率接近，说明了理论模型的正确性，验证了

建立的弹性绳索理论模型的合理有效性．另外，从
图 ６ 和图 ８ 的结果可以看出，机械弹性车轮在 Ｃ
级随机路面工作时，应主要避免 １９ ～ ２１ Ｈｚ 这一

频段，以免发生共振对机械弹性车轮造成破坏．

４　 结　 论

１）依据机械弹性车轮的结构和承载特点，针
对铰链组只受拉不受压的单向传力特性，提出了

适用于机械弹性车轮振动分析的弹性绳索模型，
并推导了该模型的数学表达式、等效刚度表达式

以及频响函数；
２）基于弹性绳索模型进行了 Ｃ 级随机不平

路面输入激励下的随机振动分析，得到了机械弹

性车轮轮毂中心时域内位移响应和频域内的功率

谱密度响应曲线，并通过对比有限元仿真分析结

果验证了所提出的弹性绳索模型的正确性．
３） 机械弹性车轮工作时应主要避免 １９ ～

２１ Ｈｚ频率区段，以免发生共振对机械弹性车轮造

成破坏，为机械弹性车轮的设计和优化提供了

指导．
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