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多重时滞离散非线性系统的鲁棒预测控制

周卫东， 郑　 兰， 廖成毅， 蔡佳楠

（哈尔滨工程大学 自动化学院，１５０００１ 哈尔滨）

摘　 要： 为解决一类同时存在多重状态时滞、输入时滞和非线性扰动的不确定离散非线性系统的控制问题，提出一种具有状

态反馈控制结构的鲁棒模型预测控制器设计方法． 首先，充分利用时滞的上下界信息构造一个改进的二次 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ
泛函；其次，利用线性矩阵不等式（ＬＭＩ）方法将 ｍｉｎ⁃ｍａｘ 最优化求解困难的问题转化成具有 ＬＭＩ 约束的凸优化问题，并给出鲁

棒预测控制器存在的充分条件及其表达式． 理论证明该方法设计的控制器保证闭环系统鲁棒渐进稳定． 仿真算例验证了所提

出方法的有效性．
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　 　 模型预测控制作为一类新型的计算机控制算法

已被工业界广泛应用［１ ］ ． 鲁棒预测控制不仅具有鲁

棒控制对不确定性的处理方法而且还具有预测控制

的滚动优化思想，可以有效处理模型的不确定性与

时滞问题． 因此，得到学者们的极大重视［２］ ． 当时滞

系统中存在非线性扰动时，如何保证控制器的指定

性能更是一个复杂的问题． 因此，有关时滞系统的

鲁棒预测控制的研究具有一定的挑战性． 为了解决

时滞系统的鲁棒模型预测控制问题，基于 ＬＭＩ 方法

提出的 ｍｉｎ⁃ｍａｘ 鲁棒预测控制得到了极大的关

注［ ３ － ７ ］ ． 文献［３］研究了时滞为常数时的具有输入

约束的离散时滞系统的鲁棒模型预测控制问题；文
献［４］应用预测控制解决时滞系统的控制问题，但
是没有考虑不确定性；文献［５］研究了带有区间时

滞的离散非线性系统鲁棒预测控制问题；文献［６］
针对一类多重状态时滞不确定离散线性系统研究了

其鲁棒模型预测控制问题；文献［７］针对一类不确

定广义系统研究了同时带有状态和输入时滞的鲁棒

预测控制问题；文献［８］在文献［７］的基础上，研究

了具有非线性扰动的时滞不确定连续系统的鲁棒预

测控制问题；文献［９］研究了一类同时具有状态和

输入时滞的不确定离散线性系统的鲁棒预测控制问

题． 然而，关于既具有非线性扰动又同时存在多重

状态和输入时滞的不确定离散非线性系统的鲁棒预



测控制的研究还未见报道． 本文在文献［５，９］的基

础上，研究了此类系统的鲁棒预测控制器设计问题．

１　 问题描述

记 Ｒｎ 为 ｎ 维欧几里德空间， Ｒｎ×ｍ 为 ｎ × ｍ 维实

矩阵的集合， Ｉｎ 为 ｎ × ｎ 维单位矩阵， ｄｉａｇ｛ ｝ 为对

角块矩阵． 符号∗表示相应的对称块矩阵．
考虑如下带有非线性扰动且同时存在多重状态

和输入时滞的不确定离散非线性系统为

ｘ（ｋ ＋ １） ＝ Ａ０（ｋ）ｘ（ｋ） ＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
Ａｉ（ｋ）ｘ（ｋ － τ ｉ） ＋

Ｂ０（ｋ）ｕ（ｋ） ＋ Ｂ１（ｋ）ｕ（ｋ － τ） ＋
ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ － τ），ｘ（ｋ － τ １），…，
ｘ（ｋ － τｍ）） ． （１）

其中： ｘ（ｋ） ∈ Ｒｎｘ 为系统状态， ｕ（ｋ） ∈ Ｒｎｕ 为系统

输入， ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ － τ），ｘ（ｋ － τ １），…，ｘ（ｋ － τｍ））
为非线性扰动．

为表述方便，令 ｆｋ： ＝ ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ － τ），ｘ（ｋ －
τ １），…，ｘ（ｋ － τｍ））， 并且满足

　 ｆＴｋ ｆｋ ≤ α２
１ｘＴ（ｋ）ｘ（ｋ） ＋ α２

２ｘＴ（ｋ － τ）ｘ（ｋ － τ） ＋
β ２

１ｘＴ（ｋ － τ １）ｘ（ｋ － τ １） ＋ … ＋ β ２
ｍｘＴ（ｋ －

τｍ）ｘ（ｋ － τｍ） ． （２）
式中： ０ ＜ τ ＜ τ １ ＜ … ＜ τｍ 为系统的时滞， ｘ（ｋ） ＝
φ（ｋ）， － τｍ ≤ ｋ≤０ 为系统的初始条件． 系统（１）的
系统矩阵是未知的，并且可以表示成凸组合形式，即

［Ａ０（ｋ） Ａ１（ｋ） … Ａｍ（ｋ） Ｂ０（ｋ） Ｂ１（ｋ）］ ∈Ω，
Ω ＝ Ｃｏ ［Ａ０１ 　 Ａ１１… Ａｍ１ 　 Ｂ０１ 　 Ｂ１１］，{

…，［Ａ０Ｌ 　 Ａ１Ｌ… ＡｍＬ 　 Ｂ０Ｌ 　 Ｂ１Ｌ］} ． （３）
其中：Ｃｏ为由Ｌ个顶点［Ａ０１　 Ａ１１ … Ａｍ１　 Ｂ０１　 Ｂ１１］，… ，
［Ａ０Ｌ 　 Ａ１Ｌ 　 …　 ＡｍＬ 　 Ｂ０Ｌ 　 Ｂ１Ｌ］ 构成的凸多面体

集，即存在 Ｌ个非负系数 ０≤λ ｉ（ｋ） ≤１（ ｉ ＝ １，２，…，

Ｌ），∑
Ｌ

ｉ ＝ １
λ ｉ（ｋ） ＝ １， 使得

［Ａ０（ｋ）　 Ａ１（ｋ） … Ａｍ（ｋ）　 Ｂ０（ｋ）　 Ｂ１（ｋ）］ ＝

　 　 　 ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
λ ｉ（ｋ）［Ａ０ｉ 　 Ａ１ｉ … Ａｍｉ 　 Ｂ０ｉ 　 Ｂ１ｉ］ ． （４）

针对不确定离散时滞系统（１），模型预测控制

问题描述为如下的 ｍｉｎ⁃ｍａｘ 优化问题：设计鲁棒预

测控制器使不确定系统鲁棒稳定且获取如下的鲁棒

性能指标，即需要考虑如下 ｍｉｎ⁃ｍａｘ 优化问题，即
ｍｉｎ

　 ｕ（ｋ＋ｊ ｋ）
ｊ ＝ ０，１，…，ｍ

ｍａｘ
［Ａ０（ｋ＋ｊ）　 Ａ１（ｋ＋ｊ）　 …　 Ａｍ（ｋ＋ｊ）　 Ｂ０（ｋ＋ｊ）　 Ｂ１（ｋ＋ｊ）］∈Ω

ｊ≥０　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

Ｊ¥（ｋ），

（５）

　 Ｊ¥（ｋ） ＝ ∑
¥

ｉ ＝ ０
［ｘＴ（ｋ ＋ ｊ ｋ）Ｑ１ｘ（ｋ ＋ ｊ ｋ） ＋ ｕＴ（ｋ ＋

　 　 　 ｊ ｋ）Ｒｕ（ｋ ＋ ｊ ｋ）］， （６）

　 ｘ（ｋ ＋ ｊ ＋ １ ｋ） ＝ Ａ０（ｋ ＋ ｊ）ｘ（ｋ ＋ ｊ ｋ） ＋∑
ｍ

ｉ ＝ １
Ａｉ（ｋ ＋

　 　 ｊ）ｘ（ｋ ＋ ｊ － τ ｉ ｋ） ＋ Ｂ０（ｋ ＋ ｊ）ｕ（ｋ ＋ ｊ ｋ） ＋
　 　 Ｂ１（ｋ ＋ ｊ）ｕ（ｋ ＋ ｊ － τ ｋ） ＋ ｆｋ＋ｊ ． （７）
其中： Ｑ１ ＞ ０，Ｒ ＞ ０ 分别为性能指标中状态和控制

量的对称加权矩阵． ｕ（ｋ ＋ ｊ ｋ） 为 ｋ 时刻对 ｋ ＋ ｊ 时
刻输入的预测， ｘ（ｋ ＋ ｊ ｋ） 为 ｋ 时刻对 ｋ ＋ ｊ 时刻状

态的预测，并且有 ｘ（ｋ ｋ） ＝ ｘ（ｋ），ｘ（ｋ － ｊ ｋ） ＝ ｘ（ｋ
－ ｊ），ｊ≥１． 在 ｍｉｎ⁃ｍａｘ 优化问题（５） ～ （７）中，式（６）
为未来控制输入的无限时域和系统预测状态的二次

鲁棒性能指标，式（７）为系统的状态预测模型．
针对系统（１），设计如下的状态反馈控制律：

ｕ（ｋ ＋ ｊ ｋ） ＝ Ｋｘ（ｋ ＋ ｊ ｋ） ． （８）
　 　 控制目标是求得鲁棒模型的预测控制器中的增

益矩阵 Ｋ， 并要求控制输入 ｕ（ｋ ＋ ｊ ｜ ｋ），ｊ≥０， 使得

闭环系统渐进稳定． 针对系统 （ １），构造如下的

Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 函数：

　 Ｖ（ｘ（ｋ））＝ ｘＴ（ｋ）Ｐ０ｘ（ｋ） ＋∑
τ

ｉ ＝ １
ｘＴ（ｋ － ｉ）Ｐτｘ（ｋ － ｉ） ＋

∑
τ１

ｉ ＝ τ ＋１
ｘＴ（ｋ － ｉ）Ｐτ１ｘ（ｋ － ｉ） ＋ ∑

τｍ

ｉ ＝ τｍ－１＋１
ｘＴ（ｋ －

ｉ）Ｐτｍｘ（ｋ － ｉ） ＝ ｗＴ（ｋ）Ｐｗ（ｋ）． （９）
其中： Ｐ ＝ ｄｉａｇ｛Ｐ０，Ｐτ，Ｐτ１，…，Ｐτｍ，Ｉｎ｝， Ｐ ｊ ＞ ０，

ｊ ＝ ０，τ，τ １，…，τｍ ．
　 　 ｗ（ｋ） ＝ ［ｘＴ（ｋ），ｘＴ（ｋ － τ），ｘＴ（ｋ － τ １），

…，ｘＴ（ｋ － τｍ），ｆＴｋ ］ Ｔ ．
　 　 假设在每一个 ｋ ≥ τ 时刻是可测量的． 在 ｋ 时

刻，假设对所有的

［Ａ０（ｋ） Ａ１（ｋ）…Ａｍ（ｋ） Ｂ０（ｋ） Ｂ１（ｋ）］ ∈ Ω，
ｉ ≥ ０， 有

Ｖ（ｘ（ｋ ＋ ｊ ＋ １ ｋ）） － Ｖ（ｘ（ｋ ＋ ｊ ｋ）） ≤－ ｌ（ｘ，ｕ，ｊ）．
（１０）

其中： ｌ（ｘ，ｕ，ｊ） ＝ ｘＴ（ｋ ＋ ｊ ｋ）Ｑ１ｘ（ｋ ＋ ｊ ｋ） ＋ ｕＴ（ｋ ＋
ｊ ｋ）Ｒｕ（ｋ ＋ ｊ ｋ） ．

为了使 Ｊ¥ ｋ( ) 有界， 令 ｗ（ ¥ ｋ） ＝ ０， 因此

Ｖ（ｘ（¥ ｋ）） ＝ ０． 将不等式（１０）两边同时从 ｊ ＝０ 到

ｊ ＝ ¥求和得

－ Ｖ（ｘ（ｋ ｋ）） ≤－ Ｊ¥（ｘ（ｋ ｋ）） ． （１１）
因此

ｍａｘ
［Ａ０（ｋ）　 Ａ１（ｋ）　 …　 Ａｍ（ｋ）　 Ｂ（ｋ）　 Ｂ１（ｋ）］∈Ω，ｉ≥０

Ｊ¥（ｋ）≤Ｖ（ｘ（ｋ ｋ））≤γ（ｋ）．

（１２）
为了得到本文的主要定理，先给出下面的引理．
引理 １［１ ０ ］ 　 （Ｓｃｈｕｒ 补）矩阵不等式

Ｑ ｘ( ) Ｓ ｘ( )

ＳＴ ｘ( ) Ｒ ｘ( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＞ ０． （１３）
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其中： Ｑ ｘ( ) ＝ ＱＴ ｘ( ) ，Ｒ ｘ( ) ＝ ＲＴ ｘ( ) ，Ｓ ｘ( ) 为关于 ｘ
的仿射函数，则式（１３）等价于

Ｑ ｘ( ) ＞ ０，Ｒ ｘ( ) － ＳＴ ｘ( ) Ｑ －１ ｘ( ) Ｓ ｘ( ) ＞ ０；
Ｒ ｘ( ) ＞ ０，Ｑ ｘ( ) － Ｓ ｘ( ) Ｒ －１ ｘ( ) ＳＴ ｘ( ) ＞ ０．{
引理 ２［ １１ ］ 　 设 Ｗ０（ｘ） 和 Ｗ１（ｘ） 都是关于 ｘ ∈

Ｒｎ 的二次函数，如果对任意的 ｘ ∈ Ｒｎ － ｛０｝， 有

Ｗ１（ｘ） ＜ ０， 并且存在常数 ρ ＞ ０ 使得下式成立，则
有 Ｗ０（ｘ） ＜ ０，且

Ｗ０（ｘ） － ρＷ１（ｘ） ＜ ０， ｘ ≠ ０． （１４）

２　 主要结论

２．１　 基于 ＬＭＩ 的模型预测控制器设计

定理 １　 考虑含有延时的不确定离散时滞系统

（１），同时令 ｘ（ｋ ｋ） 为采样 ｋ 时刻状态 ｘ（ｋ） 的测

量值． 如果存在标量 γ（ｋ） ＞ ０， ρ ＞ ０ 及对称的正

定矩阵 Ｑ，Ｑτ， Ｑτ ｉ， Ｐ０，Ｐτ，Ｐτ１，…，Ｐτｍ 和适当维数

的矩阵 Ｙ 满足式（１５） ～ （１７）形式的线性矩阵不等

式优化问题，那么一定存在状态反馈控制律 ｕ 满足

性能目标（１０），其中状态反馈增益 Ｋ ＝ ＹＱ －１ ．
ｍｉｎ

γ（ｋ），Ｑ，Ｑτ，Ｑτｉ
，Ｙ，Ｐ０，Ｐτ，Ｐτ１，…，Ｐτｍ，ρ

ｔｒ（ｄｉａｇ Ｐ０，Ｐτ，Ｐτ１，…，Ｐτｍ，Ｉｎ{ } ），

（１５）

　 　 ｓ．ｔ．
γ（ｋ） ｗＴ（ｋ）ＰＴ

Ｐｗ（ｋ） Ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥ ０， （１６）

Ｕ１１ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
０ Ｕ２２ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
０ ０ Ｍ１１ ∗ ∗ ∗ ∗
︙ ︙ ︙ ⋱ ∗ ∗ ∗
０ ０ ０ … Ｍｍｍ ∗ ∗
０ ０ ０ … ０ － ρＩｎ ０

Ａ０ｉＱ ＋ Ｂ０ｉＹ Ｂ１ｉＫＱτ Ａ１ｉＱτ１ … ＡｍｉＱτｍ Ｉｎ － Ｑ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

＜ ０，ｉ ＝ １，…，Ｌ． （１７）

其中：
ｗ（ｋ）＝ ［ｘＴ（ｋ），ｘＴ（ｋ － τ），ｘＴ（ｋ － τ１），…，ｘＴ（ｋ － τｍ），ｆＴｋ］Ｔ，

Ｐ ＝ ｄｉａｇ Ｐ０，Ｐτ，Ｐτ１，…，Ｐτｍ，Ｉｎ{ } ，

Ｕ１１ ＝

－Ｑ ∗ ∗ ∗ ∗
Ｑ －Ｑτ ∗ ∗ ∗

α１Ｑ ０ － １
ρ
Ｉｎ ∗ ∗

Ｑ
１
２
１ Ｑ ０ ０ － γ（ｋ）Ｉｎ ∗

Ｒ
１
２ Ｙ ０ ０ ０ － γ（ｋ）Ｉｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

，

Ｕ２２ ＝

－ Ｑτ ∗ ∗
Ｑτ － Ｑτ１ ∗

α２Ｑτ ０ － １
ρ
Ｉｎ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

，

Ｍ１１ ＝

－ Ｑτ１ ∗ ∗

Ｑτ１
－ Ｑτ２ ∗

β １Ｑτ１ ０ － １
ρ
Ｉｎ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

，

Ｍｍｍ ＝
－ Ｑｍ ∗

βｍＱτｍ
－ １

ρ
Ｉｎ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
．

　 　 证明 　 由于式（９）是性能指标的上界，可以通

过求解下面的问题把这个界减至最低

ｍｉｎ
γ（ｋ），Ｑ，Ｑτ，Ｑτｉ

，Ｙ，Ｐ０，Ｐτ，Ｐτ１，…，Ｐτｍ，ρ
ｔｒ（ｄｉａｇ Ｐ０，Ｐτ，Ｐτ１，…，Ｐτｍ，Ｉｎ{ } ），

　 ｓ．ｔ．　 ｗＴ（ｋ）Ｐｗ（ｋ） ≤ γ（ｋ） ． （１８）
ｗ（ｋ）＝ ［ｘＴ（ｋ），ｘＴ（ｋ － τ），ｘＴ（ｋ － τ１），…，ｘＴ（ｋ － τｍ），ｆＴｋ］Ｔ，
Ｐ ＝ ｄｉａｇ｛Ｐ０，Ｐτ，Ｐτ１，…，Ｐτｍ，Ｉｎ｝ ．

应用 Ｓｃｈｕｒ 补，式（１８）可写为

γ（ｋ） ｗＴ（ｋ）
Ｐｗ（ｋ） Ｐ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥ ０． （１９）

将式（１９）分别左乘和右乘矩阵 ｄｉａｇ｛Ｉ，Ｐ｝， 则有

γ（ｋ） ｗＴ（ｋ）ＰＴ

Ｐｗ（ｋ） Ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥ ０， （２０）

则不等式（１６）成立． 下面将证明不等式（１７）成立．
取 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 函数（９），求差分有

ΔＶ（ｘ（ｋ）） ＝ Ｖ（ｘ（ｋ ＋ １ ｋ）） － Ｖ（ｘ（ｋ ｋ） ＝

∑
ｍ＋２

ｉ ＝ １
ΔＶｉ（ｘ（ｋ））， （２１）

ΔＶ１（ｘ（ｋ）） ＝ ｗＴ（ｋ）ΠＴ
１Ｐ０Π１ｗ（ｋ） － ｘＴ（ｋ）Ｐ０ｘ（ｋ），

（２２）
ｗ（ｋ）＝ ［ｘＴ（ｋ），ｘＴ（ｋ － τ），ｘＴ（ｋ － τ１），…，ｘＴ（ｋ － τｍ），ｆＴｋ］Ｔ，
Π１ ＝ ［Ａ０（ｋ） ＋Ｂ０（ｋ）Ｋ　 Ｂ１（ｋ）Ｋ　 Ａ１（ｋ）　 …　 Ａｍ（ｋ）　 Ｉｎ］，
ΔＶ２（ｘ（ｋ））＝ ｗＴ（ｋ）ｄｉａｇ Ｐτ， － Ｐτ，０，…，０，０{ } ｗ（ｋ）， （２３）
…
ΔＶｍ＋２（ｘ（ｋ）） ＝ ｗＴ（ｋ）ｄｉａｇ ０，０，０，…， － Ｐτｍ，０{ } ｗ（ｋ）．

（２４）
把式（２２） ～ （２４）代入到式（２１），有

　 ΔＶ（ｘ（ｋ）） ＝ ｗＴ（ｋ）（Θ１ ＋ ΠＴ
１Ｐ０Π１）ｗ（ｋ）． （２５）
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其 中： Θ１ ＝ ｄｉａｇ Ｐτ － Ｐ０，Ｐτ１
－ Ｐτ，Ｐτ２

{ － Ｐτ１，
…， － Ｐτｍ，０} ．

考虑式（１０）和 ｕ（ｋ） ＝ Ｋｘ（ｋ）， 设

Ｗ０（ｘ） ＝ ΔＶ（ｘ（ｋ）） ＋ ｌ（ｘ，ｕ，ｋ） ＝
　 　 　 ｗＴ（ｋ）（Θ２ ＋ ΠＴ

１Ｐ０Π１）ｗＴ（ｋ） ． （２６）
其中：Θ２ ＝ ｄｉａｇ｛Ｐτ － Ｐ０ ＋ Ｑ１ ＋ ＫＴＲＫ，Ｐτ１

－ Ｐτ， Ｐτ２

－ Ｐτ１，…， － Ｐτｍ，０｝ ．
又因为式（２）可以写成

Ｗ１（ｘ） ＝ ｗＴ（ｋ）Θ３ｗ（ｋ） ＜ ０． （２７）
其中：Θ３ ＝ ｄｉａｇ｛－ α２

１Ｉｎ， － α２
２Ｉｎ， － β２

１Ｉｎ，…， － β２
ｍＩｎ，Ｉｎ｝．

根据引理 ２，存在数 λ ＞ ０ 使得 Ｗ０（ｘ） －
λＷ１（ｘ） ＜ ０ 成立，则 Ｗ０（ｘ） ＜ ０， 即

Θ２ ＋ ΠＴ
１Ｐ０Π１ － λΘ３ ＜ ０． （２８）

　 　 令 Ｑ ＝ γ（ｋ）Ｐ －１
０ ，Ｑτ ＝ γ（ｋ）Ｐ －１

τ ， 且 Ｑτ ｉ
＝

γ（ｋ）Ｐ －１
τ ｉ ， 根据 Ｓｃｈｕｒ 补，式（２８）成立等价于

φ１１ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
０ φ２２ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
０ ０ ϕ１１ ∗ ∗ ∗ ∗
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙ ︙ ︙
０ ０ ０ … ϕｍｍ ∗ ∗
０ ０ ０ … ０ － ρＩｎ ∗

Ａ０（ｋ） ＋ Ｂ０（ｋ）Ｋ Ｂ１（ｋ）Ｋ Ａ１（ｋ） … Ａｍ（ｋ） Ｉｎ － Ｑ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

＜ ０． （２９）

其中：φ１１ ＝ Ｑ－１
τ －Ｑ－１ ＋ γ－１（ｋ）（Ｑ１ ＋ＫＴＲＫ） ＋ ρα２

１Ｉｎ，
φ２２ ＝ Ｑ －１

τ１
－ Ｑ －１

τ ＋ ρα２
２Ｉｎ， ϕ１１ ＝ Ｑ －１

τ２
－ Ｑ －１

τ１
＋ ρβ ２

１Ｉｎ，
ϕｍｍ ＝ － Ｑ －１

τｍ
＋ ρβ ２

ｍＩｎ， ρ ＝ γ－１（ｋ）λ．

　 　 将式（２９）分别左乘和右乘矩阵 ｄｉａｇ｛Ｑ，Ｑτ，
Ｑτ１，…，Ｑτｍ，Ｉｎ，Ｉｎ｝， 并令 Ｙ ＝ ＫＱ， 可得

φ
～

１１ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

０ φ
～

２２ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

０ ０ ϕ
～

１１ ∗ ∗ ∗ ∗
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙ ︙ ︙

０ ０ ０ … ϕ
～

ｍｍ ∗ ∗
０ ０ ０ … ０ － ρＩｎ ∗

Ａ０（ｋ）Ｑ ＋ Ｂ０（ｋ）Ｙ Ｂ１（ｋ）ＫＱτ Ａ１（ｋ）Ｑτ１ … Ａｍ（ｋ）Ｑτｍ Ｉｎ － Ｑ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

＜ ０． （３０）

其 中： φ
～

１１ ＝ ＱＱ －１
τ Ｑ － Ｑ ＋ γ－１（ｋ）ＱＱ１Ｑ ＋

γ－１（ｋ）ＹＴＲＹ ＋ ρα２
１ＱＱ， φ

～

２２ ＝ ＱτＱ
－１
τ１ Ｑτ － Ｑτ ＋

ρα２
２ＱτＱτ， ϕ

～

１１ ＝ Ｑτ１Ｑ
－１
τ２Ｑτ１

－ Ｑτ１
＋ ρβ２

１Ｑτ１Ｑτ１，ϕ
～

ｍｍ ＝

－ Ｑτｍ
＋ρβ ２

ｍＱτｍＱτｍ ．
再利用 Ｓｃｈｕｒ 补有

Γ１１ ∗ ∗ ∗
０ Γ２２ ∗ ∗
０ ０ Γ１１ ∗
︙ ︙ ︙ ⋱
０ ０ ０ …
０ ０ ０ …

Ａ０（ｋ）Ｑ ＋ Ｂ０（ｋ）Ｙ Ｂ１（ｋ）ＫＱτ Ａ１（ｋ）Ｑτ１ …

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

　

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
︙ ︙ ︙
Γｍｍ ∗ ∗
０ － ρＩｎ ∗

Ａｍ（ｋ）Ｑτｍ Ｉｎ － Ｑ

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

＜ ０． （３１）

其中： Γ１１ ＝ Ｕ１１，Γ２２ ＝ Ｕ２２，Γ３３ ＝ Ｍ１１，Γｍｍ ＝ Ｍｍｍ ．
又因为式关于系统矩阵满足 ［Ａ０（ｋ） Ａ１（ｋ）…

Ａｍ（ｋ） Ｂ０（ｋ） Ｂ１（ｋ）］ ∈ Ω， 根据凸集的基本性质，
式（３１）成立当且仅当对凸包 Ω 的每个顶点都成立，
换句话说，式（３１）成立当且仅当式（１７）成立．

２．２　 控制算法

综合上面的控制器设计过程，对应于定理 １ 给

出不确定离散时滞系统（１）的状态反馈鲁棒模型预

测控制算法．
第 １ 步　 测量当前时刻系统的状态 ｘ（ｋ） ，并
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获得过去时刻的状态 ｘ（ｋ － １），…， ｘ（ｋ － τ），ｘ（ｋ －
τ １），…，ｘ（ｋ － τｍ） ．

第 ２ 步　 令 ｘ（ｋ ｜ ｋ）＝ ｘ（ｋ）， ｘ（ｋ － τ １ ｜ ｋ）＝ ｘ（ｋ
－ τ １），…ｘ（ｋ － τｍ ｜ ｋ） ＝ ｘ（ｋ － τｍ） ．

第 ３ 步　 选择适当的对称正定矩阵 Ｑ１ 和 Ｒ．
第 ４ 步　 定义优化问题（５） ～ （７）中的各个变

量，标量 γ（ｋ） ＞ ０， ρ ＞ ０， 正定对称矩阵 Ｑ，Ｑτ，
Ｑτ ｉ，Ｐ０，Ｐτ，Ｐτ１，…，Ｐτｍ 和适当维数的矩阵 Ｙ ．

第 ５ 步　 用 ＭＡＴＬＡＢ 中的 ＬＭＩ 工具箱求解优

化问题（５） ～ （７），得到最优解 γ（ｋ），ρ，Ｙ，Ｑ，Ｑτ，
Ｑτ ｉ，Ｐ０，Ｐτ，Ｐτ１，…，Ｐτｍ ．

第 ６ 步　 计算出状态反馈预测控制控制器增益

矩阵 Ｋ ＝ ＹＱ －１ ．
第 ７ 步　 将 ｋ 时刻的控制器 ｕ（ｋ） ＝ Ｋｘ（ｋ ｜ ｋ）

作用于被控系统（１）．
第 ８ 步　 令 ｋ ＝ ｋ ＋ １，重复第 １ 步至第 ７ 步．

２．３　 可行性与稳定性分析

引理 ３　 定理 １ 中 ｋ 时刻任意的最优化的可行

解对于 ｔ ＞ ｋ 时刻也是可行的．
证明　 不难发现定理 １ 中采样时刻 ｋ 的最优解

是采样时刻 ｋ ＋ １ 可行的次最优解． 这是由于 δ ＝
｛ｘ ∈Ｒｎｘ ｜ ｘＴＰ ｊｘ ≤ γ｝ 是预测状态 ｘ 的一个不变椭

球． 因此，在 ｋ ＋ １ 时刻，最优化至少有一个可行解，
同时由于集合是凸面的，此问题只有一个最优解．

定理 ２　 由定理 １ 得到的可行鲁棒模型预测控

制律使得闭环系统鲁棒渐进稳定．
证明　 为了证明渐进稳定性，建立 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函

数 Ｖ（ｘ（ｋ））＝ｗＴ（ｋ）Ｐｗ（ｋ），其中 Ｐ ＞ ０是 ｋ时刻的

最优解，由定理 １ 的证明可知在闭环内这个函数是

一个严格递减的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数． 根据离散 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
稳定性理论可以说明闭环系统鲁棒稳定． 证毕．

定理 １ 中依赖于系统状态的线性矩阵不等式

（１６）必然可以使得所有状态都在椭球 δ 内． 因此，
本文将状态反馈 ｕ ＝ ＹＱ －１ｘ 应用于任意的不为零的

状态 ｘ（ｋ） ∈ δ， 从而确保实时

ｘＴ（ｋ ＋ ｉ ＋ １）Ｐｊｘ（ｋ ＋ ｉ ＋ １） ＜ ｘＴ（ｋ ＋ ｉ）Ｐｊｘ（ｋ ＋ ｉ） ≤１，
ｉ ≥ ０．
　 　 因此， ｘ（ｋ ＋ ｉ） ∈ δ， ｉ ≥ ０ 且 ｘ（ｋ） → ０ 时．

３　 拓展情况

当不确定离散时间系统（１）不涉及输入时滞，
即 Ｂ１（ｋ） ＝ ０ 时结论如下．

推论 １　 考虑没有输入时滞的不确定离散时间

系统（１）为

　 ｘ（ｋ ＋ １） ＝ Ａ０（ｋ）ｘ（ｋ） ＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
Ａｉ（ｋ）ｘ（ｋ － τ ｉ） ＋

Ｂ０（ｋ）ｕ（ｋ） ＋ ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ － τ １），…，
ｘ（ｋ － τｍ）） ． （３２）

且 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 函数为

　 Ｖ（ｘ（ｋ））＝ ｘＴ（ｋ）Ｐ０ｘ（ｋ） ＋∑
τ１

ｉ ＝ １
ｘＴ（ｋ － ｉ）Ｐτ１ｘ（ｋ － ｉ）

＋ ∑
τｍ

ｉ ＝ τｍ－１＋１
ｘＴ（ｋ － ｉ）Ｐτｍｘ（ｋ － ｉ）． （３３）

那么，如果存在对称正定矩阵 Ｑ，Ｑτ ｉ，Ｐ０，Ｐτ１，
…，Ｐτｍ 和适当维数的矩阵 Ｙ 满足式（３４） ～ （３６）形
式的线性矩阵不等式，则存在一个状态反馈控制律

ｕ（ｋ ＋ ｊ ｜ ｋ） ＝ Ｋｘ（ｋ ＋ ｊ ｜ ｋ），ｉ ≥ ０，
满足式 （１０） 性能．

ｍｉｎ
γ（ｋ），Ｑ，Ｑτｉ

，Ｙ，Ｐ０，Ｐτ１
，…，Ｐτｍ

，ρ
ｔｒ（ｄｉａｇ Ｐ０，Ｐτ１，…，Ｐτｍ，Ｉｎ{ } ），

（３４）
γ（ｋ） ｗＴ（ｋ）ＰＴ

Ｐｗ（ｋ） Ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥ ０ ， （３５）

Ｎ００ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
０ Ｎ１１ ∗ ∗ ∗ ∗
︙ ︙ ⋱ ︙ ︙ ︙
０ ０ … Ｎｍｍ ∗ ∗
０ ０ … ０ － ρＩｎ ∗

Ａ０ｉＱ ＋ Ｂ０ｉＹ Ａ１ｉＱτ１ … ＡｍｉＱτｍ Ｉｎ － Ｑ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

＜ ０，

　 　 　 　 　 　 　 ｉ ＝ １，…，Ｌ． （３６）
其中：
ｗ（ｋ） ＝ ［ｘＴ（ｋ），ｘＴ（ｋ － τ１），…，ｘＴ（ｋ － τｍ），ｆＴｋ ］ Ｔ，

Ｐ ＝ ｄｉａｇ｛Ｐ０，Ｐτ１，…，Ｐτｍ，Ｉｎ｝，

Ｎ１１ ＝
－ Ｑτ１ ∗

β１Ｑτ１
－ １

ρ
Ｉｎ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
，Ｎｍｍ ＝

－ Ｑτｍ ∗

βｍＱτｍ
－ １

ρ
Ｉｎ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
，

Ｎ００ ＝

－ Ｑ ∗ ∗ ∗ ∗
Ｑ － Ｑτ１ ∗ ∗ ∗

α１Ｑ ０ － １
ρ
Ｉｎ ∗ ∗

Ｑ
１
２
１ Ｑ ０ ０ － γ（ｋ）Ｉｎ ∗

Ｒ
１
２ Ｙ ０ ０ ０ － γ（ｋ）Ｉｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

．

　 　 证　 明　 证明类似定理 １ 的证明，故略．
当系统（１）只有输入延迟时，即 Ｂ０（ｋ）＝ ０，有以

下结果．
推论 ２　 考虑具有输入延迟的不确定离散时间

系统（１），则

　 ｘ（ｋ ＋ １） ＝ Ａ０（ｋ）ｘ（ｋ） ＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
Ａｉ（ｋ）ｘ（ｋ － τ ｉ） ＋

Ｂ１（ｋ）ｕ（ｋ － τ） ＋ ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ － τ），
ｘ（ｋ － τ １），…，ｘ（ｋ － τｍ）） ． （３７）
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且 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 函数为

　 Ｖ（ｘ（ｋ）） ＝ ｘＴ（ｋ）Ｐ０ｘ（ｋ） ＋ ∑
τ

ｉ ＝ １
ｘＴ（ｋ － ｉ）Ｐτｘ（ｋ －

ｉ） ＋ ∑
τ１

ｉ ＝ τ ＋１
ｘＴ（ｋ － ｉ）Ｐτ１ｘ（ｋ － ｉ） ＋

∑
τｍ

ｉ ＝ τｍ－１＋１
ｘＴ（ｋ － ｉ）Ｐτｍｘ（ｋ － ｉ） ． （３８）

那么，如果存在对称正定矩阵 Ｑ，Ｑτ ｉ，Ｐ０，Ｐτ１，
…，Ｐτｍ 和适当维数的矩阵 Ｙ 满足式（３９） ～ （４１）形

式的线性矩阵不等式，则存在一个状态反馈控制律

ｕ（ｋ ＋ ｊ ｋ） ＝ Ｋｘ（ｋ ＋ ｊ ｋ），ｉ ≥ ０，
满足式（１０） 性能．

ｍｉｎ
γ（ｋ），Ｑ，Ｑτ，Ｑτｉ

，Ｙ，Ｐ０，Ｐτ，Ｐτ１
，…，Ｐτｍ

，ρ
Λ， （３９）

Λ ＝ ｔｒ（ｄｉａｇ Ｐ０，Ｐτ，Ｐτ１，…，Ｐτｍ，Ｉｎ{ } ），

ｓ．ｔ．
γ（ｋ） ｗＴ（ｋ）ＰＴ

Ｐｗ（ｋ） Ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥ ０ ， （４０）

Ｕ１１ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
０ Ｕ２２ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
０ ０ Ｍ１１ ∗ ∗ ∗ ∗
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙ ︙ ︙
０ ０ ０ … Ｍｍｍ ∗ ∗
０ ０ ０ … ０ － ρＩｎ ０

Ａ０ｉＱ Ｂ１ｉＫＱτ Ａ１ｉＱτ１ … ＡｍｉＱτｍ Ｉｎ － Ｑ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

≤ ０， ｉ ＝ １，…，Ｌ． （４１）

其中：
ｗ（ｋ）＝ ［ｘＴ（ｋ），ｘＴ（ｋ －τ），ｘＴ（ｋ －τ１），…，ｘＴ（ｋ －τｍ），ｆＴｋ］Ｔ，

Ｐ ＝ ｄｉａｇ Ｐ０，Ｐτ，Ｐτ１，…，Ｐτｍ，Ｉｎ{ } ，

Ｕ１１ ＝

－ Ｑ ∗ ∗ ∗ ∗
Ｑ － Ｑτ ∗ ∗ ∗

α１Ｑ ０ － １
ρ
Ｉｎ ∗ ∗

Ｑ
１
２
１ Ｑ ０ ０ － γ（ｋ）Ｉｎ ∗

Ｒ
１
２ Ｙ ０ ０ ０ － γ（ｋ）Ｉｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

，

Ｕ２２ ＝

－ Ｑτ ∗ ∗
Ｑτ － Ｑτ１ ∗

α２Ｑτ ０ － １
ρ
Ｉｎ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

，

Ｍ１１ ＝

－ Ｑτ１ ∗ ∗

Ｑτ１
－ Ｑτ２ ∗

β １Ｑτ１ ０ － １
ρ
Ｉｎ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

，

Ｍｍｍ ＝
－ Ｑｍ ∗

βｍＱτｍ
－ １

ρ
Ｉｎ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
．

证明　 过程类似推论 １ 的证明，故省略．

４　 仿真结果

考虑如下具有非线性扰动且同时带有状态和输

入时滞的不确定离散非线性系统

　 ｘ（ｋ ＋ １） ＝ Ａ０（ｋ）ｘ（ｋ） ＋ Ａ１（ｋ）ｘ（ｋ － τ １） ＋
Ｂ０（ｋ）ｕ（ｋ） ＋ Ｂ１（ｋ）ｕ（ｋ － τ） ＋

ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ － τ），ｘ（ｋ － τ １）） ．
（４２）

其中： ［Ａ０（ｋ）　 Ａ１（ｋ）　 Ｂ０（ｋ）　 Ｂ１（ｋ）］ ∈ Ω，
Ω ＝ Ｃｏ ［Ａ０１　 Ａ１１　 Ｂ０１　 Ｂ１１］，{ ［Ａ０２　 Ａ１２　 Ｂ０２　 Ｂ１２］} ．

Ａ０１ ＝
０．６１ ０ － ０．３６
０．０７ ０．９ ０
０．０５ ０．２ ０．７７

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， Ｂ０１ ＝

０．３３
０

０．６７

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，

Ａ０２ ＝
０．７１ ０ － ０．４５
０．０７ ０．９ ０
－ ０．０５ ０．２ ０．６４

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， Ｂ０２ ＝

０．２７
０

０．５１

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，

Ａ１１ ＝ Ａ１２ ＝
－ ０．３ ０ ０
０ － ０．２ ０．２
０ ０ － ０．３

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，

Ｂ１１ ＝
０．１３
－ ０．２
０．０５

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， Ｂ１２ ＝

０．０７
－ ０．２
－ ０．０３

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，

ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ － τ），ｘ（ｋ － τ １）） ＝

　 　
０

０．３ｘ２（ｋ － τ）０．２ｘ１（ｋ － τ）
０．４ｘ３（ｋ － τ １）ｓｉｎ（ｘ１（ｋ － τ １））

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

　 　 假设初始状态为 ｘ（ － ２） ＝ ［０．５　 ０　 ０］ Ｔ，
ｘ（ － １） ＝ ［１　 ０　 ０］ Ｔ， ｘ（０） ＝ ［１．５　 ０　 ０］ Ｔ ．
根据式（２），取 α１ ＝ ０．３， α２ ＝ ０．２， β １ ＝ ０．４，非

线性扰动满足式（２），要求设计控制器满足性能指

标（５） ． 时滞 τ １ ＝ ４，τ ＝ １，权重矩阵分别为 Ｑ１ ＝
ｄｉａｇ｛１，１，１｝，Ｒ ＝ ０．３， 凸多面体中 λ １ ＝ ０．４，λ ２ ＝
０．６， 则可以得到 γ（ｋ） ＝ ４１．７０６ ４． 图 １～３ 分别给出

了状态 ｘ１（ｋ），ｘ２（ｋ），ｘ３（ｋ） 的变化曲线，图 ４ 为控

制器曲线图，可以看出在该控制器的作用下，系统是
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稳定的而且性能也很好．
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图 １　 状态 ｘ１（ｋ）的时间响应曲线
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图 ２　 状态 ｘ２（ｋ）的时间响应曲线

0 2 4 6 8 10
t/s

0.3

0.2

0.1

0

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

x 3
(k
)

图 ３　 状态 ｘ３（ｋ）的时间响应曲线
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图 ４　 控制输入曲线

５　 结　 论

１）提出一种基于 ＬＭＩ 的时滞离散非线性系统

的鲁棒预测控制算法，解决了带有非线性扰动和时

滞的不确定离散非线性系统的控制器设计问题．

　 　 ２）算法采用状态反馈控制结构，应用 ＬＭＩ 技

术，将无限时域 ｍｉｎ⁃ｍａｘ 优化问题转化为具有 ＬＭＩ
约束的凸优化问题，得到了反馈控制律存在的新判

据，并且分析了控制算法的可行性，证明了系统的鲁

棒性．
３）通过仿真，结果表明了此方法的有效性．
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