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摘　 要： 为实现混凝土 Ｕ 型薄壁受扭构件的非线性力学性能分析， 本文基于 Ｖｌａｓｏｖ 开口薄壁结构弹性理论、变角空间桁架模

型和微分方程数值解法，提出了钢筋混凝土 Ｕ 型薄壁构件受扭非线性分析模型．针对开口薄壁受扭构件同时存在自由扭转和

翘曲扭转的特点，分别推导了 Ｕ 型薄壁截面自由扭转和翘曲扭转非线性刚度分析模型，进而建立了开口薄壁构件受扭非线性

分析模型．所提出的受扭非线性分析模型同时考虑了混凝土和钢筋的材料非线性特性、开口薄壁构件的几何非线性特性和自

由扭转与翘曲扭转的耦合效应．利用所提出的受扭非线性分析模型编制相应的分析程序，并对 ５ 个 Ｕ 型薄壁钢筋混凝土构件

进行受扭全过程分析，分析结果与 ５ 个 Ｕ 型薄壁钢筋混凝土受扭构件的试验结果均吻合较好，从而验证了所提出的 Ｕ 型薄壁

钢筋混凝土构件受扭非线性分析模型的正确性．所提出的受扭非线性分析模型具有计算简单和分析精度较高的特点，可进行

混凝土 Ｕ 型薄壁桥梁受扭非线性分析并为该类桥梁的工程设计提供参考．
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　 　 混凝土 Ｕ 型薄壁梁作为一种新型桥梁结构， 具

有建筑高度低、隔音效果好、施工周期短的优点，在
城市轨道交通与道路桥梁工程中被广泛应用．实际

工况下的混凝土 Ｕ 型薄壁桥梁会受到偏心荷载、列

车摇摆、横向风荷载以及地震荷载的作用，桥梁常处

于受扭状态．扭矩作用下，开口薄壁构件（如 Ｕ 型薄

壁梁）的受力机理与传统的封闭截面构件（如矩形

梁、箱型梁）完全不同［１］ ．封闭截面构件受扭后主要

发生自由扭转，仅产生环绕截面周边均匀分布的封

闭剪力环流，而开口薄壁构件受扭后同时发生自由

扭转和翘曲扭转，翘曲扭转作用下开口薄壁构件会

产生翘曲弯矩和翘曲扭矩，以及明显的纵向翘曲变

形与应力．翘曲弯矩产生翘曲正应变与翘曲正应力，



翘曲扭矩则产生沿壁厚均匀分布且绕截面周边不闭

合的剪力流．开口薄壁构件截面总扭矩等于自由扭

矩与翘曲扭矩之和，两种扭矩产生截然不同的剪应

力分布且其相对比例随扭转刚度而变化．因此，Ｕ 型

薄壁构件受扭分析实际上是自由扭转和翘曲扭转的

耦合作用分析．
已有的研究成果主要针对混凝土封闭截面受扭

构件的自由扭转，其理论基础为空间桁架模型理论．
该理论最早由 Ｒａｕｓｃｈ［２］ 于 １９２９ 年提出，之后被多

位学者发展完善，如 Ｔｈｕｒｌｉｍａｎｎ 等［３］ 提出变角空间

桁架模型，Ｍｉｔｃｈｅｌｌ 等［４］ 提出的斜压场理论， Ｈｓｕ
等［５］提出考虑混凝土软化的空间桁架模型等等．但
是桁架模型仅适用于可以形成封闭剪力环流的自由

扭转情况，对于开口薄壁构件的扭转问题，空间桁架

理论无法单独解决．
开口薄壁受扭构件的研究成果较为匮乏，目前

有参考价值的文献仅见 Ｋｒｐａｎ 等［６］ 于 １９８１ 年完成

的 Ｕ 型梁纯扭试验研究与抗扭承载力的理论分析，
以及 Ｌｕｃｃｉｏｎｉ 等［７］ 运用转化矩阵方法建立的 Ｕ 型

薄壁构件受扭分析模型．但是，上述分析模型仅考虑

了翘曲弯矩效应，没有考虑翘曲扭转与自由扭转的

耦合效应．
本文基于 Ｖｌａｓｏｖ 开口薄壁梁弹性理论与受扭

空间桁架模型，推导了钢筋混凝土 Ｕ 型薄壁截面受

扭构件非线性分析模型，该模型既考虑了钢筋混凝

土材料非线性本构关系，也兼顾了薄壁构件几何非

线性变形特征以及开口构件翘曲扭转与自由扭转的

耦合效应．利用所编制的分析程序，对 ５ 根钢筋混凝

土 Ｕ 型薄壁受扭构件进行全过程分析，分析结果与

试验数据吻合较好．

１　 模型推导

１．１　 总体思路与基本假定

根据 Ｖｌａｓｏｖ 弹性开口薄壁梁理论，截面自由扭

矩和翘曲扭矩可分别按下列公式计算：
Ｔｓ ＝ ＧＫφ′（ ｚ）， （１）

Ｔω ＝ － ＥＩωωφ‴（ ｚ） ． （２）
式中：Ｔｓ为自由扭矩，Ｔω为翘曲扭矩，Ｅ 与 Ｇ 分别为

材料的弹性模量与剪切模量，Ｋ 与 Ｉωω分别表示截面

的极惯性矩与主扇性惯性矩，φ 表示截面的扭转角．
乘积 ＧＫ 称为截面的自由扭转刚度，乘积 ＥＩωω称为

截面的翘曲扭转刚度．受扭构件任意截面的总扭矩

等于该截面的自由扭矩与翘曲扭矩之和，由此得到

截面平衡微分方程：
ＧＫφ′（ ｚ） － ＥＩωωφ‴（ ｚ） ＝ Ｔ（ ｚ） ． （３）

　 　 上式描述了 Ｕ 型薄壁纯扭构件任意截面的平

衡关系，其中 ＧＫ 与 ＥＩωω的计算包含了截面的几何

关系与材料的本构关系，微分方程（３）描述了一个

受扭变形场，当边界条件确定后，微分方程的解会给

出构件整体扭转变形与内力的分布情况．
对于弹性匀质构件，各截面的刚度 ＧＫ 与 ＥＩωω

保持恒定，所以上述微分方程是线性微分方程，可以

得到解析解．对于钢筋混凝土构件，由于混凝土裂缝

发展造成截面刚度损失，各截面的刚度 ＧＫ 与 ＥＩωω

会随着截面内力与变形的增大而不断衰减，换言之，
ＧＫ 与 ＥＩωω是截面扭转变形量（扭转角 φ 及其各阶

导数）的函数．所以对于钢筋混凝土构件，微分方程

（３）会表现为复杂的非线性微分方程形式，且很难

得到解析解，如式（４）所示．
　 　 　 ＧＫ（φ，φ′，φ″，φ‴）φ′（ ｚ） －
　 　 　 　 ＥＩωω（φ，φ′，φ″，φ‴）φ‴（ ｚ） ＝ Ｔ（ ｚ） ． （４）
　 　 综上可见，如果通过截面分析分别建立截面翘

曲扭转刚度 ＥＩωω与自由扭转刚度 ＧＫ 随截面扭转变

形的变化规律，那么结合式（４）可以得到受扭构件

截面平衡微分方程的显式形式，然后通过微分方程

的数值解法可以得到方程（４）得到数值解进而得到

构件受力和变形的详细情况．以上便是本文模型推

导的总体思路，它包含了 ３ 个层次：截面翘曲扭转刚

度分析，截面自由扭转刚度分析，截面平衡微分方程

的建立与求解．具体推导过程详见 １．２～１．４，另外，本
文推导过程基于以下假定：

１）刚周边假定．截面外形轮廓线在自身平面内

保持刚性，但可以产生出平面翘曲；
２）钢筋与混凝土之间充分粘结，无相对滑移；
３）认为翘曲扭转刚度主要受翘曲正应力影响，

而自由扭转刚度主要受自由扭矩和翘曲扭矩引起的

剪应力的影响．
１．２　 截面的翘曲扭转刚度

由前面的总体思路可知，本小节的中心任务是

推导求解 Ｕ 型薄壁构件任意截面翘曲扭转刚度随

扭转角的变化规律．
１．２．１　 截面几何协调方程与翘曲平衡方程

根据 Ｖｌａｓｏｖ 理论，Ｕ 型薄壁构件受扭时，截面会

产生线性分布的纵向翘曲正应变，当构件纵向变形

被约束时，就会产生翘曲正应力，见图 １．截面上任意

一点处的翘曲正应变按式（５）求解．
εω ＝ φ″（ ｚ）ω（ ｓ） ． （５）

式中：εω表示任意点的翘曲正应变，φ 表示该截面扭

转角，ω 表示该点的主扇性坐标．主扇性坐标是一类

面积坐标，见图 ２．任意点 Ｐ 的主扇性坐标的几何含

义为：由极点 Ｍ 向弧长坐标 ｓ 处的主扇性零点 Ｏ１引

连线并沿逆时针方向旋转到 Ｐ 所扫过面积的两倍．图
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２ 给出了 ３ 类坐标系的示意图：直角坐标系（ｘ，ｙ，ｚ）、
弧长坐标系（ｓ，ｚ）、扇性坐标系（ω，ｓ） ．每种坐标系均

可以定位构件任意截面上的任意点．由式（５）可知，任
意截面翘曲正应变的分布规律与主扇性坐标 ω 相同．

对于弹性匀质截面，翘曲正应力 σω可按式（６）
计算，式中 Ｅ 为材料弹性模量．σω乘以相应主扇性

坐标 ω 后对整个截面进行面积积分可以得到翘曲

弯矩 Ｍω，见式（７）．
σω ＝ Ｅφ″（ ｚ）ω（ ｓ）， （６）
Ｍω ＝ － ＥＩωωφ″（ ｚ）， （７ａ）

Ｉωω ＝ ∫
Ａ
ω２ｄＡ． （７ｂ）

　 　 翘曲弯矩 Ｍω可类比初等弯曲理论中的弯矩，这
里主扇性坐标 ω 起到了力臂的作用．面积积分 Ｉωω称

为主扇性惯性矩，是一类截面几何参数．通过式（２）
与（７ａ）可以发现，翘曲弯矩 Ｍω与翘曲扭矩 Ｔω之间

存在导数关系．

T

σω

图 １　 Ｕ 型薄壁受扭构件翘曲正应力分布

Ｆｉｇ．１　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｗａｒｐｉｎｇ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎ Ｕ⁃ｓｈａｐｅｄ ｔｈｉｎ⁃
ｗａｌｌｅｄ ｍｅｍｂｅｒ ｕｎｄｅｒ ｐｕｒｅ ｔｏｒｓｉｏｎ

Z

Y

X

Z
M

O1

t(s)

s

ω(s)主扇性面积（坐标）

（主扇性零点）

（主扇性极点）
P

图 ２　 主扇性坐标示意

Ｆｉｇ．２　 Ｐｒｉｎｃｉｐａｌ ｓｅｃｔｏｒｉａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

１．２．２　 混凝土和钢筋的材料本构关系

混凝土受压采用 Ｖｅｃｃｈｉｏ 与 Ｃｏｌｌｉｎｓ 于 １９８２ 年

提出的软化本构关系：

σｄ ＝ ｆｃ［２（
εｄ

ε０
） － λ （

εｄ

ε０
）
２

］，εｄ ≤ ε０ ／ λ； （８ａ）

σｄ ＝
ｆｃ
λ
［１ － ０．１５ （

εｄ － ε０ ／ λ
２ε０ － ε０ ／ λ

）
２

］，ε０ ／ λ ≤ εｄ ≤ εｕ ．

（８ｂ）
式中：ｆｃ为混凝土轴心抗压强度；对于一般混凝土，

ε０ ＝ ０．００２，εｕ ＝ ０．００３ ３；λ 为混凝土受压软化系数，
对于单轴受压状态，λ ＝ １．在处理翘曲问题时，可按

照 λ＝ １ 对应的单轴受压本构关系进行计算．
采用式（９）所示的江见鲸等［８］ 受拉混凝土本构

关系，即受拉开裂前应力应变呈线性关系，开裂后应

力呈指数衰减．

σｒ ＝
ｆｔ
εｃｒ

εｒ，εｒ ≤ εｃｒ； （９ａ）

σｒ ＝ ｆｔｅ
－α（εｒ－εｃｒ），εｒ ＞ εｃｒ ． （９ｂ）

式中：ｆｔ为混凝土轴心抗拉强度，εｃｒ为混凝土开裂应

变，α 为与混凝土断裂能相关的参数，对普通混凝土

α＝ １０ ０００．
钢筋采用式（１０）所示的本构关系：

σｓ ＝ Ｅｓεｓ，εｓ ≤ εｙ； （１０ａ）

σ ＝
ｆｕ － ｆｙ
εｕ － εｙ

（ε － εｙ） ＋ ｆｙ，εｙ ≤ ε ≤ εｕ ．

（１０ｂ）
式中：ｆｙ和 ｆｕ分别为钢筋的屈服强度和极限强度，εｙ

和 εｕ分别为相应的屈服应变和极限应变．
１．２．３　 截面翘曲刚度的非线性描述

１．２．１ 节中的公式是基于弹性匀质构件推导出

的．对于非线性特征较强的钢筋混凝土构件，还需考

虑以下两方面问题：１）将钢筋与混凝土两种刚度相

差很大的材料等效为均质材料；２）随着荷载增大，
截面混凝土开裂造成材料参数与几何参数持续弱

化，截面形心 Ｃ 与主扇性极点 Ｍ 的位置，主扇性坐

标 ω 的分布会相应地变化，截面刚度不断衰减，这
同时包含了材料非线性问题与薄壁构件几何非线性

问题．
针对上述问题，本小节引入截面条带积分算法

和条带面积的等刚度变换方法来解决钢筋与混凝土

的材料等效问题．在等效均质材料的基础上，通过材

料非线性本构关系式（８） ～ （１０）并结合均质截面形

心与主扇性极点位置的计算方法来考虑材料非线性

与几何非线性问题，建立了描述截面翘曲变形与内

力的非线性方程组．最后通过割线刚度法求解所建

立的非线性方程组，得出截面翘曲扭转刚度随截面

扭转变形的衰减规律曲线．截面条带划分按照图 ３
所示方法进行，条带宽度取 ５ ｍｍ，然后按照式（１１）
对条带面积进行等刚度变换．

Ａｅｉ ＝ Ａｃｉ

Ｅｓｅｃ＿ｃ（ε）
Ｅ０

＋ Ａｓｉ

Ｅｓｅｃ＿ｓ（ε）
Ｅ０

． （１１）

式中：Ａｅｉ为第 ｉ 条条带变换后的折算面积，Ａｓｉ为第 ｉ
条条带中钢筋的截面积，Ａｃｉ为第 ｉ 条条带中混凝土

的面积，Ｅｓｅｃ＿ｃ（ε）与 Ｅｓｅｃ＿ｓ（ε）分别为根据本构关系

（８） ～ （１０）计算出的当前应变下混凝土与钢筋的割
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线模量，Ｅ０为混凝土初始弹性模量．
主扇性极点M

ω(s)
弧长坐标起点O

沿弧长坐标s
方向划分条带

条带宽度取5mm t(s) s

图 ３　 条带划分
Ｆｉｇ．３　 Ｓｔｒｉｐ ｐａｒｔｉｔｉｏｎ

完成截面条带划分与等效刚度变换后，截面积
分可以离散成求和形式，如截面扇性惯性矩 Ｉωω可按
式（１２）计算，式中 Ａｅｉ指第 ｉ 条条带的折算面积．式
（１２）乘以混凝土初始弹性模量 Ｅ０即为截面当前受
力状态下的翘曲扭转刚度 ＥＩωω ．

Ｉωω ＝ ∫
Ａ
ω２ｄＡ ＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ａｅｉω２

ｉ ． （１２）

　 　 随着荷载增加，截面形心 Ｃ 与主扇性极点 Ｍ 不

断移动，主扇性坐标 ω 的分布随之变化，截面翘曲
扭转刚度 ＥＩωω不断衰减，因此每一级荷载下形心 Ｃ
的位置可以由式（１３ａ）与（１３ｂ）确定：

ｘｃ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｅｉｘｉ ／∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ａｅｉ， （１３ａ）

ｙｃ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｅｉｙｉ ／∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ａｅｉ ． （１３ｂ）

式中：ｘｃ与 ｙｃ为形心 Ｃ 的直角坐标，ｘｉ与 ｙｉ为第 ｉ 条
条带形心处的直角坐标．以当前截面形心 Ｃ 为极点，
截面上任意一点为零点，建立辅助扇性坐标系 ωＡ ．
根据 Ｖｌａｓｏｖ 理论，当前主扇性极点 Ｍ 的位置可以由
辅助扇性坐标系 ωＡ和全局直角坐标系 Ｏｘｙ 来确定，
参见式（１３ｃ） ～ （１３ｅ）：

ａｘ ＝
ＩｙＩωＡｘ

－ ＩｘｙＩωＡｙ

ＩｘＩｙ － Ｉ２ｘｙ
， （１３ｃ）

ａｙ ＝
ＩｘＩωＡｙ

－ ＩｘｙＩωＡｘ

ＩｘＩｙ － Ｉ２ｘｙ
， （１３ｄ）

β ＝ －
ＳωＡ

Ａ
． （１３ｅ）

式中：ａｘ与 ａｙ为主扇性极点 Ｍ 与辅助扇形极点 Ｃ 之
间的直角坐标差值；ａｘ、ａｙ、ｘｃ、ｙｃ四个参数即可确定

当前受力状态下主扇性极点 Ｍ 的位置；β 为主扇性
零点在辅助扇性坐标系 ωＡ中的扇性坐标，用来确定

主扇性零点的位置．公式（１３ｃ） ～ （１３ｅ）等号右侧是

全局直角坐标系 Ｏｘｙ 中各类截面面积积分，以及辅
助扇性坐标系 ωＡ中各类扇性面积积分，这些几何参

数均可由离散条带求和的方法计算：

Ｉｘ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｅｉｙ２

ｉ ，Ｉｙ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｅｉｘ２

ｉ ，Ｉｘｙ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｅｉｘｉｙｉ，

（１３ｆ）

ＩωＡｘ
＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ＡｅｉωＡｉｙｉ，ＩωＡｙ

＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ＡｅｉωＡｉｘｉ， （１３ｇ）

ＳωＡ
＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ＡｅｉωＡｉ，Ａ ＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ａｅｉ ． （１３ｈ）

　 　 以后文所述 ＴＷＢ－Ａ 试验梁为例（尺寸见表 １
与图 １５），图 ４（ａ）为截面不受力时主扇性坐标 ω 分

布图，图 ４（ｂ）为扭矩 ７０ ｋＮ·ｍ 时计算的 ω 分布图．
可见，扭矩 ７０ ｋＮ·ｍ 时相对于初始位置， 形心 Ｃ 向

右和向上分别移动了 ３７．３ ｍｍ 和 １７．１ ｍｍ，主扇性

极点 Ｍ 向左和向上分别移动了 １１４． １ ｍｍ 和

２４．７ ｍｍ，说明截面几何参数发生了显著变化．
式（５）～（１３）构成了描述截面翘曲内力与变形关

系的非线性方程组，本文采用割线刚度迭代法求解该

方程组，并设计了相应的计算程序，程序流程参见图 ５．
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图 ４　 截面主扇性坐标的分布

Ｆｉｇ．４　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｐｒｉｎｃｉｐａｌ ｓｅｃｔｏｒｉａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

　 　 同样以 ＴＷＢ－Ａ 试验梁截面为例，按照上述算法

可计算出 Ｕ 型构件任意截面翘曲扭转刚度 ＥＩωω随 φ″
的衰减曲线，见图 ６．为了方便后文建立和求解构件平

衡微分方程，可以运用最小二乘法将计算出的散点拟

合成 ＥＩωω关于 φ″的显式函数，具体过程不再赘述．
１．３　 截面的自由扭转刚度

同样由总体思路可知，本小节的中心任务是推

导求解 Ｕ 型薄壁构件任意截面自由扭转刚度随扭

转角的变化规律．由假定（３）可知，截面的自由扭转

刚度 ＧＫ 主要受截面剪应力的影响．而自由扭矩 Ｔｓ

与翘曲扭矩 Ｔω的联合作用使截面剪力流的分布比

较复杂：自由扭矩 Ｔｓ引起沿截面均匀分布，内外壁

方向相反的闭合剪应力环流 ｑｓ，见图 ７（ａ）；翘曲扭

矩 Ｔω引起的剪力流 ｑω沿壁厚方向均匀分布，沿弧长
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坐标 ｓ 方向变化且不闭合，见图 ７（ｂ）．为了简化分

析，这里计算 ｑω的平均值．
开始，输入Mω、Iωω、ω

式（7）与（5）分别计算φ″与εω

式（8）~（11）计算Ae

式（13）计算C点与M点偏移

图（2）与式（2）分别计算新的ω1与Iωω1

Iωω1-Iωω

输出，极限荷载？

结束

N

N
Y

Y

增加Mω

Iωω1代入Iωω
ω1代入ω

Iωω1代入Iωω
ω1代入ω

≤Iωω

图 ５　 翘曲扭转刚度计算程序流程图

Ｆｉｇ．５ 　 Ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｐｒｏｇｒａｍ ｆｏｒ ｗａｒｐｉｎｇ ｔｏｒｓｉｏｎａｌ
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图 ６　 翘曲扭转刚度 ＥＩωω衰减规律（ＴＷＢ－Ａ）
Ｆｉｇ．６　 Ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｌａｗ ｏｆ ｗａｒｐｉｎｇ ｔｏｒｓｉｏｎａｌ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ＥＩωω（ＴＷＢ－Ａ）

(a)自由扭转剪力流 (b)翘曲扭转剪力流
图 ７　 截面剪力流分布

Ｆｉｇ．７　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｆｌｏｗ ａｔ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ
　 　 根据空间桁架理论，将 Ｕ 型薄壁截面等效成

图 ８所示的 ３ 块空心平板［９－１０］，截面在 Ｔｓ与 Ｔω的联

合作用下会形成图 ８ 所示的剪力流，ｑω与 ｑｓ可出现

三类不同的叠加情况．根据剪力流的大小，可把空心

平板的侧壁分为三类薄片，编号为①、②、③，相应剪

力流的大小分别为 ｑ１、ｑ２、ｑ３，记为 ｑｉ（ ｉ ＝ １，２，３）；相
应薄片的有效厚度为 ｔ１、ｔ２、ｔ３，记为 ｔｉ（ ｉ ＝ １，２，３）．剪
力流的计算公式为：

ｑｓ ＝
Ｔｓ

２Ａ０
， （１４）

ｑω ＝ －
Ｔω∫

ｌ
Ｓωｄω

Ｉωω∫
ｌ
ｄω

＝
Ｔｓ

ｋ∑
６

ｉ ＝ １
ωｉ

， （１５）

ｑ１ ＝ ｑｓ， （１６ａ）
ｑ２ ＝ ｑｓ － ｑω， （１６ｂ）
ｑ３ ＝ ｑｓ ＋ ｑω， （１６ｃ）

Ａ０ ＝ （ｂ０ ＋ ２ｈ０ － ２ｔ － ３ｔ１）（ ｔ －
ｔ２ ＋ ｔ３

２
） ．

（１６ｄ）
式中：ｂ０和 ｈ０分别为截面的宽度和高度，ｔ 为薄壁的

厚度，ｋ 为自由扭矩与翘曲扭矩的比，即 ｋ ＝ Ｔｓ ／ Ｔω，
ωｉ（ ｉ＝ １～６）为构件底板和腹板两端的扇性坐标值

（即图 ８ 中 Ｐ１ ～Ｐ６六点），Ａ０为剪力流包围的面积．根
据剪力流的定义，有如下关系成立：

ｑｉ ＝ τｉ ｔｉ ． （１７）
P1

q1 t1

t3 t2
q2q3

t1 t1
q1 q1P2 P3 P4 P5

P6
q1 t1

t3t2
q2 q3

t1 t1
q1

q1t2 q2

t3 q3

②

①

③
②

①

③

②
①

③

① ①

①

图 ８　 截面简化

Ｆｉｇ．８　 Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｓｅｃｔｉｏｎ

　 　 截面简化后，首先分析薄片的内力和变形，再将薄

片组合即可得到 Ｕ 型截面的内力与变形．薄片的组合

必须满足两个条件：其一是平衡条件，也即满足

式（１７）；其二是协调条件，也即各薄片的扭转角必须相

同，截面整体的扭转角必须唯一．本节会详细讨论上述

计算过程，着重求解自由扭转刚度 ＧＫ 随 φ′衰减规律．
１．３．１　 自由扭转时截面变形协调条件

薄片的应变分量必须满足变形协调条件，首先

根据假定（２），混凝土与钢筋具有相同的纵向应变

和横向应变，如式（１８）所示．
εｌｃ ＝ εｌｓ，εｔｃ ＝ εｔｓ ． （１８）

式中：εｌｃ与 εｌｓ分别为混凝土与钢筋的纵向应变，统一

记为 εｌ；εｔｃ与 εｔｓ分别为混凝土与钢筋的横向应变，统
一记为 εｔ ．此外，每块薄片单元中的纵向应变 εｌ、横向

应变 εｔ、剪应变 γ 还需满足应变莫尔圆关系，见图 ９．

γ/2

εt

2α

γ/2

ε

εl

εd εr

图 ９　 莫尔应变圆

Ｆｉｇ．９　 Ｍｏｈｒ ｓｔｒａｉｎ ｃｉｒｃｌｅ
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　 　 图 ９ 中，εｄ为混凝土的主压应变，εｒ为混凝土的

主拉应变，α 为主压应变方向与构件纵向的夹角，εｒ

以受拉为正，εｄ受压为正．这里增加下标 ｉ 区分不同

薄片，比如薄片 １、２、３ 中相应的混凝土主压应变统

一记为 εｄ ｉ（ ｉ＝ １，２，３）．
１．３．２　 自由扭转时截面平衡条件

忽略钢筋的栓销作用，则剪应力均由混凝土承

受，由薄片单元纵向与横向受力平衡可得：
σｌ ＝ ρｌσｌｓ， （１９）
σｔ ＝ ρｔσｔｓ ． （２０）

式中：σｌ与 σｔ为混凝土的纵向应力与横向应力，σｌｓ与

σｔｓ分别为纵向钢筋与横向箍筋中的应力，ρｌ与 ρｔ分别

为纵向钢筋与横向箍筋的配筋率．根据空间桁架理

论，混凝土受剪会产生斜裂缝，斜裂缝将混凝土分成

多个斜压杆，其方向与主压应力方向一致，见图 １０，
图中各应力分量还须满足莫尔应力圆条件，见图 １１，
图 １１ 中应力分量的命名规则与莫尔应变圆相同．

τ

σd

σl

σr

σt

图 １０　 混凝土受力单元

Ｆｉｇ．１０　 Ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｕｎｉｔ

2α

τ

τ
σt

σ

σl

σd σr

图 １１　 莫尔应力圆

Ｆｉｇ．１１　 Ｍｏｈｒ ｓｔｒｅｓｓ ｃｉｒｃｌｅ

１．３．３　 混凝土和钢筋的材料非线性本构关系

材料本构关系的选用与 １．２．２ 中式（８） ～ （１０）
相同，不过这里混凝土处于二向应力状态，由于主拉

应变的存在，混凝土在主压应力方向上会发生软化

现象，所以这里软化系数 λ＞１，并且与主拉应变的大

小相关，需要按照式（２１）进行计算［１１］ ．
１
λ

＝ ０．９
１ ＋ ４００εｒ

． （２１）

１．３．４　 自由扭转时截面刚度的非线性描述

将钢筋本构关系（１０）分别代入式（１９）、（２０）消
去 σｌｓ与 σｔｓ，并结合图 ９、１１ 所示的莫尔应力应变关

系可得：

ｔａｎ２α ＝
σｄ ＋ ρｌＥｓεｄ

σｒ ＋ ρｌＥｓεｒ
， （２２）

εｒ ＝ εｄ ｔａｎ２α ＋
σｄ ｔａｎ２α
ρｔＥｓ

－
σｒ

ρｔＥｓ
． （２３）

　 　 上式中 Ｅｓ为钢筋的弹性模量．经上述代换，可以

形成 ５ 个独立方程式，包括材料本构关系式（８）、
（９）、（２１）以及内力变形关系式（２２）、（２３），其中包含

６ 个独立变量：εｄ、εｒ、σｄ、σｒ、λ、α，给定任意一个变量

就可以求出其余 ５ 个变量．本文给定 εｄ，通过解上述

方程组求得其余 ５ 个变量，进而根据莫尔圆求得剪应

力 τ 与剪应变 γ，这在后文的计算程序会有体现．
根据空间桁架理论，单块薄板的扭转角可按照

式（２４）计算；截面整体的扭转角可按照 Ｂｒｅｄｔ 薄管

理论由剪应变的曲线积分得到，参见式（２５）．

φ′ ＝
２εｄ

ｔｉｓｉｎ ２α
， （２４）

∮
ｌ
γｄｓ ＝ ２Ａ０φ′． （２５）

结合图 ９，式（２５）可化简为：

φ′＝
γ１（６ｔ － ３ｔ２ － ２ｔ３） ＋ （γ２ ＋ γ３）（ｂ０ ＋ ４ｈ０ － ２ｔ － ５ｔ１）

２Ａ０
．

（２６）
　 　 式（２６）中 γ１、γ２、γ３分别为薄片①、②、③中混

凝土的剪应变．如果截面满足协调条件，则分别按照

式（２４）与（２６）计算出的 φ′相等．至此，可以总结得

到求解 Ｕ 型薄壁构件任意截面 ＧＫ－φ′曲线的算法，
算法流程见图 １２．

以 ＴＷＢ－Ａ 试验梁为例，图 １３ 是该梁任意截面

按上述算法及割线迭代方法［１２－１３］ 得到的 ＧＫ 随 φ′
的衰减曲线．计算结果十分接近双折线，同样可以用

最小二乘法拟合成 ＧＫ 关于 φ′的显式函数．
１．４　 纯扭构件任意截面平衡微分方程

１．２ 与 １．３ 小节分别得到了 ＥＩωω－φ″与 ＧＫ－φ′全
过程曲线，将所得的刚度函数代入式（３）可以建立

描述构件整体变形场的微分方程：
Ｆｓ（φ′）φ′（ ｚ） － Ｆω（φ″）φ‴（ ｚ） ＝ Ｔ（ ｚ） ． （２７）

　 　 上式中 Ｆｓ代表按照 １．３ 小节中算法求得的自由

扭转刚度函数，Ｆω代表按照 １．２ 小节中方法求得的

翘曲扭转刚度函数．
一般来说，按照式（２７）所建立的微分方程是高

阶非线性微分方程，很难得到解析解，但是可以利用

数值方法求解． 本节采用经典四阶龙格—库塔

（Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ）方法求解微分方程在结点处的数值

解，并编制了相应的计算程序，求解步长取 ０．１ ｍ．至
此全部计算模型与求解算法已构建完毕，整个计算
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过程需要按顺序执行本文提出的翘曲扭转计算程

序、自由扭转计算程序、非线性微分方程求解程序 ３
个程序模块，程序总运算时间需要 １５ ｍｉｎ．

开始，给定k，选取εd1

解方程组计算α1、γ1、τ1,预估t1

式(24)(17)计算φ′、q1,预估A0,式(14)(16a)计算Ts

根据式(16d)预估t2、t3

预估α2,式(24)计算εd2,解方程组计算α2′

α2=α2′?

解方程组计算γ2、τ2,式(16b)(17)计算q2、t2′

t2=t2′?

预估α3,式(24)计算εd3,解方程组计算α3′

α3=α3′?

解方程组计算γ3、τ3,式(16b)(17)计算q3、t3′

t3=t3′?

式(26)(24)计算φ′、t1′

t1=t1′?

极限荷载？

结束

增加εd1

N

N

N

N

N

N

Y

Y

Y

Y

Y

图 １２　 自由扭转计算程序总流程图

Ｆｉｇ．１２　 Ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｐｒｏｇｒａｍ ｆｏｒ Ｓａｉｎｔ Ｖｅｎａｎｔ ｔｏｒｓｉｏｎ
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图 １３　 自由扭转刚度 ＧＫ 衰减规律（ＴＷＢ－Ａ）
Ｆｉｇ．１３　 Ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｌａｗ ｏｆ Ｓａｉｎｔ Ｖｅｎａｎｔ ｔｏｒｓｉｏｎａｌ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ＧＫ

（ＴＷＢ－Ａ）

２　 非线性分析结果与试验结果对比

为验证所提出计算模型的准确性，运用上述算

法对 ５ 根 Ｕ 型薄壁试验梁进行了全过程模拟分析．５
根试验梁的编号为 ＴＷＢ－Ａ～ ＴＷＢ－Ｅ，其中ＴＷＢ－Ｃ
由 Ｃｏｌｌｉｎｓ 于 １９８１ 年设计完成，其余 ４ 根由本项目

组设计并完成试验［１４］ ．试验梁的示意图与材料参数

见图 １４ 与表 １．表 １ 中 ｆｃ为混凝土轴心抗压强度，ｆｙ
为钢筋屈服强度，单位均为 ＭＰａ，ｄ 代表钢筋直径，
单位为 ｍｍ．

350

500
900

70

200

7350

图 １４　 试验梁示意

Ｆｉｇ．１４　 Ｂｅａｍ ｓｐｅｃｉｍｅｎ

表 １　 试件材料参数

Ｔａｂ．１　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｅｓｔ ｓｐｅｃｉｍｅｎｓ

试件
ｆｃ ／

ＭＰａ

纵筋强度 箍筋强度

ｄ ／ ｍｍ ｆｙ ／ ＭＰａ ｄ ／ ｍｍ ｆｙ ／ ＭＰａ

ＴＷＢ－Ａ ４０ ８．０ ３５３ ６．０ ２４８

ＴＷＢ－Ｂ ４１ ８．０ ３５３ ６．０ ２４８

ＴＷＢ－Ｃ ５２ １５．９ ＼６．４ ３４８ ＼３６２ ６．４ ３６２

ＴＷＢ－Ｄ ５０ １０．０ ５７６ ６．０ ２８８

ＴＷＢ－Ｅ ５１ １０．０ ５７６ ６．０ ２８８

　 　 ５ 根试验梁均采取两端固结、跨中施加集中扭

矩的边界条件．图 １５ 给出了 ５ 根试验梁的扭矩－转
角曲线的试验结果和模拟分析结果．总体上计算曲

线与试验曲线吻合良好，但在接近峰值荷载处，扭转

角的计算值小于试验值．造成这种现象的主要原因

是试验梁同批次的混凝土仅测定了弹性模量和棱柱

体抗压强度，而屈服应变和极限压应变均按照规范

取值，可能使所选用的混凝土本构关系刚度偏大，从
而导致扭转角的计算值偏小．

表 ２ 对比了出现弯曲裂缝荷载、斜裂缝荷载、屈
服荷载以及极限荷载的计算值与试验值，表中 Ｔｅｘｐ

为试验值，Ｔｃａｌｃ为计算值，单位 ｋＮ·ｍ．除 ＴＷＢ－Ａ 的

斜裂缝荷载计算值与试验值差距较大外，Ｕ 型薄壁

构件的弯曲裂缝荷载、纵筋屈服荷载和极限荷载的

试验结果与计算结果均吻合较好．表 ２ 中 ４ 项（共 ２０
个数据）试验值与计算值比值的平均值为 １．０１４，标
准差为 ０．１２７，变异系数为 ０．１２６．
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图 １５　 扭矩－转角试验曲线与分析曲线

Ｆｉｇ．１５　 Ｔｅｓｔｉｎｇ ａｎｄ ａｎａｌｙｓｉｓ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｏｒｑｕｅ－ｒｏｔａｔｉｏｎ

表 ２　 特征荷载点对比

Ｔａｂ．２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｆｅａｔｕｒｅ ｌｏａｄｓ

试件

弯曲开裂荷载 斜裂缝荷载 纵筋屈服荷载 极限承载力

Ｔｅｘｐ ／

（ｋＮ·ｍ）

Ｔｃａｌｃ ／

（ｋＮ·ｍ）
比值

Ｔｅｘｐ ／

（ｋＮ·ｍ）

Ｔｃａｌｃ ／

（ｋＮ·ｍ）
比值

Ｔｅｘｐ ／

（ｋＮ·ｍ）

Ｔｃａｌｃ ／

（ｋＮ·ｍ）
比值

Ｔｅｘｐ ／

（ｋＮ·ｍ）

Ｔｃａｌｃ ／

（ｋＮ·ｍ）
比值

ＴＷＢ－Ａ １７．２９ １９．１３ ０．９０４ ５６．００ ３７．７３ １．４８４ ８５．００ ８７．９０ ０．９６７ １４７．０ １４３．１ １．０２７
ＴＷＢ－Ｂ １９．３０ １９．１３ １．００９ ３６．００ ３７．７３ ０．９５４ ９０．００ ８７．９０ １．０２３ １５１．０ １４３．１ １．０５５
ＴＷＢ－Ｃ ２３．００ ２１．１２ １．０８９ ３９．００ ３６．６４ １．０６４ １９１．０ １８３．８ １．０３９ ２６６．０ ２６０．９ １．０２０
ＴＷＢ－Ｄ ２０．００ ２０．８８ ０．９５８ ３６．００ ３８．３５ ０．９３８ ９４，３４ １０３．３ ０．９１３ ２０７．８ ２０４．４ １．０１７
ＴＷＢ－Ｅ ２２．００ ２０．８８ １．０５４ ３２．００ ３８．３５ ０．８３４ ９８．２０ １０３．３ ０．９５０ １９９．７ ２０４．４ ０．９７７

３　 结　 论

１）基于 Ｖｌａｓｏｖ 开口薄壁梁理论和空间桁架模

型， 本文推导建立了 Ｕ 型薄壁钢筋混凝土受扭构件

非线性分析模型，该模型考虑了材料非线性和薄壁

几何非线性问题，同时兼顾了自由扭转与翘曲扭转

的耦合作用效应．
２）编制了与分析模型相应的分析程序，并对 ５

根 Ｕ 型薄壁钢筋混凝土受扭试验梁进行了非线性全

过程分析．分析结果与试验数据均吻合较好，从而验

证了所提非线性分析模型的正确性．
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