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一种用于结构可靠性分析的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 学习函数
孙志礼， 李　 瑞， 闫玉涛， 王　 健

（东北大学 机械工程与自动化学院， 沈阳 １１０８１９）

摘　 要： 为提高基于 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的结构可靠性分析方法的效率，分析现有学习函数的不足，提出一种新的自适应学习函数

ＶＦ． 该学习函数同时考虑学习点的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 方差和联合概率密度函数值对失效概率估计精度的影响，避免对概率密度函数值

过小的区域抽样造成的样本点浪费，提高了学习效率． 根据 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 方法生成大量候选样本点，定义学习函数最大值点为

最佳样本点；提出一种适合该学习函数的学习停止条件，既保证失效概率的精度又保证学习选点次数较少；分析两个数值算

例． 结果表明：与其他方法相比，所提出方法能够在较少样本数量的情况估计出较准确的失效概率值，其在迭代收敛速度、准
确性及稳定性方面都具有较好的效果，且该方法能够应用于工程中隐式且非线性程度较高情况．
关键词： 结构可靠性；Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型；失效概率；主动学习；蒙特卡罗方法

中图分类号： ＴＢ１１４．３ 文献标志码： Ａ 文章编号： ０３６７－６２３４（２０１７）０７－０１４６－０６

Ａ Ｋｒｉｇｉｎｇ ｂａｓｅｄ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ

ＳＵＮ Ｚｈｉｌｉ， ＬＩ Ｒｕｉ， ＹＡＮ Ｙｕｔａｏ， ＷＡＮＧ Ｊｉａｎ

（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ＆ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ， Ｎｏｒｔｈｅａｓｔｅｒｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｓｈｅｎｙａｎｇ １１０８１９， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｏ ｉｍｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ Ｋｒｉｇｉｎｇ ｂａｓｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ， ａ ｎｅｗ ａｄａｐｔｉｖｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ ＶＦ ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｆｔｅｒ ａｎａｌｙｚｉｎｇ ｔｈｅ ｗｅａｋｎｅｓｓ ｏｆ ｅｘｉｓｔｉｎｇ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ＶＦ
ｃｏｍｂｉｎｅｓ ｖａｒｉａｎｃｅ ａｎｄ ｊｏｉｎｔ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｂｏｔｈ ｏｆ ｗｈｉｃｈ ｃａｎ ａｆｆｅｃｔ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｆａｉｌｕｒｅ
ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ． Ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｃａｎ ａｖｏｉｄ ｗａｓｔｉｎｇ ｓａｍｐｌｅｓ ｃａｕｓｅｄ ｂｙ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｉｎ ｔｈｅ ａｒｅａ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｊｏｉｎｔ
ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ ｌｏｗ， ａｎｄ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ． Ｆｉｒｓｔｌｙ， ａ ｌａｒｇｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｃａｎｄｉｄａｔｅ ｓａｍｐｌｅ
ｐｏｉｎｔｓ ａｒｅ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ， ａｎｄ ｔｈｅ ｐｏｉｎｔ ｔｈａｔ ｍａｘｉｍｉｚｅｓ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｖａｌｕｅ ｉｓ
ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｂｅｓｔ ｏｎｅ． Ｓｅｃｏｎｄｌｙ， ａ ｓｕｉｔａｂｌｅ ｓｔｏｐｐｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ， ｗｈｉｃｈ ｃａｎ ｎｏｔ ｏｎｌｙ ｅｎｓｕｒｅ ｔｈｅ
ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｂｕｔ ａｌｓｏ ｒｅｄｕｃｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｄｒａｍａｔｉｃａｌｌｙ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｗｏ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ ａｒｅ ａｎａｌｙｚｅｄ
ｔｏ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｒｅｑｕｉｒｅｓ ｆｅｗｅｒ ｃａｌｌｓ ｔｏ ｔｈｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｔｈａｎ ｏｔｈｅｒ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｎｄ ｉｔ ｈａｓ ｈｉｇｈ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｓｐｅｅｄ， ｇｏｏｄ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ． Ａｎｄ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｃａｎ ｂｅ ｕｓｅｄ ｉｎ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｗｉｔｈ ｉｍｐｌｉｃｉｔ
ａｎｄ ｈｉｇｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ； Ｋｒｉｇｉｎｇ ｍｏｄｅｌ； ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ； ａｃｔｉｖｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ； Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ

收稿日期： ２０１６－０４－２５
基金项目： 国家科技重大项目（２０１３ＺＸ０４０１１－０１１）
作者简介： 孙志礼（１９５７—），男，教授，博士生导师
通信作者： 孙志礼，ｚｈｌｓｕｎ＠ ｍａｉｌ．ｎｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

　 　 一次二阶矩法、二次可靠性方法、Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ
方法［１］等广泛应用于可靠性分析中． 但是，一次二

阶矩方法、二次可靠性方法等只适用于显式功能函

数，而对于工程问题，大多数情况下功能函数是隐式

函数，这时可以应用数值模拟的方法进行分析． 基

于数值模拟的可靠性分析方法如 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 方法

是求解失效概率直观、精确的一种方法，但是它需要

大量的随机样本，无法在短时间内进行可靠性评估．
代理模型的方法在一定程度上解决了这类隐式可靠

性分析问题，如响应面法［２－６］、人工神经网络方

法［６－７］、支持向量机、Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法等［８－１２］ ． Ｋｒｉｇｉｎｇ 模

型作为一种新的代理模型，最初应用于地质统计学

中，现在，它被应用在可靠性评估中． Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法最

大的特点是不需要建立一个特定的数学模型，即是

一种包含了多项式和变差函数的模型，避免了只有

多项式模型对结构可靠度计算精度的影响． 近十几

年，Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法在工程领域得到了广泛应用［１３］ ．
由于 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型采用 Ｇａｕｓｓｉａｎ 随机过程模拟，

样本集 Ω 在构造 Ｋｒｉｇｉｎｇ 预测模型过程中发挥重要

作用， Ω 的构成对 Ｇ^（ｘ） 精度有很大影响． 通常情况

下，增加 Ω 中样本点数有益于降低代理模型误差，

改善 Ｐ^ ｆ 准确性；然而，样本点数过多会同时增加有

限元数值仿真及 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 方法近似计算 Ｐ ｆ 的计

算量． 因此，需要一种高效抽取样本点的方法，在控

制 Ω 样本点数情况下得到足够精度的代理模型及

Ｐ^ ｆ ． 为此，学者提出学习函数帮助提高抽取样本的

效率．
基于 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的学习函数中，应用最广泛的

是 Ｂｉｃｈｏｎ 等［１４］ 提出的 ＥＦＦ （ Ｅｘｐｅｃｔｅｄ Ｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙ



Ｆｕｎｃｔｉｏｎ） 函数及 Ｅｃｈａｒｄ 等［１５－１６］ 提出的 Ｕ 函数．
ＥＦＦ 函数能够用来度量点 ｘ落在真实极限状态函数

Ｇ（ｘ） ＝ ０ 附近的期望， 而 Ｕ 函数是点 ｘ 系统响应被

错误分类可能性的度量． ＥＦＦ 和 Ｕ 在输入变量 Ｘ 维

数不高情况下效率很高，随着维数的增加效率会逐

渐降低，因此，不适合用于多维情况的可靠性分

析中．
本文基于 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型，根据现有模型的不足，

考虑联合概率密度函数对失效概率预测准确性的影

响，提出了一种新的学习函数及相应的学习停止条

件，将学习函数和学习停止方法与 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 方法

相结合，提出一种新学习方法，并通过两个例子对几

种学习方法进行比较．

１　 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型

Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型是一种高效的插值方法，包含确定

性和随机两个部分，确定性部分一般采用最小二乘

多项式拟合，随机部分为高斯过程． 以最小方差无

偏估计保证差值精度，通过最大似然法或交叉验证

法确定高斯过程相关性参数．
Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型假设功能函数 Ｇ（ｘ） 可表示为

Ｇ（ｘ） ＝ ∑
ｐ

ｈ ＝ １
βｈｇｈ（ｘ） ＋ ｚ（ｘ） ＝ ｇＴ（ｘ）β ＋ ｚ（ｘ） ．

（１）
式中： ｇ（ｘ） ＝ ［ｇ１（ｘ），…，ｇｐ（ｘ）］ Ｔ 是定义在输入变

量 Ｘ 空间内的基函数， β ＝ ［β １，…，β ｐ］ Ｔ 为与 ｇ（ｘ）
对应的回归系数． 本文中暂定 ｇ（ｘ） 为一次多项式．
式（１） 中 ｚ（ｘ） 为零均值同方差高斯过程，ｚ（ｘｉ）、
ｚ（ｘ ｊ） 的协方差为

Ｃｏｖ［ ｚ（ｘｉ），ｚ（ｘ ｊ）］ ＝ σ２Ｒ（ｘｉ，ｘ ｊ；θ） ． （２）
式中： σ２ 是高斯过程的方差． Ｒ（ｘｉ，ｘｊ；θ） 表示 ｚ（ｘｉ）
和 ｚ（ｘｊ） 的相关系数，θ 是相关函数 Ｒ（ｘｉ，ｘｊ；θ） 的参

数． 目前应用最广泛的是高斯相关函数：

Ｒ（ｘｉ，ｘ ｊ；θ） ＝ ∏
Ｍ

ｍ ＝ １
ｅｘｐ［ － θｍ （ｘｍ

ｉ － ｘｍ
ｊ ） ２］ ． （３）

其中， ｘｍ
ｉ 表示向量 ｘｉ 的第 ｍ 个元素．

若已知样本集

Ω ＝ ｛（ｘｉ，ｙｉ），ｉ ＝ １，２，…，Ｎ｝，
式（１） ～ （３）中未知参数 β、σ ２、θ 可通过极大似然法

估计得到，

ｍａｘ Ｌ（θ） ＝ － （Ｎ ｌｎ（ σ^２） ＋ ｌｎ ［ｄｅｔ（Ｒ）］） ．
式中：

σ^２ ＝ １
Ｎ

（Ｙ － ＧＴβ） Ｔ Ｒ －１（Ｙ － ＧＴβ），

β ＝ （ＧＴ Ｒ －１Ｇ） －１ ＧＴ Ｒ －１Ｙ，

Ｇ ＝ ［ｇ（ｘ１），ｇ（ｘ２），…，ｇ（ｘＮ）］ Ｔ，
Ｒ ＝ （Ｒ（ｘｉ，ｘ ｊ；θ）） Ｎ×Ｎ ．

分别用 θ^、 β^、σ^ ２ 表示 θ、β、σ ２ 的极大似然估计值．
点 ｘ 的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 预测值可表示为 Ｙ 的线性组合形式，

Ｇ^（ｘ） ＝ ｃＴ（ｘ）Ｙ． （４）
结合式（１）、（４）的估计误差为

Ｇ^（ｘ） － Ｇ（ｘ） ＝ ｃＴ（ｘ）Ｙ － Ｇ（ｘ） ＝

ｃＴ（ｘ）Ｚ － ｚ ＋ （ＧＴ ｃ（ｘ） － ｇ（ｘ）） Ｔ β^ ．

式中： Ｚ ＝ （ ｚ１，ｚ２，…，ｚＮ） Ｔ ． 要实现 Ｇ^（ｘ） 的最小方差

无偏性［１１］，则 ｃ（ｘ） 需满足，
ｍｉｎ ｖａｒ（ｃＴ（ｘ）Ｚ － ｚ），
ＧＴｃ（ｘ） － ｇ（ｘ） ＝ ０．{ （５）

求式（５）的最优解可得 Ｇ^（ｘ） 的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 表达式为

μＧ（ｘ） ＝ Ｇ^（ｘ） ＝ ｇ（ｘ） β^ ＋ ｒ （ｘ） Ｔγ，

σ ２
Ｇ（ｘ） ＝ σ^ ２（１ ＋ ｕＴ（ｘ） （ＧＴ Ｒ －１Ｆ） －１ｕ（ｘ） －

ｒＴ（ｘ） Ｒ －１ｒ（ｘ）） ．
式中：

γ ＝ Ｒ －１（Ｙ － Ｇβ^），

ｒ（ｘ） ＝ ［Ｒ（ｘ１，ｘ；θ^），…，Ｒ（ｘＮ，ｘ；θ^）］，
ｕ（ｘ） ＝ ＧＴ Ｒ －１ｒ（ｘ） － ｇ（ｘ） ．

２　 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 方法

Ｘ的联合概率密度函数为 ｆ（ｘ），不失一般性，本
文中假设Ｘ服从Ｍ维正态分布． 功能函数Ｇ（ｘ） 将Ｘ
空间分为两部分，即安全域 Ｓｓ ＝ ｛ｘ ｜ Ｇ（ｘ） ＞ ０，
ｘ ∈ ＲＭ｝ 和失效域 Ｓｆ ＝ ｛ｘ ｜ Ｇ（ｘ） ≤０， ｘ∈ＲＭ｝ ． 则
失效概率为

Ｐ ｆ ＝ ∫…∫
Ｇ（ｘ）≤０

ｆ（ｘ）ｄｘ．

　 　 由样本集 Ω 得到的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 预测模型 Ｇ^（ｘ） 估

计失效概率 Ｐ ｆ 值为

Ｐ^ ｆ ＝ ∫…∫
Ｇ^（ ｘ）≤０

ｆ（ｘ）ｄｘ．

　 　 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 方法，以大数定律为理论基础，通
过随机抽样以随机样本失效频率估计失效概率，当

随机样本 ＮＭＣ 足够大时，能够得到足够精度的 Ｐ^ ｆ 值．
在计算量处于可以接受情况下，Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 方法是

鲁棒性最强随机抽样方法． 因此本文中采用 Ｍｏｎｔｅ

Ｃａｒｌｏ 方法近似计算 Ｐ^ ｆ：

Ｐ^ ｆ ≈
１

ＮＭＣ
∑
ＮＭＣ

ｉ ＝ １
Ｉｆ（ Ｇ^（ｘ）） ．

式中： Ｉｆ（·） 是失效域指示函数，通常表示为
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Ｉｆ（ Ｇ^（ｘ）） ＝
１， Ｇ^（ｘ） ≤ ０；

０， Ｇ^（ｘ） ＞ ０．{
Ｐ^ ｆ 的变异系数表示为

δＭＣ ＝
ｖａｒ（ Ｐ^ ｆ）

Ｐ^ ｆ

＝
１ － Ｐ^ ｆ

ＮＭＣ Ｐ^ ｆ

． （６）

３　 学习方法

３．１　 学习函数

目前， 确定样本集 Ω 的方法可分为两类：
１） 随机抽样法． 该方法主要是首先给定 Ω中样

本量 Ｎ０， 采用 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ、拉丁超立方等随机抽样

方法确定 Ω． 此类方法简单易懂，操作方便，但效率

低，容易造成样本点浪费． 特别是输入变量数维数

较大时无法保证 Ω 中各点均匀分布在变量空间内．
２）连续抽样法． 此类方法首先通过随机抽样确

定初始样本Ω０，根据Ω０ 构造初始代理模型；再根据初

始模型提供的统计信息构造“学习函数”，在输入变量

空间或给定样本中寻找学习函数的最大值点或最小

值点，将其加入 Ω０ 中， 重新构造代理模型． 重复以上

过程，直至代理模型或 Ｐ^ｆ 满足一定条件． 该类方法

中，构造恰当的学习函数能够明显加快算法的收敛速

度． 本文基于第 ２ 种方法，提出一种新的学习函数．

由式 Ｐ ｆ ＝ ∫
Ｇ（ｘ）≤０

ｆ（ｘ）ｄｘ 可知，结构失效概率估计

值 Ｐ^ ｆ 的精度取决于 Ｇ^（ｘ） ＝ ０ 与 Ｇ（ｘ） ＝ ０ 间的“距

离”，在 Ｇ^（ｘ） ≠ ０ 的区域，只要 Ｇ^（ｘ） 与 Ｇ（ｘ） 的符

号相同，就不会对 Ｐ^ ｆ 的精度产生影响，当 Ｇ^（ｘ） ＝ ０

与 Ｇ（ｘ） ＝ ０ 完全重合时，Ｐ^ ｆ ＝ Ｐ ｆ ． 因此，本文中提出

在 Ｇ^（ｘ） ＝ ０ 上选取具有“代表性的”点，计算这些点

的结构相应值，更新 Ｇ^（ｘ） ＝ ０， 在迭代过程中使

Ｇ^（ｘ） ＝ ０ 逐渐接近 Ｇ（ｘ） ＝ ０ 直至满足收敛条件．
Ｅｃｈａｒｄ Ｂ 提出如下 Ｕ 函数：

Ｕ（ｘ） ＝｜ μＧ（ｘ） ｜ ／ σＧ（ｘ） ．
Ｕ 的值越小，点 ｘ 符号预测错误的概率越大，如果点

ｘ 在 Ｋｒｉｇｉｎｇ 预测的曲线 Ｇ^（ｘ） ＝ ０ 上，则该点符号预

测错误的概率最大（为 ５０％）． 这时， ｜ μＧ（ｘ） ｜ ＝ ０，
则 σＧ（ｘ） 越大， 点 ｘ 符号预测错误的概率越大．
Ｇ（ｘ） 的概率密度函数 ｆＧ（ｘ） 是 ｘ点对失效概率影响

的大小的重要判断依据． ｆＧ（ｘ） 越大，点 ｘ 对失效概

率的影响越大． 因此，本文中将这两个指标相结合，
提出一种新的学习函数 ＶＦ， 且

ＶＦ ＝ σＧ·ｆＧ（ｘ） ．

其中 ｆＧ（ｘ） 是概率密度函数．
３．２　 学习停止条件

根据文献［１２，１５］，用 ＰＲ ＝Φ（Ｕ） 表示点 ｘ符号

预测正确的概率，则 ＰＷ ＝ Φ（ － Ｕ） 表示该点符号预

测错误的概率． ＡＫ－ＭＣＳ ／ ＡＫ－ＩＳ 的学习停止条件是

Ｕｍｉｎ ＞ ＵＴ， 其中， Φ（ＵＴ） ＝ ０．９９７，ＵＴ ＝ ２．
但是这种学习停止条件过于严格，增加不必要

的迭代次数． 然而，一次计算中，样本点中符号预测

的不确定性与 Ｐ^ ｆ 的许用误差有关，因此提出一种新

的学习停止条件，表达式为

２（
ＮＵ ＜ Ｐ

２
＋ ＮＰ≤Ｕ≤Ｑ·Φ（ － Ｕ）） ≤ α·Ｎｆ ．

式中：用 ＮＵ ＜ Ｐ 表明点 ｘ 的符号的错误概率高，这样

的点作为抽样中一定失效的点． ＮＰ≤Ｕ≤Ｑ 表明点 ｘ 的

符号的错误概率较高，这样的点可用 ＮＰ≤Ｕ≤Ｑ·Φ（ －

Ｕ） 表明其失效的可能性． α 是 Ｐ^ ｆ 的许用误差，在一

次抽样中，失效概率的计算方法为

Ｐ^ ｆ ＝ Ｎｆ ／ ＮＭＣ ．
　 　 如果符号的错误点与失效点相比非常少，就可

以确定失效概率的计算是准确的．

Ｎｕ ＝ ２
ＮＵ ＜ Ｐ

２
＋ ＮＰ≤Ｕ≤Ｑ·Φ（Ｕ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｎｕ ／ Ｎｆ ≤ α． （７）
本文中， Ｐ ＝ １，Ｑ ＝ ２，α ＝ ０．０３．
３．３　 本文提出的学习方法

提出的选取样本点方法的主要步骤为：
步骤 １　 应用拉丁超立方抽样方法随机产生初

始样本点 ＸＤｏＥ ＝ ［ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ］ ．
步骤 ２　 用真实的 Ｇ（ｘ） 计算 ＹＤｏＥ ．
步骤 ３　 用 ＸＤｏＥ 和 ＹＤｏＥ 建立 Ｋｒｉｇｉｎｇ 预测模型，

这里用到的工具是 ＭＡＴＬＡＢ 中的 ＤＡＣＥ 工具箱．
步骤 ４　 用 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 方法生成样本空间 Ｘ ＝

［ｘ１，ｘ２，…，ｘＭＣ］， 计算失效概率 Ｐ^ ｆ 和变异系数，变
异系数的计算方法为式（６）． 如果变异系数 δ ｐｆ ＜
［δ］，转到下一步，否则扩大样本空间 Ｘ 继续计算．

步骤 ５　 在变异系数满足条件时计算 Ｎｕ ／ Ｎｆ ．
步骤 ６　 如果 Ｎｕ ／ Ｎｆ 的值满足学习停止条件见

式（７），结束学习过程，否则转到下一步．

步骤 ７　 通过 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 方法在 Ｇ^（ｘ） ＝ ０上抽

取 Ｋ 个点． 由于这样实现非常困难，给定 Ｕ ＜ ０．０３，
计算点 ｘ 的 Ｕ 值，当点满足 Ｕ ＜ ０．０３，即认为点在

Ｇ^（ｘ） ＝ ０ 上． 计算 Ｋ 个点的 ＶＦ 值，取得到最大值的

点加入到样本空间 ＸＤｏＥ 中，更新样本空间， 转到步

骤 ３ 建立新的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 预测模型．
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４　 算例分析

４．１　 二维模型

这是一个 ２ 维随机变量小失效概率的例子，选
自文献［１７］，功能函数如下：

Ｇ（ｘ１，ｘ２） ＝ ｘ１ｘ２ － １ ５００．
其中： ｘ１、ｘ２ 服从正态分布，且相互独立． μ ｘ１

＝ ３８，
σ ｘ１

＝ ３．８，μ ｘ２
＝ ５４，σ ｘ２

＝ ２．７． 算例结果见表 １．
表 １　 二维模型算例结果

Ｔａｂ．１　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ｗｉｔｈ ２－ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ

方法 Ｎｃａｌｌ Ｐ^ｆ ／ １０－３ δＰｆ ／ ％ εＰｆ
／ ％

ＭＣＳ ３×１０５ ６．３０３ ２．２９ －
ＡＢＣ－Ｋｒｉｇｉｎｇ ３６ ６．５００ ２．４３ ３．１３
ＡＫ－ＳＳＩＳ ９ ６．３０３ ２．２９ ＜０．１

４＋４ ６．３ ０．４２ ＜０．１

Ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ
４＋６ ６．３ ０．４３ ＜０．１
４＋４ ６．３ ０．４３ ＜０．１
４＋６ ６．３ ０．４３ ＜０．１

　 　 根据本文算法流程编制 ＭＡＴＬＡＢ 程序，首先用

拉丁超立方的方法选择 ４ 个初始样本点，建立 Ｋｒｉｇｉｎｇ
模型，通过主动学习，更新初始的样本空间，重新建立

了新的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型． 本算例在调用学习函数 ４ 次时，
到达学习停止条件． 由于本算法使用较少的样本空

间，因此有较好的效率，在进行 ４ 次运算时，样本空间

数量少且稳定，得到的失效概率也非常一致，从而证

明了本文提出的算法有较高的稳定性． 图 １ 描述了不

同的调用次数时 Ｋｒｉｇｉｎｇ 拟合的功能函数与真实的功

能函数的匹配情况，如图 １（ｃ）所示在调用学习函数 ４
次时，两条曲线基本重合． 图 ２（ａ）描述了在调用学习

函数过程中失效概率的变化． 图 ２（ｂ）描述了在调用

学习函数过程中学习停止条件值的变化． 从图 ２ 中可

以看出，学习停止条件到达时，失效概率刚好收敛，可
见本文提出的学习停止条件是实用的．

5

0

-5 0 5
x1

x 2

5

0

-5

x 2

0 5
x1

5

0

-5

x 2

0 5
x1

(a)调用0次学习函数时曲线 (b)调用2次学习函数时曲线 (c)调用4次学习函数时曲线
图 １　 预测极限状态的收敛情况

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｏｆ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｌｉｍｉｔ ｓｔａｔｅ
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图 ２　 初始样本点为 ４ 时失效概率和学习停止条件折线图

Ｆｉｇ．２　 Ｂｒｏｋｅｎ ｌｉｎｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ Ｐ^ｆ ａｎｄ Ｎｕ ／ Ｎｆ ｗｉｔｈ ｉｎｉｔｉａｌ ＤｏＥ＝ ４

４．２　 六维模型

６维随机变量非线性系统例子见文献［２－３，７－８，１５］，
系统如图 ３ 所示，功能函数如下：

ｇ Ｃ１，Ｃ２，Ｍ，Ｒ，Ｔ１，Ｆ１( ) ＝ ３Ｒ －
２Ｆ１

Ｍω ２
０

ｓｉｎ
ω ０Ｔ１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

式中ω０ ＝ （Ｃ１ ＋ Ｃ２） ／ Ｍ．各变量的分布参数见表 ２．

C2

C1

M

T1

F(t)

Z(t) F1

t

F(t)

图 ３　 非线性系统

Ｆｉｇ．３　 Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ
表 ２　 变量分布信息

Ｔａｂ．２　 Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ

变量 分布 均值 标准差

Ｃ１ 正常 １．０ ０．１
Ｃ２ 正常 ０．１０ ０．０１
Ｍ 正常 １．００ ０．０５
Ｒ 正常 ０．５０ ０．０５
Ｔ１ 正常 １．０ ０．２
Ｆ１ 正常 ０．４５０ ０．０７５
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　 　 首先，用拉丁超立方的方法选择 １５ 个初始样本

点，建立 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型，通过主动学习，更新初始的样本

空间，重新建立了新的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型． 本算例进行 ４ 次

计算，结果列于表 ３ 和图 ４． 与其他方法相比，本文提出

的方法需要更少的迭代步骤，且具有较高的稳定性．
然后，分别用用拉丁超立方的方法选择 １０ 和

２０ 个初始样本点，计算结果列于表 ３ 和图 ５． 图 ５ 描

述了在不同数量的初始样本空间时，函数的收敛情

况． 由图 ５ 可见，初始样本空间的数量对收敛数度

有一定的影响，但是影响不大，且都在样本数为 ５０
左右收敛．

表 ３　 六维模型算例结果

Ｔａｂ．３　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ｗｉｔｈ ６⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ

方法 Ｎｃａｌｌ Ｐ＾ ｆ ／ １０－２ δＰｆ ／％ εＰｆ
／％

ＭＣＳ ７×１０４ ２．８３４ ２．２０ －　
ＡＫ－ＭＣＳ＋Ｕ ５８ ２．８３４ ２．２０ ＜０．１０
ＡＫ－ＩＳ＋Ｕ ２９＋３８ １．５３０ ２．７０ －４６．０１

ＡＫ－ＳＳＩＳ＋Ｕ ２９＋２７ １．５４０ ２．５９ －４５．６０
ＡＫ－ＭＣＳ＋ＥＦＦ ５６ ２．８５０ ２．２０ ０．１６

１０＋３８ ２．８６０ ０．５９ ０．９２
１５＋３７ ２．８３０ ０．５９ －０．１４
１５＋３０ ２．８４０ ０．５９ ０．２１

Ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ
１５＋３２ ２．９００ ０．５９ ２．３３
１５＋３４ ２．８５０ ０．５９ ０．５６
２０＋３１ ２．８７０ ０．５９ １．２７
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图 ４　 初始样本点＝１５ 时失效概率和学习停止条件折线图

Ｆｉｇ．４　 Ｂｒｏｋｅｎ ｌｉｎｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ Ｐ^ｆ ａｎｄ Ｎｕ ／ Ｎｆ ｗｉｔｈ ｉｎｉｔｉａｌ ＤｏＥ＝ １５
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图 ５　 不同初始样本点时失效概率和学习停止条件折线图

Ｆｉｇ．５　 Ｂｒｏｋｅｎ ｌｉｎｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ Ｐ
＾

ｆ ａｎｄ Ｎｕ ／ Ｎｆ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ

ＤｏＥ

５　 结　 论

１）本文利用 Ｋｒｉｇｉｎｇ 随机特性，结合现有学习函

数的不足，提出了一种新的学习函数 ＶＦ， 该方法将
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方差与联合概率密度函数相结合，提高选点的效率

和稳定性．
２）提出一种学习停止条件，既能保证失效概率

计算的准确性，又不至于过于严格而造成不必要的

迭代． 并结合学习函数 ＶＦ 提出一种学习选点方法．
３）数值算例计算结果表明，本文提出的学习方

法具有较高的效率，稳定性和精度．
４）本文方法在建模迭代过程中没有对结构功

能函数线性、非线性形式，及隐式、显式情况做特定

假设，因此，理论上该方法能够应用于工程中隐式且

非线性程度较高情况．
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