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摘　 要： 含有区间状态时滞的系统在实际中有重要的应用，如它可以方便地描述一类网络控制系统． 本文对含有区间状态时

滞的线性离散系统考虑了稳定性分析与状态反馈控制器设计问题． 为研究该类系统的稳定性，通过引入二重求和和三重求和

构造了新型的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ－Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函． 在对所构造的泛函处理其差分的过程中，利用了基于 Ａｂｅｌ 引理的有限和不等式技术

以及时滞分割方法，进而提出了该类系统稳定的线性矩阵不等式充分性条件． 相对于以往的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函，本文所提出的

Ｌｙａｐｕｎｏｖ－Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函包含更多的时滞信息，而且所采用的差分处理方法不涉及原系统的模型变化，因而所提出的渐近稳

定充分条件具有较低保守性． 另外，相对于以前存在的自由权矩阵方法，本文所提出的方法具有较少的可行性变量矩阵，因而

能有效地降低计算量． 基于所提出的稳定性条件，本文进一步提出了无记忆状态反馈镇定控制器的设计方法． 所提出镇定控

制器设计方法也通过线性矩阵不等式给出，具有很好的数值稳定性． 最后，通过数值算例验证了所提方法的正确性和有效性．
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　 　 实际系统测量元件或测量过程中总是不可避免

地存在信号传递时间延迟，这种现象普遍存在，也深

受学者的广泛关注和研究［１］ ． 区间时变时滞是学者

们的研究热点［２－５］，而网络控制系统便是区间时变

时滞动态系统的一个典型例子［６］ ． 利用频域法对时

滞系统进行分析和设计，其求解并不容易，因而基于

时域方法对时滞系统进行分析得到了广泛研究，特
别是在系统存在不确定性时异常困难． 时滞相关稳

定性研究一般首先在时域空间内构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ －
Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函，通过模型变换以及交叉项界定技术

或者自由权矩阵方法［７］ 得到系统稳定性的充分条

件． 其中自由权矩阵法直接对二次型积分项进行界

定，避免了模型变换，获得了较小保守性的时滞相关

稳定性条件［８］ ．
具有区间时滞的离散系统的稳定性、镇定以及



Ｈ∞ 控制问题同样也得到了广泛关注． 文献［９］结合

广义系统模型变换法和 Ｍｏｏｎ 不等式研究了离散系

统的保代价控制问题． 文献［１０］研究了时变时滞离

散系统输出反馈 Ｈ∞ 控制问题． 文献［１１］应用自由

权矩阵法求得时滞系统的稳定性判据．
本文结合增广型泛函［１２］ 与时滞分割方法［１３］ 构

造新型的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ－Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函，在处理泛函过

程中采用基于 Ａｂｅｌ 引理的有限和不等式技术［１４］，
获得了保守性更小的稳定性分析结果．

１　 问题描述

考虑离散时滞系统

ｘ（ｋ ＋ １） ＝ Ａｘ（ｋ） ＋ Ａｄｘ（ｋ － ｄ（ｋ）），
ｘ（ｋ） ＝ φ（ｋ）， ｋ ＝ － ｈＭ， － ｈＭ ＋ １，…，０．{ （１）

式中： ｘ（ｋ） ∈ Ｒｎ 为系统的状态向量， Ａ，Ａｄ ∈ Ｒｎ×ｎ

为恒定适维的系统矩阵， φ（ｋ） 为初始条件序列，时
滞 ｄ（ｋ） 满足：

０ ≤ ｈｍ ≤ ｄ（ｋ） ≤ ｈＭ ． （２）
设计状态反馈控制律

ｕ（ｋ） ＝ Ｋｘ（ｋ） ． （３）
系统（１）在控制器（３）的作用下得到如下闭环系统：
ｘ（ｋ ＋ １） ＝ Ａｘ（ｋ） ＋ Ａｄｘ（ｋ － ｄ（ｋ）） ＋ Ｂｕｕ（ｋ），
ｘ（ｋ） ＝ φ（ｋ）， ｋ ＝ － ｈＭ， － ｈＭ ＋ １，…，０．{

（４）
　 　 首先分析系统（１）的稳定性条件，然后设计状

态反馈控制器（３）使系统（４）渐近稳定．
为便于表述，现将文中用到的引理归纳如下．
引理 １［１５］（Ｓｃｈｕｒ 补性质）　 给定分块矩阵

Ｓ ＝
Ｓ１１ Ｓ１２

ＳＴ
１２ Ｓ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

则下述条件是等价的：
１） Ｓ ＜ ０；
２） Ｓ１１ ＜ ０，Ｓ２２ － ＳＴ

１２Ｓ
－１
１１ Ｓ１２ ＜ ０；

３） Ｓ２２ ＜ ０， Ｓ１１ － Ｓ１２Ｓ
－１
２２ ＳＴ

１２ ＜ ０．
引理 ２［１４］ 　 对于常数矩阵 Ｒ，Ｒ ＝ ＲＴ ＞ ０ 以及

整数 ｒ２ － ｒ１ ＞ １ 有下述不等式成立：

∑
ｒ２－１

ｊ ＝ ｒ１

ηＴ（ ｊ）Ｒη（ ｊ） ≥ １
ρ１
νＴ

１Ｒν１ ＋
３ρ２

ρ１ρ３
νＴ

２Ｒν２ ．

其中

η（ ｊ） ＝ ｘ（ ｊ ＋ １） － ｘ（ ｊ），ρ １ ＝ ｒ２ － ｒ１，ρ ２ ＝ ｒ２ －
ｒ１ －１，ρ ３ ＝ ｒ２ － ｒ１ ＋ １，ν１ ＝ ｘ（ ｒ２） － ｘ（ ｒ１）， ν２ ＝

ｘ（ ｒ２） ＋ ｘ（ ｒ１） － ２
ｒ２ － ｒ１ － １∑

ｒ２－１

ｊ ＝ ｒ１＋１
ｘ（ ｊ） ．

引理 ３［１６］ 　 对于任意恒定适维矩阵 Ｚ ＞ ０ 及标

量 ｈ２ ＞ ｈ１ ＞ ０， 有下面不等式成立：

∑
ｋ－ｈ１－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ２

ωＴ（ｉ）Ｚω（ｉ） ≥ １
ｈ１２

∑
ｋ－ｈ１－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ２

ω（ｉ）( )
Ｔ
Ｚ ∑

ｋ－ｈ１－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ２

ω（ｉ）( ) ．

２　 主要结果

考虑系统（１），设 Ｎ 为大于零的正整数，利用

ｈｉ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ＋ １， 对时滞区间进行如下分割：
ｈｍ ＝ ｈ１ ＜ ｈ２ ＜ ，…， ＜ ｈＮ ＜ ｈＮ＋１ ＝ ｈＭ，

用 δ 表示子区间的长度：

δ ＝
ｈｉ ＋１ － ｈｉ ＝⌊

ｈＭ － ｈｍ

Ｎ
」，　 ｉ ＝ １，…，Ｎ － １；

ｈＭ － ｈｉ， 　 ｉ ＝ Ｎ．

ì

î

í

ïï

ïï

其中 ⌊∗」 表示向下取整． 则有以下定理．
定理 １　 对于给定的常数 ｈｍ 和 ｈＭ，如果存在正

定对称矩阵

Ｐ ＝
Ｐ１１ Ｐ１２ Ｐ１３

∗ Ｐ２２ Ｐ２３

∗ ∗ Ｐ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

．

Ｑｉ，Ｚ ｉ，Ｒｉ，ｉ ＝ ２，３， 以及适当维数的自由矩阵 Ｙ 使得

如下线性矩阵不等式成立：

Ξｉ ＝
［φｉｊ］ ６×６ θＴＰ１１ ΥＴＵ

∗ － Ｐ１１ ０
∗ ∗ － Ｕ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ．

（５）
则系统（１）是渐近稳定的． 在式（５）中，

ＹＴ ＝ Ｙ１
Ｔ Ｙ２

Ｔ Ｙ３
Ｔ Ｙ４

Ｔ ０ ０[ ] ，

Υ ＝ Ａ － Ｉ ０ Ａｄ ０ ０ ０[ ] ，
θ ＝ Ａ ０ Ａｄ ０ ０ ０[ ] ；

　 φ１１ ＝ － Ｐ１１ ＋ ＡＴＰ１２ ＋ ＰＴ
１２Ａ ＋ Ｐ２２ ＋ Ｑ２ ＋ Ｑ３ ＋

１ － ２ｈｉ

３
Ｚ２ －

２ｈｉ

ｈｉ ＋ １
Ｒ２ － ２ δ

δ ＋ １
Ｒ３；

φ１２ ＝ ＡＴ（Ｐ１３ － Ｐ１２） － Ｐ２２ ＋ Ｐ２３ －
ｈｉ ＋ １

３
Ｚ２；

　 　 φ１３ ＝ ＰＴ
１２Ａｄ ＋ Ｙ１， φ１４ ＝ － ＡＴＰ１３ － Ｐ２３ － Ｙ１；

φ１５ ＝ （Ａ － Ｉ） ＴＰ１２ ＋ Ｐ２２ ＋ Ｚ２ ＋ ２
ｈｉ ＋ １

Ｒ２；

φ１６ ＝ （Ａ － Ｉ） ＴＰ１３ ＋ Ｐ２３ ＋ Ｚ２ ＋ ２
δ ＋ １

Ｒ３；

φ２２ ＝ Ｐ２２ － Ｐ２３ － ＰＴ
２３ ＋ Ｐ３３ ＋ Ｑ２ －

２ｈｉ ＋ ５
３

Ｚ２ －

２
ｈｉ － １

Ｚ２ ＋ １ － ２δ
３

Ｚ３；

φ２３ ＝ （Ｐ１３ － Ｐ１２） ＴＡｄ ＋ Ｙ２；

φ２４ ＝ Ｐ２３ － Ｐ３３ － δ ＋ １
３

Ｚ３ － Ｙ２；
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φ２５ ＝ － Ｐ２２ ＋ ＰＴ
２３ ＋ Ｚ２ ＋ ２

ｈｉ － １
Ｚ２；

φ２６ ＝ － Ｐ２３ ＋ ＰＴ
３３ ＋ Ｚ３；

φ３３ ＝ Ｙ３ ＋ ＹＴ
３；

φ３４ ＝ － Ａｄ
ＴＰ１３ － Ｙ３ ＋ ＹＴ

４；
φ３５ ＝ ＡＴ

ｄＰ１２，φ３６ ＝ ＡＴ
ｄＰ１３；

φ４４ ＝ Ｐ３３ ＋ Ｑ３ － ２δ ＋ ５
３

Ｚ３ － ２
δ － １

Ｚ３ － Ｙ４ － ＹＴ
４；

φ４５ ＝ － ＰＴ
２３，φ４６ ＝ － Ｐ３３ ＋ Ｚ３ ＋ ２

δ － １
Ｚ３；

φ５５ ＝ － ２
ｈｉ － １

Ｚ２ － １
ｈｓ
Ｒ２，φ５６ ＝ ０；

φ６６ ＝ － ２
δ － １

Ｚ３ － １
ｈｄ
Ｒ３；

Ｕ ＝
ｈｉ ＋ １

６
ｈ２
ｉ Ｚ２ ＋ δ ＋ １

６
δ ２Ｚ３ ＋

ｈｉ（ｈｉ ＋ １）
２

Ｒ２ ＋

δ（δ ＋ １）
２

Ｒ３；

ｈｓ ＝
ｈｉ（ｈｉ ＋ １）

２
，ｈｄ ＝ δ（δ ＋ １）

２
．

证明　 首先证明定理 １ 在 ｄ（ｋ） ∈ ［ｈ２，ｈ３］ 子

区间段时成立，进而将结论推广到一般的时滞区间

中，即 ｄ（ｋ） ＝ ［ｈｉ，ｈｉ ＋１］（ ｉ ＝ １，２，…，Ｎ） 时，定理 １ 成

立．
构造如下 Ｌ－Ｋ 泛函：
Ｖ２（ｋ） ＝ Ｖ２１（ｋ） ＋ Ｖ２２（ｋ） ＋ Ｖ２３（ｋ），

Ｖ２１（ｋ） ＝ εＴ
２（ｋ）

Ｐ１１ Ｐ１２ Ｐ１３

∗ Ｐ２２ Ｐ２３

∗ ∗ Ｐ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ε２（ｋ），

ε２（ｋ） ＝ ｘＴ（ｋ） ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ２

ｘＴ（ ｉ） ∑
ｋ－ｈ２－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ３

ｘＴ（ ｉ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ

，

Ｖ２２（ｋ） ＝ ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ２

ｘＴ（ｉ）Ｑ２ｘ（ｉ） ＋ ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ３

ｘＴ（ｉ）Ｑ３ｘ（ｉ） ＋

ｈ２（ｈ２ ＋ １）
６ ∑

－１

θ ＝ －ｈ２
∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ＋θ
ΔｘＴ（ｉ）Ｚ２Δｘ（ｉ） ＋

δ（δ ＋ １）
６ ∑

－ｈ２－１

θ ＝ －ｈ３
∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ＋θ
ΔｘＴ（ ｉ）Ｚ３Δｘ（ ｉ），

Ｖ２３（ｋ） ＝ ∑
－１

ｍ ＝ －ｈ２
∑
－１

ｊ ＝ ｍ
∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ＋ｊ
ΔｘＴ（ ｉ）Ｒ２Δｘ（ ｉ） ＋

∑
－ｈ２－１

ｍ ＝ －ｈ３
∑
－１

ｊ ＝ ｍ
∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ＋ｊ
ΔｘＴ（ ｉ）Ｒ３Δｘ（ ｉ） ．

对 Ｖ２（ｋ） 做前向差分，则有：
ΔＶ２１（ｋ） ＝ εＴ

２（ｋ ＋ １）Ｐε２（ｋ ＋ １） － εＴ
２（ｋ）Ｐε２（ｋ） ＝

２εＴ
２（ｋ）ＰΔε２（ｋ） ＋ ΔεＴ

２（ｋ）ＰΔε２（ｋ），
其中：

Δε２（ｋ） ＝

ΔｘＴ（ｋ） ｘＴ（ｋ） － ｘＴ（ｋ － ｈ２） ｘＴ（ｋ － ｈ２） － ｘＴ（ｋ － ｈ３）[ ]
Ｔ，

ΔＶ２２（ｋ）＝ ｘＴ（ｋ）（Ｑ２ ＋Ｑ３）ｘ（ｋ） － ｘＴ（ｋ － ｈ２）Ｑ２ｘ（ｋ － ｈ２）
－ ｘＴ（ｋ － ｈ３）Ｑ３ｘ（ｋ － ｈ３） ＋

ΔｘＴ（ｋ）
ｈ２ ＋ １

６
ｈ２
２Ｚ２ ＋

δ ＋ １
６

δ２Ｚ３
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Δｘ（ｋ） －

ｈ２（ｈ２ ＋ １）
６ ∑

ｋ－１

ｉ ＝ｋ－ｈ２

ΔｘＴ（ｉ）Ｚ２Δｘ（ｉ） －

δ（δ ＋ １）
６ ∑

ｋ－ｈ２－１

ｉ ＝ｋ－ｈ３

ΔｘＴ（ｉ）Ｚ３Δｘ（ｉ）．

应用引理 ２，得到

　 ΔＶ２２（ｋ） ≤ ｘＴ（ｋ）（Ｑ２ ＋ Ｑ３）ｘ（ｋ） － ｘＴ（ｋ －
　 　 ｈ２）Ｑ２ｘ（ｋ － ｈ２） － ｘＴ（ｋ － ｈ３）Ｑ３ｘ（ｋ － ｈ３） ＋

　 　 ΔｘＴ（ｋ）

ｈ２ ＋ １
６

ｈ２
２Ｚ２ ＋

　 　 δ ＋ １
６

δ ２Ｚ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Δｘ（ｋ） ＋

　 　
１ － ２ｈ２

３
ｘＴ（ｋ）Ｚ２ｘ（ｋ） －

　 　
２ ｈ２ ＋ １( )

３
ｘＴ（ｋ）Ｚ２ｘ（ｋ －ｈ２） ＋ ２ｘＴ（ｋ）Ｚ２∑

ｋ－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ２

ｘ（ｉ） －

　 　
２ｈ２ ＋ ５

３
ｘＴ（ｋ － ｈ２）Ｚ２ｘ（ｋ － ｈ２） －

　 　 ２
ｈ２ － １

ｘＴ（ｋ － ｈ２）Ｚ２ｘ（ｋ － ｈ２） ＋

　 　 （２ ＋ ４
ｈ２ － １

）ｘＴ（ｋ － ｈ２）Ｚ２ ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ２

ｘ（ ｉ） －

　 　 ２
ｈ２ － １ ∑

ｋ－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ２

ｘＴ（ ｉ）Ｚ２ ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ２

ｘ（ ｉ） ＋

　 　 １ － ２δ
３

ｘＴ（ｋ － ｈ２）Ｚ３ｘ（ｋ － ｈ２） －

　 　 ２（δ ＋ １）
３

ｘＴ（ｋ － ｈ３）Ｚ３ｘ（ｋ － ｈ３） ＋

　 　 ２ｘＴ（ｋ － ｈ２）Ｚ３ ∑
ｋ－ｈ２－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ３

ｘ（ ｉ） －

　 　 ２δ ＋ ５
３

ｘＴ（ｋ － ｈ３）Ｚ３ｘ（ｋ － ｈ３） ＋

　 　 （２ ＋ ４
δ － １

）ｘＴ（ｋ － ｈ３）Ｚ３ ∑
ｋ－ｈ２－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ３

ｘ（ ｉ） －

　 　 ２
δ － １ ∑

ｋ－ｈ２－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ３

ｘＴ（ ｉ）Ｚ３ ∑
ｋ－ｈ２－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ３

ｘ（ ｉ） －

　 　 ２
δ － １

ｘＴ（ｋ － ｈ３）Ｚ３ｘ（ｋ － ｈ３），

　 　 ΔＶ２３（ｋ） ＝ ｈｓΔｘＴ（ｋ）Ｒ２Δｘ（ｋ） －

　 　 ∑
－１

ｊ ＝ －ｈ２
∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ＋ｊ
ΔｘＴ（ ｉ）Ｒ２Δｘ（ ｉ） ＋
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　 　 ｈｄΔｘＴ（ｋ）Ｒ３Δｘ（ｋ） － ∑
－ｈ２－１

ｊ ＝ －ｈ３
∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ＋ｊ
ΔｘＴ（ ｉ）Ｒ３Δｘ（ ｉ） ．

应用引理 ３，可得到：
ΔＶ２３（ｋ） ≤ ｈｓΔｘＴ（ｋ）Ｒ２Δｘ（ｋ） ＋ ｈｄΔｘＴ（ｋ）Ｒ３Δｘ（ｋ） －

　 　 １
ｈｓ

ｈ２
２ｘＴ（ｋ）Ｒ２ｘ（ｋ） － ２ｈ２ ∑

ｋ－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ２

ｘＴ（ ｉ）Ｒ２ｘ（ｋ） ＋[

　 　 ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ２

ｘＴ（ｉ）Ｒ２ ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ２

ｘ（ｉ） ] － １
ｈｄ

δ２ｘＴ（ｋ）Ｒ３ｘ（ｋ） －[

　 　 ２δ ∑
ｋ－ｈ２－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ３

ｘＴ（ ｉ）Ｒ３ｘ（ｋ） ＋ ∑
ｋ－ｈ２－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ３

ｘＴ（ ｉ）Ｒ３ ∑
ｋ－ｈ２－１

ｉ ＝ ｋ－ｈ３

ｘ（ ｉ） ] ，

　 ΔＶ２（ｋ） ＝ ΔＶ２１（ｋ） ＋ ΔＶ２２（ｋ） ＋ ΔＶ２３（ｋ） ＋
　 　 ２η Ｔ（ｋ）Ｙ［ｘ（ｋ － ｄ（ｋ）） － ｘ（ｋ － ｈ３） －

　 　 ∑
ｋ－ｄ（ｋ） －１

ｉ ＝ ｋ－ｈ３

Δｘ（ ｉ）］ ≤ η Ｔ（ｋ）（Φ ＋ ΥＴＵΥ ＋

　 　 ΘＴＰ１１Θ）η（ｋ） ．
基于 Ｓｃｈｕｒ 补引理，即可证得当 ｉ ＝ ２ 时定理 １ 成立．

不失一般性，当 ｄ（ｋ） ∈ ［ｈｉ，ｈｉ ＋１］，ｉ ＝ １，２，…，
Ｎ 时，构造如下的 Ｌ－Ｋ 泛函：

ΔＶｉ（ｋ） ＝ Ｖｉ１（ｋ） ＋ Ｖｉ２（ｋ） ＋ Ｖｉ３（ｋ），

Ｖｉ１（ｋ） ＝ εＴ
ｉ （ｋ）

Ｐ１１ Ｐ１２ Ｐ１３

∗ Ｐ２２ Ｐ２３

∗ ∗ Ｐ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ε ｉ（ｋ），

　 Ｖｉ２（ｋ） ＝ ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ－ｈｉ

ｘＴ（ ｉ）Ｑ２ｘ（ ｉ） ＋ ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ－ｈｉ＋１
ｘＴ（ ｉ）Ｑ３ｘ（ ｉ） ＋

ｈｉ ｈｉ ＋ １( )

６ ∑
－１

θ ＝ －ｈｉ
∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ＋θ
ΔｘＴ（ ｉ）Ｚ２Δｘ（ ｉ） ＋

δ δ ＋ １( )

６ ∑
－ｈｉ－１

θ ＝ －ｈｉ＋１
∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ＋θ
ΔｘＴ（ ｉ）Ｚ３Δｘ（ ｉ），

Ｖｉ３（ｋ） ＝ ∑
－１

ｍ ＝ －ｈｉ
∑
－１

ｊ ＝ ｍ
∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ＋ｊ
ΔｘＴ（ ｉ）Ｒ２Δｘ（ ｉ） ＋

∑
－ｈｉ－１

ｍ ＝ －ｈｉ＋１
∑
－１

ｊ ＝ ｍ
∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｋ＋ｊ
ΔｘＴ（ ｉ）Ｒ３Δｘ（ ｉ） ．

采用同样的方法可证明 ｄ（ｋ） ∈ ［ｈｉ，ｈｉ ＋１］， ｉ ＝ １，２，
…，Ｎ 时，系统（１） 渐近稳定．

说明 １　 定理 １ 针对每一段时滞分割区间设计

了新的 Ｌ－Ｋ 泛函，其中增广项 Ｖｉ１（ｋ）， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ
和三重求和项 Ｖｉ３（ｋ）， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，充分利用了系

统的时滞信息，为降低结论的保守性起到积极作用．
在泛函差分处理过程中不涉及模型变换，而是利用

文献［１４］所提出的基于 Ａｂｅｌ 引理的有限和不等式，
直接给出 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函差分更紧的上界，因此可减

少结论的保守性和计算的复杂性．
根据定理 １ 可以进一步推导出使离散时滞系统

（４）保持渐近稳定的镇定器设计方法．
定理 ２　 考虑离散时滞系统（４），给定时滞上下

界 ｈｍ、ｈＭ， 如果存在正定对称矩阵

Ｐ
－
＝

Ｘ Ｐ
－

１２ Ｐ
－

１３

∗ Ｐ
－

２２ Ｐ
－

２３

∗ ∗ Ｐ
－

３３

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

．

Ｑ
－

ｉ， Ｚ
－

ｉ，Ｒ
－

ｉ，ｉ ＝ ２，３，Ｘ，Ｊ以及 Ｋ
＾
和适当维数的自由矩

阵 Ｙ
－
使得如下 ＬＭＩｓ 成立：

Ξｉ ＝

［φ
－

ｉｊ］６×６ ＸΘＴ ＸΥＴ Γ Λ
∗ － Ｘ ０ ０ ０

∗ ∗ Ｕ
－
－ ２Ｘ ０ ０

∗ ∗ ∗ － Ｊ ０
∗ ∗ ∗ ∗ Ｊ － ２Ｘ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

＜ ０，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ． （６）
则在如下状态反馈控制器的作用下系统（４）渐近稳

定：

ｕ（ｋ） ＝ Ｋｘ（ｋ） ＝ Ｋ
＾
Ｘ －１ｘ（ｋ），

其中：
ＹＴ ＝ Ｙ１

Ｔ Ｙ２
Ｔ Ｙ３

Ｔ Ｙ４
Ｔ ０ ０[ ] ，

Θ ＝ Ａ ＋ ＢｕＫ ０ Ａｄ ０ ０ ０[ ] ，
Υ ＝ Ａ ＋ ＢｕＫ － Ｉ ０ Ａｄ ０ ０ ０[ ] ，

Γ ＝ Ｐ
－

１２ Ｐ
－

１３ － Ｐ
－

１２ ０ － Ｐ
－

１３ Ｐ
－

１２ Ｐ
－

１３ ０ ０[ ]
Ｔ
，

Λ ＝ （ＡＸ ＋ ＢｕＫ
＾
） Ｔ ０ ＸＡｄ ０ ０ ０ ０ ０[ ]

Ｔ
，

φ
－

１１ ＝ － Ｘ ＋ Ｐ
－

２２ ＋ Ｑ
－

２ ＋ Ｑ
－

３ ＋
１ － ２ｈｉ

３
Ｚ
－

２ －
２ｈｉ

ｈｉ ＋ １
Ｒ
－

２ －

２ δ
δ ＋ １

Ｒ
－

３，

φ
－

１２ ＝ － Ｐ
－

２２ ＋ Ｐ
－

２３ －
ｈｉ ＋ １

３
Ｚ
－

２，φ
－

１３ ＝ Ｙ
－

１，

φ
－

１４ ＝ － Ｐ
－

２３ － Ｙ
－

１，φ
－

１５ ＝ － Ｐ
－

１２ ＋ Ｐ
－

２２ ＋ Ｚ
－

２ ＋ ２
ｈｉ ＋ １

Ｒ
－

２，

φ
－

１６ ＝ － Ｐ
－

１３ ＋ Ｐ
－

２３ ＋ Ｚ
－

２ ＋ ２
δ ＋ １

Ｒ
－

３，

φ
－

２２ ＝ Ｐ
－

２２ － Ｐ
－

２３ － Ｐ
－
Ｔ
２３ ＋ Ｐ

－

３３ ＋ Ｑ
－

２ －
２ｈｉ ＋ ５

３
Ｚ
－

２ －

２
ｈｉ － １

Ｚ
－

２ ＋ １ － ２δ
３

Ｚ
－

３，

φ
－

２３ ＝ Ｙ
－

２，φ
－

２４ ＝ Ｐ
－

２３ － Ｐ
－

３３ － δ ＋ １
３

Ｚ
－

３ － Ｙ
－

２，

φ
－

２５ ＝ － Ｐ
－

２２ ＋ Ｐ
－
Ｔ
２３ ＋ Ｚ

－

２ ＋
２

ｈｉ － １
Ｚ
－

２，φ
－

２６ ＝ － Ｐ
－

２３ ＋

Ｐ
－
Ｔ
３３ ＋ Ｚ

－

３，
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φ
－

３３ ＝ Ｙ
－

３ ＋ Ｙ
－
Ｔ
３，φ

－

３４ ＝ － Ｙ
－

３ ＋ Ｙ
－

４，φ
－

３５ ＝ φ
－

３６ ＝ ０，

φ
－

４４ ＝ Ｐ
－

３３ ＋ Ｑ
－

３ － ２δ ＋ ５
３

Ｚ
－

３ － ２
δ － １

Ｚ
－

３ － Ｙ
－

４ － Ｙ
－
Ｔ
４，

φ
－

４５ ＝ － Ｐ
－
Ｔ
２３，φ

－

４６ ＝ － Ｐ
－

３３ ＋ Ｚ
－

３ ＋ ２
δ － １

Ｚ
－

３，

φ
－

５５ ＝ － ２
ｈｉ － １

Ｚ２ － １
ｈｓ
Ｒ２，φ

－

５６ ＝ ０，

φ
－

６６ ＝ － ２
δ － １

Ｚ
－

３ － １
ｈｄ
Ｒ
－

３，

Ｕ
－

＝
ｈｉ ＋ １

６
ｈ２
ｉ Ｚ
－

２ ＋ δ ＋ １
６

δ ２Ｚ
－

３ ＋
ｈｉ（ｈｉ ＋ １）

２
Ｒ
－

２ ＋

δ（δ ＋ １）
２

Ｒ
－

３ ．

证明　 用 Ａｋ ＝ Ａ ＋ ＢｕＫ 替换定理 １ 条件中的

Ａ， 可得

Ξｉ ＝
［φｉｊ］ ６×６ ΘＴＰ１１ ΥＴＵ

∗ － Ｐ１１ ０
∗ ∗ － Ｕ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ．

（７）
其中

φ１１ ＝ － Ｐ１１ ＋ Ａｋ
ＴＰ１２ ＋ ＰＴ

１２Ａｋ ＋ Ｐ２２ ＋ Ｑ２ ＋ Ｑ３ ＋
１ － ２ｈｉ

３
Ｚ２ －

２ｈｉ

ｈｉ ＋ １
Ｒ２ － ２ δ

δ ＋ １
Ｒ３，

φ１２ ＝ ＡＴ
ｋ（Ｐ１３ － Ｐ１２） － Ｐ２２ ＋ Ｐ２３ －

ｈｉ ＋ １
３

Ｚ２，

φ１４ ＝ － ＡＴ
ｋＰ１３ － Ｐ２３ － Ｙ１，

φ１６ ＝ （Ａｋ － Ｉ） ＴＰ１３ ＋ Ｐ２３ ＋ Ｚ２ ＋ ２
δ ＋ １

Ｒ３，

φ１５ ＝ （Ａｋ － Ｉ） ＴＰ１２ ＋ Ｐ２２ ＋ Ｚ２ ＋ ２
ｈｉ ＋ １

Ｒ２，

Υ ＝ Ａｋ － Ｉ ０ Ｂ ０ ０ ０[ ] ，
Θ ＝ Ａｋ ０ Ｂ ０ ０ ０[ ] ．
［φｉｊ］ ６×６ 中其它项与定理 １ 中的 ［φｉｊ］ ６×６ 相同．
将式（７） 左乘 ｍａｔ ＝ ｄｉａｇ｛Ｉ，Ｉ，Ｐ１１Ｕ

－１｝， 右乘

ｍａｔＴ 得到

［φｉｊ］６×６ ΘＴＰ１１ ΥＴＰ１１

∗ － Ｐ１１ ０

∗ ∗ － Ｐ１１Ｕ
－１Ｐ１１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０；　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ．

由于

－ Ｐ１１Ｕ
－１Ｐ１１ ≤ Ｕ － ２Ｐ１１ ．

则有下面不等式成立：
［φｉｊ］ ６×６ ΘＴＰ１１ ΥＴＰ１１

∗ － Ｐ１１ ０
∗ ∗ Ｕ － ２Ｐ１１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０；　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ．

（８）

将式（８）左右同乘

ｄｉａｇ ｛Ｐ －１
１１ ，Ｐ

－１
１１ ，Ｐ

－１
１１ ，Ｐ

－１
１１ ，Ｐ

－１
１１ ，Ｐ

－１
１１ ，Ｐ

－１
１１ ，Ｐ

－１
１１ ｝，

并令 Ｘ ＝ Ｐ －１
１１ ，Ｋ

＾
＝ＫＰ －１

１１ ，Δ
－
＝ Ｐ －１

１１ ΔＰ
－１
１１ ，其中 Δ 代表任

意矩阵，可得：

［φ
－

ｉｊ］６×６ Ｐ－１
１１ ΘＴ Ｐ－１

１１ ΥＴ

∗ － Ｐ－１
１１ ０

∗ ∗ Ｕ
－
－ ２Ｐ－１

１１

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＋ΓＰ１１ΛＴ ＋ ΛＰ１１ΓＴ ＜ ０ ．

（９）
其中 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， 因为

ΓＰ１１ΛＴ ＋ ΛＰ１１ΓＴ ≤ ΓＪ －１ΓＴ ＋ ΛＰ１１ＪＰ１１ΛＴ ．
应用矩阵的 Ｓｃｈｕｒ 补性质可知式（９）等价于式（６），
因此定理 ２ 得证．

３　 仿真算例

例 １　 考虑时变时滞离散系统：

　 ｘ（ｋ ＋ １） ＝ ０．８ ０
０．０５ ０．９

é

ë
êê

ù

û
úú ｘ（ｋ） ＋

　 　 　 　 　 　
－ ０．１ ０
－ ０．２ － ０．１

é

ë
êê

ù

û
úú ｘ（ｋ － ｄ（ｋ）） ．

给定时滞下限 ｈｍ， 利用定理 １ 得到的时滞上限 ｈＭ

列于表 １ 中．
表 １　 给定 ｈｍ 使系统稳定的 ｈＭ

Ｔａｂ．１　 ｈＭ ｇｕａｒａｎｔｅｅｉｎｇ ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ｇｉｖｅｎ ｈｍ

方法 ｈｍ ６ １０ １５ ２０ ２５

文献［１７］ ｈＭ １４ １５ １８ ２２ ２６
文献［１８］ ｈＭ １４ １７ ２０ ２４ ２９

定理 １（Ｎ＝ ２） ｈＭ １６ １９ ２３ ２６ ３１
定理 １（Ｎ＝ ３） ｈＭ １９ ２２ ２４ ２７ ３２

　 　 例 ２　 考虑如下时滞系统

　 　 ｘ（ｋ ＋ １） ＝
０．５ ０．３
０．２ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｘ（ｋ） ＋

０．１ ０．４
０．２ ０．１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｘ（ｋ －

ｄ（ｋ）） ＋
１
１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｕ（ｋ）．

　 　 当 初 始 值 为 ｘ（０） ＝ － ２ ２[ ] Ｔ， ｄ（ｋ） ＝
⌊７．１ ＋４ｓｉｎ（ｋ）」 时，系统开环响应曲线如图 １ 所示．

4.0
3.5
3.0
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5
0

-0.5
0 10 20 30 40 50

k

x1

x2

10
6

图 １　 开环响应曲线
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　 　 对于给定的时滞下界 ｈｍ， 运用定理 ２，选取 Ｎ ＝
２ 可得到保证系统渐近稳定的时滞上界 ｈＭ 以及控制

器 Ｋ， 分别列于表 ２ 中．
表 ２　 给定时滞下限时滞上界及控制器增益

Ｔａｂ．２ 　 Ｄｅｌａｙ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ａｎｄ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ ｇａｉｎ ｆｏｒ ｇｉｖｅｎ ｄｅｌａｙ
ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄ

ｈｍ ｈＭ 控制器增益 Ｋ

２ １２ ［－０．３３１ ３　 －０．７２２ ０］
５ １３ ［－０．３４５ ６　 －０．７４４ ２］
８ １５ ［－０．３８１ １　 －０．７６９ ３］
１１ １８ ［－０．４２０ ８　 －０．８１９ ７］

　 　 假设系统初始值为 ｘ（０） ＝ － ２ ２[ ] Ｔ， 状态时

滞为 ｄ（ｋ） ＝ ⌊７．１ ＋ ５ｓｉｎ（ｋ）」， 根据表 ２ 求得的反馈

控制器 Ｋ ＝ ［ － ０．３３１ ３　 － ０．７２２ ０］，对应的闭环响

应曲线如图 ２ 所示．

2.0
1.5
1.0
0.5
0

-0.5
-1.0
-1.5
-2.0

0 10 20 30 40 50
k

x1

x2

图 ２　 闭环响应曲线

Ｆｉｇ．２　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌｏｓｅｄ⁃ｌｏｏｐ ｓｙｓｔｅｍｓ

４　 结　 论

基于一种新的时滞分割方法，研究了一类区间时

变时滞离散系统的稳定性分析和状态反馈控制器设

计问题，得到新的低保守性结果． 具体而言，在构造

Ｌ－Ｋ泛函时，使用了增广型泛函和时滞分割相结合的

方法，在泛函的差分处理过程中借助于基于 Ａｂｅｌ 引
理的有限和不等式技术保证了结论具有较小的保守

性． 在数值仿真算例中，通过与以往结果进行比较，验
证了所得的结果正确和有效．
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