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考虑附加强化效应的多轴稳态循环塑性本构模型
李　 静， 李春旺， 张忠平

（空军工程大学 理学院， 西安 ７１００５１）

摘　 要： 已有试验结果表明，非比例循环加载下应变主轴连续旋转，导致多滑移系开动，阻碍材料内部形成稳定的位错结构，
使非比例加载下的应力－应变曲线高于比例加载下的应力－应变曲线，从而产生非比例附加强化现象． 由此，从应力空间表述

的塑性增量本构模型一般形式出发，建立一个能够反映非比例附加强化效应的稳态循环塑性本构模型． 在 Ａｒｍｓｔｒｏｎｇ－Ｆｒｅｄｅｒ⁃
ｉｃｋ 模型背应力演化方程的基础上，新模型通过引入非比例度因子和附加强化系数，构建了一个新的背应力演化方程． 然后，
通过一致性条件建立塑性模量方程与背应力之间的关系． 同时，利用最小法向应变范围，提出一种计算非比例度因子的新方

法，并针对一般的多轴加载情形，明确最小法向应变范围的计算步骤． 新模型从加载路径和材料本身两个方面来考虑非比例

附加强化效应的影响，克服 Ａｒｍｓｔｒｏｎｇ－Ｆｒｅｄｅｒｉｃｋ 模型中材料常数确定方法繁琐，且通过单轴疲劳试验数据确定的材料常数不

能很好地反映材料非比例附加强化现象的不足． 应用新模型时，仅仅需要 ３ 个独立的常规力学参量和 ２ 个疲劳参数，便于工程

应用． 利用多种多轴加载路径下 Ｓ４６０Ｎ 钢和 ３０４ 不锈钢的试验结果对模型进行验证，预测结果与试验结果吻合良好．
关键词： 非比例附加强化；稳态循环应力应变响应；塑性本构模型；非比例度因子；附加强化系数
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　 　 多轴循环应力－应变关系是指材料在多轴载荷 下应力－应变响应的变化关系． 目前主要有两种方

法来描述这种变化关系［１］：一种是经验公式法，另
一种是循环本构模型． 经验公式法是基于全量理论

来描述多轴循环应力－应变关系． 这种方法简单、实
用、方便． 但是，经验公式法仅仅能较好地描述几种

典型多轴加载下的应力－应变关系． 因此，各国研究



者更多的是基于增量理论，利用循环本构模型来描

述材料的应力－应变关系．
２０ 世纪 ６０ 年代以来，人们提出了众多基于增

量理论的循环本构模型，但不论何种模型，大都由三

个基本部分组成［２］：屈服准则；流动规律；硬化规律．
对于屈服准则和流动规律，各模型基本都相同． 而

硬化规律随着加载方式的逐渐复杂，被不断修正，从
最初的线性硬化规律逐渐发展到非线性硬化规律．
Ａｒｍｓｔｒｏｎｇ 等［３］ （Ａ－Ｆ 模型）在随动强化律的基础

上，通过引入一个动态恢复项使随动强化率具有非

线性特征，建立了著名的动力恢复模型． Ｃｈａｂｏｃｈｅ
等［４］提出非线性硬化规律可以用一系列的背应力

分量来表示，对 Ａ－Ｆ 模型进行修正． 杨显杰等［５］ 定

义材料的屈服面和极限面分别遵循不同的演化规

律，通过引入加载路径的非比例度，提出一个可考虑

材料循环强化 ／软化效应、塑性应变历史效应和非比

例循环加载效应的双曲面模型． Ｄöｒｉｎｇ 等［６］ 分析发

现 Ｊｉａｎｇ 模型［７］不能很好的反映材料的非比例附加

强化现象，通过引入 Ｔａｎａｋａ 非比例度因子［８］，对
Ｊｉａｎｇ 模型进行修正． Ｋｈｕｔｉａ 等［９］也通过引入 Ｔａｎａｋａ
非比例度因子［８］ 对 Ｃｈｅｎ 等修正的 Ｏｈｎｏ－Ｗａｎｇ 模

型［１０］进行了进一步修正，并利用 ３０４ 不锈钢的试验

结果对修正模型进行验证． Ｍｅｇｇｉｏｌａｒｏ 等［１１］ 对

Ｔａｎａｋａ 非比例度因子进行瞬态响应修正，并引入到

Ｊｉａｎｇ 模型中，较好地描述了 ３１６Ｌ 不锈钢的非比例

附加强化现象． Ｇａｔｅｓ 等［１２］ 基于 Ｔａｎａｋａ 非比例度因

子提出一个新的瞬态硬化准则，并利用该准则对

Ｚｈａｎｇ－Ｊｉｎａｇ 模型［１３］ 进行修正，修正模型较好地描

述多种复杂载荷路径下 ２０２４－Ｔ３ 铝合金的非比例

附加强化现象． Ｗｕ 等［１４］ 利用 Ｔａｎａｋａ 非比例度因

子［８］，在退化的 ２ 维偏应力－应变空间中量化了塑

性应变对广义塑性模量的影响，所建多轴本构关系

可以体现三种强化效应． Ｓｈａｍｓａｅｉ 等［１５］ 利用 ３０４Ｌ
不锈钢和 １０５０ＱＴ 合金钢系统研究了多种复杂非比

例加载路径下材料的附加强化效应，通过验证发现

Ｔａｎａｋａ 非比例度因子［１０］ 可较好地反映材料的非比

例附加强化现象． 虽然 Ｔａｎａｋａ 非比例度因子应用较

为广泛，但是该因子中的材料常数需要借助相关多

轴疲劳试验予以确定［１６］ ．
Ｉｔｏｈ 等［１７］引入一个新的非比例度因子，建立一

个新的循环本构模型，该模型可以描述材料的非比

例附加强化现象，且只含有 ６ 个材料常数，便于计

算． 但是，利用多种复杂多轴加载下 ６０６１－Ｔ６ 铝合

金的试验结果对模型进行验证发现，模型中的附加

强化系数对模型的计算精度影响较大，而合理地确

定附加强化系数，就需要借助材料的多轴疲劳试验

数据，给模型的进一步应用带来不便． Ｋｏｗａｌｅｗｓｋｉ
等［１８］建立一个三曲面本构模型，并利用新模型较好

地描述了 ２０２４ 铝合金的单 ／多轴应力－应变响应．
但是，该模型的材料常数较多且大多需要借助试验

予以确定，而 Ｋｏｗａｌｅｗｓｋｉ 等［１８］未给出这些材料常数

的具体确定方法． Ｍａｄｒｉｇａｌ 等［１９］ 通过定义应力空间

相邻加载点的距离方程，建立一个新的多轴本构模

型． 但是，该距离方程也需要借助多轴疲劳试验予

以确定． 概括来讲，对于建立在 Ａ－Ｆ 模型［３］基础上，
塑性模量通过一致性条件得到的耦合类本构模型，
至少存在以下三方面的问题：模型中材料参数较多，
计算繁琐；需要较多的附加单轴及多轴疲劳试验来

确定模型中的材料常数；模型过于复杂，不利于工程

应用．
为克服现有本构模型的上述缺点，本文在 Ａ－Ｆ

模型背应力演化方程的基础上，通过引入非比例度

因子和附加强化系数，构建一个新的背应力演化方

程． 然后，通过一致性条件建立塑性模量方程与背

应力之间的关系． 同时，利用最小法向应变范围，提
出一种计算非比例度因子的新方法． 利用多种多轴

加载路径下 Ｓ４６０Ｎ 钢和 ３０４Ｌ 不锈钢的试验结果对

模型进行了验证，预测结果与试验结果吻合良好．

１　 多轴循环本构模型的描述

一个完整的循环塑性本构模型一般由屈服准

则、流动规律和硬化规律三部分组成． 在弹性范围

内，应力可利用 Ｈｏｏｋｅ 定律由应变确定，但在循环塑

性变形过程中，应力－应变取决于加载历史，应力－
应变通常利用增量理论来确定．
１．１　 屈服准则

对于复杂应力状态，材料是否进入塑性状态，一
方面和这些应力分量有关，另一方面与材料的力学

性能有关． 就大多数金属材料而言，恒温下受到循

环加载时，应当主要考虑加载历史对应力－应变响

应的影响． 本文定义屈服条件服从 ｖｏｎ－Ｍｉｓｅｓ 屈服

准则

Ｆ ｉ（ｓ，α，ｋ） ＝ （ｓ － α）：（ｓ － α） － ２ｋ２ ． （１）
式中： ｓ为偏应力张量，α为背应力张量， ｋ为单剪状态

下的屈服强度，张量之间的“：”表示张量的点积．
１．２　 流动规律

根据小变形理论，总应变增量 ｄε ｔ 由弹性应变

增量 ｄεｅ 和塑性应变增量 ｄεｐ 两部分组成

ｄεｔ ＝ ｄεｅ ＋ ｄεｐ ． （２）
式中弹性应变增量 ｄεｅ 可由 Ｈｏｏｋｅ 定律求得

ｄεｅ ＝
１ ＋ νｅ

Ｅ ｄσ －
νｅ

１ ＋ νｅ
（ｄσ：Ｉ）Ｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （３）
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式中： Ｅ为弹性模量，ν ｅ 为弹性泊松比，ｄσ 为应力增

量张量， Ｉ 为二阶单位张量． 塑性应变增量 ｄεｐ 可由

流动规律求得［２， ７］：

ｄεｐ ＝ １
Ｈ
〈ｄｓ：ｎ〉ｎ， （４）

其中：

Ｈ ＝ ｎ：ｄα
ｄｐ

， （５）

ｄｐ ＝ ｄεｐ：ｄεｐ ， （６）

ｎ ＝ ｓ － α
‖ｓ － α‖

， （７）

ｄｓ ＝ ２Ｇｄｅ ＝ ２Ｇ ｄεｔ － ｄεｐ － １
３
（ｄεｔ：Ｉ）Ｉ

é

ë
êê

ù

û
úú ． （８）

式中：“〈 〉”为 ＭａｃＣａｕｌｅｙ 括号，“‖‖”为张量函数

的模， ｄｅ 为偏弹性应变增量， Ｇ 为剪切模量．
由式（４）可知，当 ｄｓ：ｎ ＞ ０ 时，材料产生塑性变

形． 由式（４） ～ （８），可得

ｄεｐ ＝ ２Ｇ
２Ｇ ＋ Ｈ

（ｄεｔ：ｎ）ｎ ． （９）

　 　 对于控制应力加载，塑性应变增量可用式（４）
进行计算． 对于控制应变加载，与式（４）相比，塑性

应变增量利用式（９）进行计算更为方便．
１．３　 硬化规律

Ｊｉａｎｇ 等［２０］将 Ａ－Ｆ 模型中的背应力演化方程重

新表述为

ｄα ＝ ｃｒ（ｎ － α
ｒ
）ｄｐ． （１０）

式中 ｃ 和 ｒ 都是材料常数．
在 Ａ－Ｆ 模型中，材料常数 ｃ 和 ｒ 的确定方法繁

琐，而且在非比例加载下，利用单轴疲劳试验数据确

定的材料常数并不能很好地反映材料的附加强化现

象． 为此，本文引入附加强化系数和非比例度因子

对 Ａ－Ｆ 模型的背应力演化方程进行进一步修正．
Ｓｏｃｉｅ 等［２］指出，多轴加载下，材料的应力－应变

关系可用 Ｒａｍｂｅｒｇ－Ｏｓｇｏｏｄ 公式为

σｅｑ ＝ （１ ＋ αｎｐ ｆｎｐ）Ｋ′ （εｅｑ，ｐ） ｎ ′ ． （１１）
此时，材料的塑性模量为

Ｈ ＝ （１ ＋ αｎｐ ｆｎｐ）
１
ｎ′Ｋ′ １

ｎ′ｎ′σｅｑ

ｎ′－１
ｎ′ ． （１２）

式中： σ ｅｑ 为 ｖｏｎ－Ｍｉｓｅｓ 等效应力， ε ｅｑ，ｐ 为 ｖｏｎ－Ｍｉｓｅｓ
等效塑性应变， Ｋ′ 为循环强度系数， ｎ′ 为循环应变

硬化指数， ｆｎｐ 为非比例度因子． 附加强化系数 α ｎｐ 定

义为［１］

αｎｐ ＝
σａ

ＯＰ

σａ
ＩＰ

－ １． （１３）

式中： σ ａ
ＯＰ 为非比例圆路径加载（ ｆｎｐ ＝ １） 下的等效

应力幅值；σ ａ
ＩＰ 为相同等效应变时， 比例加载路径

（ ｆｎｐ ＝０） 下的等效应力幅值．
将式（１０）代入式（５），可得

Ｈ ＝ ｃｒ １ － α：ｎ
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１４）

　 　 由式（１４）中求出 ｃｒ 后代入式（１０），可得

ｄα ＝ Ｈ

１ － α：ｎ
ｒ

ｎ － α
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｐ． （１５）

　 　 将式（１２）代入式（１５），可得背应力演化方程为

ｄα ＝
（１ ＋ α ｎｐ ｆｎｐ）

１
ｎ′Ｋ′ １

ｎ′ｎ′σ ｅｑ

ｎ′－１
ｎ′

１ － α：ｎ
ｒ

（ｎ － α
ｒ
）ｄｐ． （１６）

　 　 试验验证发现， 当 ｒ 取值远大于材料的屈服面

半径时，ｒ取值对材料应力 －应变响应的计算结果影

响不大． 因此，本文中将材料常数 ｒ 取为 Ｋ′．
根据 一 致 性 条 件 可 知， 单 轴 循 环 加 载 下，

式（１６）确定的塑性模量方程退化为由 Ｒａｍｂｅｒｇ －
Ｏｓｇｏｏｄ 曲线确定的单轴塑性模量方程．
１．４　 非比例度因子

用 Ｋ′代替式（１６） 中的材料常数 ｒ后，除了Ｋ′和
ｎ′，式（１６） 中不含有额外的材料常数． 但是，在计算

过程中，需要确定不同加载路径下的非比例度因子

ｆｎｐ，以反映加载路径非比例程度对材料循环应力 －
应变的影响． 因此，进一步建立 ｆｎｐ 的计算公式．

拉扭加载下，与薄壁圆管试件轴向夹角为 α 的

平面上的法向应变 εｎ， α 和剪切应变 γα 分别为［２１］：

εｎ，α ＝
１ － νｅｆｆ

２
εｘ ＋

１ ＋ νｅｆｆ

２
εｘｃｏｓ ２α ＋ １

２
γｘｙｓｉｎ ２α，

（１７）
γα ＝ － １ ＋ νｅｆｆ( ) εｘｓｉｎ ２α ＋ γｘｙｃｏｓ ２α． （１８）

式中 νｅｆｆ 为等效泊松比， 可将其取为０．５［２］ ．
以正弦波加载为例， 在控制应变下对薄壁圆管

试件施加的轴向应变 εｘ 和剪切应变 γｘｙ 为：

εｘ ＝
Δεａｐｐ

２
ｓｉｎ ωｔ， （１９）

γｘｙ ＝
Δγａｐｐ

２
ｓｉｎ（ωｔ － φ） ． （２０）

式中： Δεａｐｐ 和 Δγａｐｐ 分别为施加的轴向和剪切应变

范围，φ 为载荷间的相位差．
由式（１７） ～ （２０） 可得，与薄壁圆管试件轴向

夹角为 α 的平面上的法向应变范围 Δεｎ， α 和剪切应

变范围 Δγα 分别为［２１］：

　 Δεｎ，α ＝ １
２
Δεａｐｐ｛［λｓｉｎ ２αｓｉｎ φ］ ２ ＋ ［２（１ ＋
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νｅｆｆ）ｃｏｓ２α － ２νｅｆｆ ＋ λｓｉｎ ２αｃｏｓ φ］ ２｝ ０．５，
（２１）

　 Δγα ＝ Δεａｐｐ｛［λｃｏｓ ２αｓｉｎ φ］ ２ ＋ ［λｃｏｓ ２αｃｏｓ φ －
（１ ＋ νｅｆｆ）ｓｉｎ ２α］ ２｝ ０．５ ． （２２）

式中 λ（ ＝ Δγａｐｐ ／ Δεａｐｐ） 为应变比．
利用式（２１），图 １ 为等效应变范围为 １．２％、应

变比为 ３ 时，与薄壁圆管试件轴线成 α 角的各平

面上法向应变范围的大小情况． 对于给定的应变比

而言，相位差可定性描述加载路径的非比例程度，即
相位差越大，加载路径的非比例程度越严重． 由图 １
可见，相同等效应变、不同相位差下的最小法向应变

范围 （（Δεｎ， α）ｍｉｎ） 随着相位差的增大而增大． 因

此，可利用（Δεｎ， α）ｍｉｎ 来描述加载路径的非比例程

度． 为描述的方便，利用 ｍａｘ（（Δεｎ， α）ｍｉｎ） 对最小法

向应变范围进行归一化处理，将加载路径的非比例

度因子定义为

ｆｎｐ ＝
（Δεｎ，α）ｍｉｎ

ｍａｘ（（Δεｎ， α）ｍｉｎ）
． （２３）
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图 １　 不同相位差下各平面的法向应变范围（正弦波）
Ｆｉｇ．１ 　 Ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒａｉｎ ｒａｎｇｅ， Δεｎ， α， ｏｆ ｅａｃｈ ｐｌａｎｅ ｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｈａｓｅ ｄｅｌａｙｓ （ｓｉｎｕｓｏｉｄａｌ ｗａｖｅ）
　 　 图 ２ 所示为正弦波加载下， 不同相位差时的非

比例度因子 ｆｎｐ 与应变比 λ 之间的关系． 由图可见，
比例加载下，由式（２３） 计算得到的非比例度因子恒

等于零；非比例加载下，ｆｎｐ 随应变比 λ 的增加，先增

大后减小，当应变比 λ 趋近于零（单轴加载） 或无穷

大（纯扭转加载） 时，ｆｎｐ 趋近于零． 与之相比，相位差

无法描述相位差相同，应变比不同时加载路径的非

比例程度． 因此，本文定义的非比例度因子克服利

用相位差描述加载路径非比例程度的这一不足． 另

外，由图２还可发现，最大非比例度因子 ｆｎｐ 并非出现

在某一应变比下， 而是出现在应变比 λ＝ １．５ 附近的

一个区间段内． 当相位差为 ９０°时，Ｅｌｌｙｉｎ 等［２２］ 通过

试验发现应变比 λ ＝ １ 时加载路径的非比例程度最

大． 而 Ｋａｎａｚａｗａ 等［２３］ 和 Ｂｅｎａｌｌａｌ 等［２４］ 发现应变比

λ 分别为 １．５ 和 ３时加载路径具有最大的非比例度．
因此，本文预测 λ＝ １．５ 附近的一个区间段内非比例

度最大具有一定的合理性．
当加载波形为正弦波且轴向应变 εｘ 和剪切应

变 γｘｙ 的加载频率相同时，可直接利用式（２１） 和式

（２３） 来计算加载路径的 ｆｎｐ ． 对于一般的多轴加载情

形，利用式（２３） 计算 ｆｎｐ 的具体步骤如下：
１） 根据输入的轴向应变 εｘ 和剪切应变 γｘｙ，确

定加载路径形状；
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图 ２　 非比例度因子 ｆｎｐ随应变比 λ的变化

Ｆｉｇ．２ 　 Ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｎｏｎｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ， ｆｎｐ，
ａｎｄ ｔｈｅ ｓｔｒａｉｎ ｒａｔｉｏ， λ

　 　 ２）对于一个加载周期， 以微小的时间步长 Δｔ，
将 εｘ 和 γｘｙ 进行离散；

３） 计算不同时刻，第 ｉ 个平面（αｉ） 上的法向

应变：

　 εｎ，αｉ（ ｊ） ＝
１ － νｅｆｆ

２
＋

１ ＋ νｅｆｆ

２
ｃｏｓ ２αｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ εｘ（ ｊΔｔ） ＋

１
２
γｘｙ（ ｊΔｔ）ｓｉｎ ２αｉ 　 ｊ ＝ １， ２，…， ｑ．

（２４）
式中 ｑ 表示一个循环内离散的载荷步数．

４） 计算第 ｉ 个平面（αｉ） 上的法向应变范围：
Δεｎ，αｉ

＝ ｍａｘ（εｎ，αｉ（ ｊ）） － ｍｉｎ（εｎ，αｉ（ ｊ）） ． （２５）
　 　 ５）让 ｉ 在 ［０°， １８０°）内以 １°为步长变化，计算各

平面上的法向应变范围． 比较各平面上法向应变范围

的大小，确定最小法向应变范围 （Δεｎ，α）ｍｉｎ 的值；
６） 利用式（２１） 计算相同等效应变时，圆路径加

载对应的最小法向应变范围，即 ｍａｘ（（Δεｎ，α）ｍｉｎ）；
７） 利用式（２３） 计算加载路径的 ｆｎｐ ．
本文定义的非比例度因子（式（２３））是以正弦

波加载为例进行分析得出，为说明式（２３）的合理

性，利用上述步骤，分别计算等效应变范围为１．２％、

应变比为 ３ 、加载波形为三角波时，不同相位差下

各平面的法向应变范围（见图 ３）．
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图 ３　 不同相位差下各平面的法向应变范围（三角波）
Ｆｉｇ．３ 　 Ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒａｉｎ ｒａｎｇｅ，Δεｎ， α， ｏｆ ｅａｃｈ ｐｌａｎｅ ｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｈａｓｅ ｄｅｌａｙｓ （ｔｒｉａｎｇｌｅ ｗａｖｅ）

　 　 由图 ３ 可见，三角波加载时，相同等效应变、 不

同相位差下的最小法向应变范围（（Δεｎ， α）ｍｉｎ） 仍然

随着相位差的增大而增大，与正弦波加载时观察到

的现象一致． 因此，利用（Δεｎ， α）ｍｉｎ 描述加载路径的

非比例度是合理的．
为进一步验证本文所提方法合理性， 利用

式（２３）计算文献［２５］中 １４ 种加载路径（具体加载

路径形状见文献［２５］）的非比例度因子，并将计算

值与测量值的对比列于图 ４． 由图 ４ 可见，所提方法

可以较好的计算加载路径的非比例度因子．
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图 ４　 非比例度因子计算值与测量值的对比

Ｆｉｇ．４　 Ｍｅａｓｕｒｅｄ ｆｎｐ ｖｓ． ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｆｎｐ

２　 试验验证

选用文献［２５－２６］中 Ｓ４６０Ｎ 钢和 ３０４ 不锈钢在

不同加载路径下稳态应力－应变响应的试验数据来

验证所建循环塑性本构模型的预测精度和可靠性．
２．１　 Ｓ４６０Ｎ 钢

试验数据取自文献［２６］． 整个试验在室温下进

行，为控制应变加载试验， 应变比 λ（ ＝ γａ ／ εａ） 等于

３ ． 试验所用试件为薄壁圆管试件，壁厚为 ２．５ ｍｍ，
标距段长度为 １２．５ ｍｍ． 具体试验过程及试件形状

见文献［２６］． 具体加载路径见图 ５，其中蝴蝶型加载

路径 Ｇ 和 Ｈ 的加载频率比 ｆε ／ ｆγ 分别为 ２ 和 ０． ５．
Ｓ４６０Ｎ 钢的相关性能参数分别为［２６］：弹性模量 Ｅ 为

２０８．５ ＧＰａ，弹性泊松比 νｅ 为 ０．３，循环强度系数 Ｋ′
为 １ １１５ ＭＰａ，循环应变硬化指数 ｎ′ 为 ０．１６１，单剪

屈服强度 ｋ 为 １２５ ＭＰａ［２７］ ．

路径A 路径B 路径C 路径D

ε

γ γ γ γ

ε ε ε

γ γ γ γ

εεεε

路径E 路径F 路径G 路径H

图 ５　 ８ 种多轴加载路径［２６］

Ｆｉｇ．５　 Ｅｉｇｈｔ ｋｉｎｄｓ ｏｆ ｌｏａｄｉｎｇｐａｔｈｓ ｕｓｅｄ［２６］

　 　 图 ６ 显示的是非比例圆路径和比例加载路径（包
括单轴和纯扭转加载）下，Ｓ４６０Ｎ 钢的等效应力－等效

应变关系． 由图 ６ 可见，非比例加载路径下 Ｓ４６０Ｎ 钢

存在附加强化现象． 根据附加强化系数 αｎｐ 的定义

（式（１３）），由图 ６ 可以确定 Ｓ４６０Ｎ 钢的 αｎｐ 为 ０．３． 利
用式（２３）计算得到各加载路径下的 ｆｎｐ 见表 １．

单轴加载
纯扭转加载
比例加载
90?非比例加载

500

400

300

200

100
0 0.2 0.4 0.6 0.8

等效应变幅/%

等
效

应
力

幅
/M

Pa

图 ６　 比例（包括单轴和纯扭转）和非比例加载下 Ｓ４６０Ｎ 钢

的多轴循环力学行为［２６］

Ｆｉｇ． ６ 　 Ｍｕｌｔｉａｘｉａｌ ｃｙｃｌｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ Ｓ４６０Ｎ ｓｔｅｅｌ ｕｎｄｅｒ
ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ （ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｕｎｉａｘｉａｌ ａｎｄ ｔｏｒｓｉｏｎａｌ） ａｎｄ
ｎｏｎ⁃ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ ｌｏａｄｉｎｇｓ［２６］

表 １　 各加载路径下的 ｆｎｐ
Ｔａｂ．１　 Ｖａｌｕｅ ｏｆ ｆｎｐ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｌｏａｄｉｎｇ ｐａｔｈ

加载路径 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ Ｆ Ｇ Ｈ

ｆｎｐ ０ ０．４８ １．０ ０．７ ０．８２ ０．８２ ０．８ ０．８

　 　 不同加载路径下 Ｓ４６０Ｎ 钢稳态循环应力－应变

响应的试验结果与预测结果的比较见图 ７． 由图 ７ 可

见不同加载路径下，模型的预测结果与试验结果吻合

较好，表明通过引入非比例度因子和附加强化系数来

反映材料的非比例附加强化效应是合理的．
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图 ７　 Ｓ４６０Ｎ 钢稳态应力－应变响应试验结果与预测结果的比较（εａ ＝０．１７３％ ａｎｄ γａ ＝０．３％）
Ｆｉｇ．７　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｖｓ． ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｆｏｒ Ｓ４６０Ｎ ｓｔｅｅｌ （εａ ＝ ０．１７３％ ａｎｄ γａ ＝ ０．３％）

２．２　 ３０４ 不锈钢

试验数据取自文献［２５］． 与 Ｓ４６０Ｎ 钢类似，整
个试验也在室温下进行，为控制应变加载试验，应变

比 λ 等于 ３ ． 试验用试件为薄壁圆管试件，壁厚为

３ ｍｍ，标距段长度为 ６．４ ｍｍ． 具体试验过程及试件

形状见文献［２５］． ３０４ 不锈钢的相关性能参数分别

为［２５］：弹性模量 Ｅ 为 ２００ ＧＰａ，弹性泊松比 νｅ 为０．３，

循环强度系数 Ｋ′ 为 ６７０ ＭＰａ，循环应变硬化指数 ｎ′
为 ０．１２５，单剪屈服强度 ｋ 为 １１５ ＭＰａ，附加强化系

数 αｎｐ 为 ０．９．
对于图 ５ 中加载路径 Ｄ、Ｅ 和 Ｆ，３０４ 不锈钢稳

态循环应力－应变响应的试验结果与预测结果的比

较见图 ８． 由图 ８ 可见，不同加载路径下，模型的预

测结果与试验结果吻合良好．
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图 ８　 ３０４ 不锈钢稳态应力－应变响应试验结果与预测结果的比较（εａ ＝０．４％ ａｎｄ γａ ＝０．６９５％）
Ｆｉｇ．８　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｖｓ． ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｆｏｒ Ｓ４６０Ｎ ｓｔｅｅｌ （εａ ＝ ０．４％ ａｎｄ γａ ＝ ０．６９５％）
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３　 讨　 论

大量试验结果表明，在相同等效应变下，构件非

比例加载路径下的疲劳寿命要远小于比例加载路径

下的疲劳寿命． 从微观角度讲，非比例加载路径下

应变主轴连续旋转，导致多滑移系开动，阻碍材料内

部形成稳定的位错结构，从而产生非比例附加强化

现象，这是导致非比例加载下疲劳寿命降低的主要

原因［２８］ ． 因此，为合理的预测构件的疲劳寿命，在模

拟材料的应力－应变响应时，需要考虑非比例附加

强化效应的影响． 本文所建模型中，通过引入非比

例度因子和附加强化系数，从加载路径和材料本身

两个方面来考虑非比例附加强化效应的影响．
由前面的分析可知，在计算过程中，本文利用

Ｓ４６０Ｎ 钢多轴圆路径和比例加载路径下的试验结果

来计算材料的附加强化系数． 在缺少试验数据的情

况下，为了仍然可以利用所建模型模拟材料的稳态

应力－应变响应，需要建立附加强化系数的估算公

式． Ｂｏｒｏｄｉｉ 等［２９］通过分析 ２５ 种材料的试验结果，建
立如下经验公式来计算材料的附加强化系数：

ｌｇ ｜ αｎｐ ｜ ＝ ０．７０５
Ｓｕ

Ｓｙ

－ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ － １．２２ ． （２６）

式中 Ｓｕ 和 Ｓｙ 分别是材料的抗拉强度和屈服强度． 由
上式可知，在缺少试验数据时，利用材料的抗拉强度

和屈服强度就可以对附加强化系数进行估算．
由式（１１）可见，在背应力演化方程中含有一个

材料常数 ｒ． 为研究 ｒ 取值对本构模型计算结果的影

响， 利用圆路径加载下 Ｓ４６０Ｎ 钢的试验结果对所建

模型进行分析（见图 ９）． 分析过程中， 材料屈服面

半径 Ｒｙｓ（ ＝ ２ ｋ） 与材料常数 ｒ 的比值分别取为 ５、
１０ 和 １００． 由图 ９ 可见，当 ｒ 取值远大于材料的屈服面

半径时， ｒ 取值对材料应力－应变响应的计算结果影响

很小． 因此，计算过程中将 ｒ 的值取为材料的循环强度

系数是合理的． 在这种情况下，利用所建模型模拟材料

的多轴稳态循环应力－应变响应时仅仅需要 ５ 个独立

材料常数，分别是：弹性模量 Ｅ、剪切模量 Ｇ、单剪屈服

强度 ｋ、循环强度系数 Ｋ′和循环应变硬化指数 ｎ′．
　 　 材料手册中容易查找到材料的常规力学参量，
但是对于循环强度系数 Ｋ′和循环应变硬化指数 ｎ′，
很多材料在手册中并未给出． 为解决这一问题，Ｌｉ
等［３０］利用 １２１ 种合金钢的试验数据建立了 Ｋ′ 和 ｎ′
的估算公式：

Ｋ′ ＝
１．２１Ｓｕ ＋ ５５５，　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｓｕ ／ Ｓｙ ≥１．４；
３．６３ × １０－４ （Ｓｕ）２ ＋ ０．６８Ｓｕ ＋ ５７０， １．２ ＜ Ｓｕ ／ Ｓｙ ＜ １．４；
２．１６ × １０ －４ （Ｓｕ） ２．１ ＋ ７３８，　 　 Ｓｕ ／ Ｓｙ ≤ １．４．

ì

î

í
ïï

ïï

（２７）

ｎ′ ＝
ｌｇ（Ｋ′） － ｌｇ ０．０８９（１ ＋ ψ）１．３５ Ｓ１．３５

ｕ － ０．００２
ｌｎ（１ － ψ）( )

０．２１６

＋ １２０[ ]
ｌｇ ５００

．

（２８）
式中 ψ 为材料的断面收缩率．
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图 ９　 ｒ 取值对路径 Ｃ 预测结果的影响

Ｆｉｇ．９　 Ｔｈｅ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｆｏｒ Ｐａｔｈ Ｃ， ｓｈｏｗｉｎｇ ｔｈｅ
ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｒ

　 　 根据上述估算公式（式（２６） ～ （２８）），在缺少试

验数据时，仅仅利用常规力学参量即可由本文所建

本构模型来模拟多轴载荷下材料的稳态循环应力－
应变响应，便于工程应用．

４　 结　 论

１）建立一个新的考虑非比例附加强化效应的

稳态循环塑性本构模型． 应用新模型时，仅仅需要 ３
个独立的常规力学参量和 ２ 个疲劳参数． 而且，在
缺少疲劳试验数据时，结合文献［２９－３０］中的估算

公式，仅仅利用常规力学参量便可由所建模型来模

拟多轴载荷下材料的稳态循环应力－应变响应，便
于工程应用．

２）新模型中引入的非比例度因子和附加强化

系数，从加载路径和材料本身两个方面来考虑非比

例附加强化效应对稳态循环应力－应变响应的影响．
３）利用最小法向应变范围，提出一种计算加载

路径非比例程度的新方法． 该方法克服了利用载荷

间相位差无法描述相位差相同，应变比不同时加载

路径非比例程度的不足．
需要说明的是，所建模型适用于塑性不可压金

属材料小变形范围内的稳态循环应力－应变响应特

性分析，并假设材料为各向同性且处于自然无变形

状态．
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