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摘　 要： 为研究楔形单桩和楔形群桩的非线性荷载－沉降关系，根据楔形桩桩侧与桩端受力特点，假设桩侧和桩端的应力－沉降分别

满足双曲线与双折线模型，同时考虑桩－土位移协调关系及土体分层特性，提出了楔形单桩在均质土和分层土中的荷载－沉降曲线计

算方法．在此基础上，利用有限差分原理求解楔形桩相互作用的控制微分方程，得出了考虑楔形群桩相互影响的计算方法．进而，考虑

楔形群桩之间的相互影响，依据承台性状不同分别提出了刚性和柔性承台下楔形群桩的荷载－沉降计算方法．本文方法预测结果与已

有模型试验及现场试验结果对比表明：本文提出的计算方法能较好地计算均匀及分层土中楔形单桩和群桩的沉降．
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　 　 楔形桩是一种实用高效的桩形．工程实践及现

场试验表明［１］，楔形桩型具有承载力大而沉降小的

特点．然而，目前楔形单桩和群桩在设计使用时，尚
无对应的规范和有效计算方法，这在一定程度上限

制了其进一步的推广使用．
国内外学者对单桩的承载性能进行了许多研

究：Ｒａｎｄｏｌｐｈ 等［１］ 假定桩的侧阻与沉降为线性关

系，根据剪切位移法提出了均匀土体中单桩和群桩

的荷载－沉降计算方法；Ｎｏｒｌｕｎｄ［２］ 和 Ｒｏｂｉｎｓｋｙ 等［３］

分别利用现场试验和室内试验研究了楔形桩的承载

性能，发现楔形摩擦桩比等截面桩承载力更大；陈龙

珠等［４］用线弹性－硬化模型表示桩－土相互关系，提
出了桩基荷载－沉降曲线的解析算法；Ｋｒａｆｔ 等［５］ 根

据桩侧土体剪应力与剪应变之间的双曲线关系导出

了割线剪切模量的表达式；刘杰等［６］ 假定楔形桩的

桩－土间荷载－沉降关系满足双曲线模型，得到了计

算楔形桩荷载－沉降曲线的方法，但其计算参数需

要大量现场试桩确定．
在相同荷载作用下，群桩沉降往往比单桩更大，

一般将这种桩体之间相互作用引起的效果称为“群
桩效应”．Ｒａｎｄｏｌｐｈ 等［７］基于迭代方法提出了考虑群

桩沉降相互作用的群桩沉降计算方法；Ｍｙｌｏｎａｋｉｓ
等［８］基于剪切位移法提出了分层土中群桩沉降问

题的简便计算方法；Ｚｈａｎｇ 等［９］ 假定桩侧与桩端土

体分别满足双曲线和双折线荷载传递模型，得到了

单桩的荷载－沉桩曲线，并在此基础上利用影响系

数提出了群桩的荷载－沉降曲线的计算方法；刘杰

等［１０－１１］利用模型试验和理论推导的方法研究了夯

实水泥土楔形桩复合地基中群桩的沉降、最佳楔形

角以及荷载传递等问题；Ｌｅｅ［１２］ 利用双曲线模型研



究了分层土中群桩的沉降问题．
上述研究大多数集中于等截面桩的荷载－沉降关

系，对楔形桩的荷载－沉降关系研究较少．此外，国内

尚无关于楔形单桩及群桩的规范说明．基于此，本文

假定楔形桩桩侧和桩端土体分别满足双曲线和双折

线荷载传递模型，得到了楔形单桩荷载沉降曲线计算

方法；利用有限差分法求解了楔形桩相互作用的控制

微分方程，提出了楔形群桩的荷载－沉降计算方法，并
通过与现有试验结果进行对比验证了本文计算方法

的有效性．本文提出的楔形单桩及群桩沉降计算方法

可以较为合理地预测楔形单桩和群桩在轴向荷载作

用下的沉降曲线，具有一定理论与实际意义．

１　 楔形单桩荷载－沉降解析

１．１　 基本假定

１）桩体为理想圆台体，在同一土层内，桩－土界面

参数不变，受荷过程中，桩始终处于弹性变形阶段；
２）土体为分层土，同一土层内，土的性质均匀；
３）桩侧土的应力－沉降满足双曲线关系，桩端

土的应力－沉降满足双折线关系．
１．２　 楔形桩桩侧双曲线型荷载传递模型

楔形桩承受竖向荷载时，单位长度桩提供的承载

力与其沉降呈现出典型的非线性关系．这其中：双曲

线模型既能很好地模拟桩体沿桩长方向承载能力发

挥过程，又有参数简单、物理意义明确等特点，故许多

学者［５－６，９］在研究桩－土相互作用时都采用双曲线模

型．本文采用双曲线型桩侧荷载传递模型模拟楔形桩

桩侧的荷载－沉降关系．如图 １ 所示，其表达式为

τｓ（ ｚ） ＝ Ｓ（ ｚ）
ａ ＋ ｂＳ（ ｚ）

． （１）

式中：τｓ（ ｚ）为 ｚ 深度处楔形桩桩－土界面的剪应力，
Ｓ（ ｚ）为 ｚ 深度处桩截面沉降．

τs(z)

τsu

1/a
1 1/b

S(z)
图 １　 桩侧应力－沉降双曲线模型

Ｆｉｇ． １ 　 Ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ
ａｎｄ ｓｅｔｔｌｅｍｅｎｔ ａｔ ｔｈｅ ｐｉｌｅ⁃ｓｏｉｌ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ

由图 １ 可知，参数 ａ 的倒数 １ ／ ａ 代表了桩体的初

始剪切刚度．由Ｒａｎｄｏｌｐｈ 等［７］提出的桩侧刚度公式为

ａ（ ｚ） ＝
ｒ０（ ｚ）
Ｇｓ

ｌｎ
ｒｍ（ ｚ）
ｒ０（ ｚ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （２）

式中：ｒ０（ ｚ）为深度 ｚ 处的桩半径；ｒｍ（ ｚ）为深度 ｚ 处
桩沉降引起周围土体沉降的影响范围（受影响土体

到桩中心的最大水平距离）；Ｇｓ为土体剪切模量．
分层土中桩的沉降影响范围 ｒｍ 可用式 （ ３）

计算［１２］：
ｒｍ ＝ ２．５Ｌρｍ（１ － υｍ） ． （３）

ρｍ为修正系数，其表达式为

ρｍ ＝
∑
ｍｓ

ｋ ＝ １
ＧｓｋＬｋ

ＧｓｍＬ
． （４）

式中：υｍ为桩周土的平均泊松比，Ｌ 为桩长，ｍｓ为桩范围

内土的层数，Ｌｋ为第 ｋ 层土中桩的长度，Ｇｓｋ为第 ｋ 层土

的初始剪切模量，Ｇｓｍ为桩范围内土的最大初始模量．
　 　 由图 １ 可知，参数 ｂ 的倒数 １ ／ ｂ 表示桩侧极限

阻力 τｓｕ ．参数 ｂ 与楔形桩楔形角，土体重度等有关．
假设土在破坏时服从摩尔－库伦准则，利用极限状

态理论可求得 τｓｕ ．具体过程如下：
桩顶无荷载时：桩周土体应力状态如图 ２ 右应

力状态所示，由于桩－土界面和竖直方向存在一个

楔形角，应力旋转之后，桩－土界面上的初始应力为

σＮ１ ＝ σｚ ｓｉｎ２α ＋ σｒ ｃｏｓ２α ＝ γｚ（ｓｉｎ２α ＋ Ｋ０ ｃｏｓ２α），

σＮ２ ＝ σｒ ｓｉｎ２α ＋ σｚ ｃｏｓ２α ＝ γｚ（Ｋ０ ｓｉｎ２α ＋ ｃｏｓ２α） ．{
（５）

式中：γ 为土重度，Ｋ０为静止土压力系数，α 为楔形角．

σN2

σN1

τf

α

γz

K0γz

图 ２　 楔形桩力学计算模型

Ｆｉｇ．２　 Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔａｐｅｒｅｄ ｐｉｌｅ
　 　 极限状态下：外加荷载会同时引起桩－土接触

面上正应力和剪应力增大．桩、土相互挤压过程中，
垂直于桩－土界面方向的正应力（σＮ２）变化可以忽

略不计．将各项应力代入 Ｍｏｈｒ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ 屈服方程：

（
σ１ ＋ σ３

２
＋ ｃｃｏｔ φ）ｓｉｎ φ ＝

σ１ － σ３

２
． （６）

式中：
σ１＋σ３

２
＝
σ′Ｎ１＋σＮ２

２
，
σ１－σ３

２
＝ （

σ′Ｎ１－σＮ２

２
）
２

＋τ′２ｆ ，

σ′Ｎ１、τ′ｆ 为极限状态下桩－土界面上正应力、剪应力．
桩－土界面正应力、剪应力在竖直方向投影可

以得到楔形桩的极限侧阻应力为

τｓｕ ＝ σ′Ｎ１（ｔａｎ α ＋ ｆ） ． （７）
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　 　 联立式（５）、（６）、（７）可得

τｓｕ ＝ γｚ（Ｋ０ ｓｉｎ２α ＋ ｃｏｓ２α）（ｔａｎ α ＋ ｆ） ×

１ ＋ ｓｉｎ２φ ＋ ２ ｓｉｎ２φ － ｆ２ ｃｏｓ２φ
４ｆ２ ＋ ｃｏｓ２φ

． （８）

式中：ｆ 为桩－土界面摩擦系数，可通过拉拔试验或

现场试验数据反演确定［１３］；φ 为桩周土的内摩擦角．
进而，由式（８）可得

ｂ ＝ １
τｓｕ

． （９）

１．３　 楔形桩桩端双折线型荷载传递模型

假设桩端土体应力－沉降关系满足双折线模型，
如图 ３ 所示．桩端应力 τｂ与桩端沉降之间的关系为

τｂ ＝
　 　 　 　 ｋ１Ｓｂ，　 　 　 Ｓｂ ≤ Ｓｂｕ；
ｋ１Ｓｂｕ ＋ ｋ２（Ｓｂ － Ｓｂｕ），Ｓｂ ＞ Ｓｂｕ ．

{ （１０）

式中：ｋ１为桩端初始刚度，ｋ２ 为桩端硬化阶段的刚

度，Ｓｂｕ为桩端开始硬化时的沉降．
假定桩端为半无限体上的刚性圆盘，则 ｋ１为

［７］

ｋ１ ＝
４Ｇｓｂ

πｒω（１ － υｂ）
． （１１）

式中：Ｇｓｂ为桩端土剪切模量；υｂ为桩端土的泊松比；
ｒ 为桩端半径；ω 为考虑桩形状与埋深的修正系数．

τb

k1

k2

Sbu Sb

图 ３　 桩端应力－沉降双线模型

Ｆｉｇ．３　 Ｂｉｌｉｎｅａｒ ｈａｒｄｅｎｉｎｇ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ
ｓｅｔｔｌｅｍｅｎｔ ａｔ ｔｈｅ ｐｉｌｅ ｔｉｐ

根据桩端硬化阶段的荷载－沉降关系，ｋ２
［９］为

ｋ２ ＝
ΔＰ ｔ

Ａｐ ΔＷｔ －
ΔＰ ｔＬ
ＥｐＡｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
ｋｔ

１ － ｋｔ
Ｌ

ＥｐＡｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ａｐ

．（１２）

式中：Ｅｐ 为桩弹性模量；Ａｐ 为桩端面积； ｋｔ ＝ ΔＰ ｔ ／
ΔＷｔ，即荷载－沉降曲线末段渐近线斜率；Ｓｂｕ取值和

土层性质、土层状态、桩体类型等等因素相关，在实

际应用中，可先将试桩结果绘制成桩端沉降－应力

关系图，采用双折线拟合反演求出 Ｓｂｕ，利用式（１２）
计算 ｋ２ ．

文献［１４－１５］对桩端承载问题进行过研究，砂
土［１４］和软土［１５］中典型试桩归一化结果与本文反演

结果对比见图 ４、５．文献［１４－１５］中的反演结果见

表 １；由表 １ 知 Ｓｂｕ变化范围较大，但在类似土层条

件下［１５］，Ｓｂｕ、ｋ２反演结果十分接近，因此工程中可以

利用类似工程数据进行推算．从图 ４、５ 拟合结果可

以看出利用双折线模型能够很好地模拟桩端的应

力－沉降关系．
500

400

300

200

100

0 10 20 30 40 50 60 70

桩
端
应
力
/k
Pa

桩端沉降/mm

S1桩试验结果
S2桩试验结果
S3桩试验结果

S1桩反演拟合

S2桩反演拟合

S3桩反演拟合

图 ４　 砂土中桩端应力－沉降关系与反演拟合

Ｆｉｇ．４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｆｉｔｔｅｄ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｅｄ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｏｆ
ｐｉｌｅ⁃ｅｎｄ ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ ｓｅｔｔｌｅｍｅｎｔ ｉｎ ｓａｎｄ
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图 ５　 软土中桩端应力－沉降关系与反演拟合

Ｆｉｇ．５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｆｉｔｔｅｄ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｅｄ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｏｆ
ｐｉｌｅ⁃ｅｎｄ ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ ｓｅｔｔｌｅｍｅｎｔ ｉｎ ｃｌａｙ

表 １　 桩尺寸及 Ｓｂｕ和 ｋ２反演结果

Ｔａｂ．１　 Ｐｉｌｅ ｓｉｚｅ ａｎｄ ｂａｃｋ⁃ａｎａｌｙｓｉｓ ｖａｌｕｅ ｏｆ Ｓｂｕ ａｎｄ ｋ２

来源 桩型
桩长 ／

ｍ
桩端直

径 ／ ｍ
桩端土

层类型

Ｓｂｕ ／

ｍｍ

ｋ２ ／

（ＭＮ·ｍ－３）

文献［１４］
Ｓ１ ０．４５ ０．０４ 孔隙比 ０．６ 砂土 ３．３３ ８．２４
Ｓ２ ０．４５ ０．０４ 孔隙比 ０．７ 砂土 ８．１０ ４．９３
Ｓ３ ０．４５ ０．０４ 孔隙比 ０．８ 砂土 １２．０６ １．２６

文献［１５］
Ｓ１＃ １０９．７０ １．１０ 中度风化闪长岩 ３．５０ ８０．０６
Ｓ３＃ １０３．７０ １．１０ 中度风化闪长岩 ３．２７ ７８．５４

１．４　 楔形单桩荷载－沉降分析

楔形单桩在分层土中的荷载－沉降曲线可按以

下步骤得到：
１）如图 ６ 所示，将楔形桩按土层分布情况划分

为 ｎ 个单元，保证每个桩单元所在土层的均一性．
２）假设桩端沉降 Ｓｂｎ，根据假设的沉降大小，利

用式（１０）计算 τｂ，并利用式（１３）计算 Ｐｂｎ：
Ｐｂｎ ＝ πｒ２τｂ ． （１３）

　 　 ３）假设第 ｉ 单元底面的沉降为 Ｓｂｉ，轴力为 Ｐｂｉ；
并假设第 ｉ 单元桩中点部分沉降为 Ｓｃｉ，（Ｓｃｉ初值取

Ｓｂｉ）．将 Ｓｃｉ代入式（１）计算第 ｉ 单元中点处桩－土界
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面上的剪应力 τｓｉ，则第 ｉ 单元桩的侧阻力 ΔＰ ｉ为

ΔＰ ｉ ＝ ２π（Ｒ － ｚｉ ｔａｎ α）Ｌｉτｓｉ ． （１４）
式中：ｚｉ为第 ｉ 单元中点深度，Ｌｉ为第 ｉ 单元桩长．

４）由力的平衡条件，可得第 ｉ 单元桩顶部轴力：
Ｐ ｔｉ ＝ Ｐｂｉ ＋ ΔＰ ｉ ＝ Ｐｂｉ ＋ ２π（Ｒ － ｚｉ ｔａｎ α）Ｌｉτｓｉ ． （１５）
　 　 ５）假设第 ｉ 单元桩轴力沿桩长呈线性分布，可
利用桩的压缩计算第 ｉ 单元中点的沉降 Ｓ′ｃｉ：

Ｓ′ｃｉ ＝ Ｓｂｉ ＋ （
Ｐ ｔｉ ＋ ３Ｐｂｉ

８
）［

Ｌｉ

Ｅｐπ （Ｒ － ｚｉ ｔａｎ α） ２］ ．

（１６）
比较 Ｓｃｉ和 Ｓ′ｃｉ，重复步骤 ３ ～ ５ 直到满足误差要求，
否则取 Ｓｃｉ ＝Ｓ′ｃｉ ．

６）假设在计算第 ｉ 单元桩的压缩量时轴力呈线

性分布，则第 ｉ 单元桩的顶部沉降为

Ｓｔｉ ＝ Ｓｂｉ ＋ （
Ｐ ｔｉ ＋ Ｐｂｉ

２
）［

Ｌｉ

Ｅｐπ （Ｒ － ｚｉ ｔａｎ α） ２］ ．

（１７）
　 　 ７）将第（ ｉ－１）单元桩的底部沉降取为第 ｉ 单元

桩的顶部沉降（ ｉ＝ ２， ３， ４…ｎ）：
Ｓｂ（ ｉ －１） ＝ Ｓｔｉ，ｉ ＝ ２，３，４．．．ｎ． （１８）

　 　 ８）重复 ２～７ 步骤直到所有单元沉降和轴力求出．
９）改变桩端沉降，重复上述步骤，得到不同桩

端沉降条件下的桩顶部荷载与顶部沉降，从而得出

楔形桩的荷载－沉降曲线．
Pt1,St12R

Li

L

第1部分桩

第i部分桩

第n部分桩

2r Pbn,Sbn

Pti,Sti

2ri zi
Pbi,Sbi

图 ６　 楔形单桩单元划分示意

Ｆｉｇ．６　 Ｅｌｅｍｅｎｔ ｐａｒｔｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔａｐｅｒｅｄ ｓｉｎｇｌｅ ｐｉｌｅ ｉｎ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄ ｓｏｉｌｓ

２　 楔形群桩荷载－沉降解析

在相同荷载作用下群桩沉降往往比单桩大，产
生“群桩效应”．为了考虑楔形群桩的“群桩效应”影
响，本文将楔形群桩受荷后产生的沉降分为两部分：
由自身顶部荷载引起的沉降和受其他桩影响而产生

的沉降．其中第一部分沉降采用单桩理论计算；第二

部分沉降［７，１６］则拆分为各个单桩之间的相互作用并

考虑“加筋”与“遮帘”效应，最后进行线性叠加．

２．１　 基本假定

在楔形群桩荷载 －沉降分析过程中作如下

假定：
１）承台与土体不接触，不考虑承台承担荷载；
２）所有楔形桩的尺寸相同；
３）桩体周围的土体为均匀理想弹塑性体，桩受

到周围桩体的作用可以线性叠加计算［８，１６］；
４）桩－土界面满足理想摩擦定律，非受荷桩桩－

土界面无相对滑动．
２．２　 单桩与单桩相互作用分析

桩与桩之间的相互作用是十分复杂的桩－土协

同受力问题．本文将相互作用过程简化为三步分析：
１）先不考虑非受荷桩的刚度，在受荷桩的作用

下，周围的土体会产生一个自由沉降场．
２）由于非受荷桩的存在，土体的实际沉降会小

于 １ 中的沉降，否则桩和土不满足变形协调条件．故
在第 １ 步中土体沉降场的作用下，非受荷桩与土发

生相互协调作用，最后达到应力和沉降的平衡．
３）非受荷桩与土层相互作用，在桩－土界面上产

生剪力，分布剪力会使桩体产生附加沉降，将这部分

“加筋”与“遮帘”效应［１７］ 引起的桩、土沉降加上第 ２
步中的沉降即为单桩－单桩相互作用下的最终沉降．

如图 ７，在桩的顶部荷载 Ｐ 作用下桩体将带动

临近土层发生沉降．用 Ｗ１１（ ｚ）表示荷载作用下桩自

身的沉降，其周围土层的自由沉降场 Ｕｓ（ ｓ，ｚ）可表

示为［８］：

Ｕｓ（ｓ，ｚ） ＝
ｌｎ（ｒｍ） － ｌｎ（ｓ）
ｌｎ（２ｒｍ） － ｌｎ（ｄ）

Ｗ１１（
ｄ
２
，ｚ）， ｄ

２
≤ ｓ ＜ ｒｍ；

　 　 　 　 　 　 ０，　 　 　 　 　 ｓ ≥ ｒｍ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１９）
　 　 当周围土层中存在非受荷桩时，土体的抗剪切

能力加强，假设非受荷桩的沉降为 Ｗ２１（ ｚ），则非受

荷桩的桩－土相对沉降为 Ｗ２１（ ｚ）－Ｕｓ（ ｓ， ｚ）．
对非受荷桩上一微小段桩体进行受力分析，当

微小段足够小时可视其为等截面桩：
∂Ｐ
∂ｚ

ｄｚ ＋ ｑ ＝ ０， （２０）

式中 ｑ 为桩侧阻力，可表示为［８］

ｑ ＝ Ｋｚｉ Ｗ２１（ ｚ） － Ｕｓ（ ｓ，ｚ）( ) ． （２１）

式中：Ｋｚｉ ＝
２πＧｓ

ｌｎ（
２ｒｍｉ
ｄｉ

）
，ｄｉ 为第 ｉ 部分桩的平均直径，

ｒｍｉ为第 ｉ 部分桩的平均影响半径．
由桩体的弹性压缩可得：

Ｐ（ ｚ） ＝ － ＥｐｉＡｐｉ

∂Ｗ２１（ ｚ）
∂ｚ

． （２２）
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式中：Ｅｐｉ为第 ｉ 单元桩弹性模量，Ａｐｉ为第 ｉ 单元桩的

平均截面面积．
P W21

W11

Us

P(z)

q

P(z)+累P
累zdz

图 ７　 楔形单桩之间相互影响

Ｆｉｇ．７　 Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔａｐｅｒｅｄ ｐｉｌｅｓ

将式（２１）和（２２）代入式（２０）可得桩－桩之间

相互影响的控制微分方程：

ＥｐｉＡｐｉ

∂２Ｗ２１（ ｚ）
∂ｚ２

－ Ｋｚｉ Ｗ２１（ ｚ） － Ｕｓ（ ｓ，ｚ）( ) ＝ ０．

（２３）
　 　 由于楔形桩截面积与截面所在位置有关，因此

式（２３）没有解析解，本文利用有限差分法进行求解．
如图 ８ 所示，将桩体分成 ｎ 等份，在桩顶部和桩

端部分别增加 １ 个虚桩单元，得到 ｎ＋２ 个离散桩单

元和 ｎ＋３ 个离散节点．利用式（１９）求出 ｎ＋１ 个实节

点处的土体沉降 Ｕｓｉ（ ｉ ＝ ０，１…ｎ），并采用中心差分

格式来推导控制微分方程（２３）的差分形式，各阶导

数差分形式为

ｄＷ
ｄｚ ｚｉ

＝
Ｗｉ＋１ － Ｗｉ－１

２ｈ
，

∂Ｗ２

∂２ｚ ｚｉ
＝

Ｗｉ＋１ ＋ Ｗｉ－１ － ２Ｗｉ

ｈ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

其中ｈ ＝ Ｌ
ｎ
，ｉ ＝ ０，１，…ｎ．

（２４）
　 　 将式（２４）代入式（２３）可得 ｎ＋１ 个实桩单元控

制微分方程的差分表达式为

１
ｈ２（Ｗｉ －１ ＋ Ｗｉ ＋１） － （ ２

ｈ２
＋

Ｋｚｉ

ＥｐｉＡｐｉ
）Ｗｉ ＝ －

ＫｚｉＵｓｉ
ＥｐｉＡＰｉ

，

ｉ ＝ ０，１．．．ｎ． （２５）
　 　 非受荷桩边界条件为

　 　 　 　 　 　 　 　
Ｐ０ ＝ ０，
Ｐｎ ＝ ｋ１ＷｎＡｎ ．

{ （２６）

　 　 将式（２４）代入式（２６）可得边界条件的差分形式：

　
Ｅｐ０Ａｐ０

２
ｈ
（Ｗ１ － Ｗ －１） ＝ ０，

ＥｐｎＡｐｎ
２
ｈ
（Ｗｎ＋１ － Ｗｎ－１） － ｋ１ＡｐｎＷｎ ＝ ０．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２７）

　 　 将式（２５）、（２７）进行归并组合，写成矩阵形式：

［Ｋｉｊ］ （ｎ＋３） ×（ｎ＋３）｛Ｗｉｊ｝ ＝ ｛Ｕｉｊ｝ ． （２８）
式中：［Ｋｉｊ］ （ ｎ ＋３）× （ ｎ ＋３ ）为 ｉ 桩与 ｊ 桩之间的转移矩阵；
｛Ｗｉｊ｝为 ｊ 桩荷载引起 ｉ 桩沉降向量；｛Ｕｉｊ｝为不考虑

相邻桩 ｉ 刚度时，由 ｊ 桩顶部荷载引起 ｉ 桩处土体沉

降扩充向量．
节点编号
-1

0

1

n

n+1

第n部分桩

第n+1部分桩（虚桩）

第1部分桩

第2部分桩

第0部分桩(虚桩)

… …

图 ８　 楔形单桩差分单元示意

Ｆｉｇ．８　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｕｎｉｔｓ ｏｆ ｔａｐｅｒｅｄ ｓｉｎｇｌｅ ｐｉｌｅ

实际上，群桩间约束作用增强了桩周土体的抗剪

强度，产生“加筋”效应；同时，群桩间的相互作用被中

间桩所遮挡而降低，产生“遮帘”效应．然而，实际计算

过程中由于很难将“加筋”和“遮帘”效应分开考虑．因
此，在群桩相互作用研究中通常［１７］ 引入一个修正系

数来考虑“加筋”和“遮帘”效应．如图 ７ 所示，在受荷

桩的影响下非受荷桩与土体发生相互作用，桩－土界

面产生分布剪应力 τ；这部分剪应力会在土体产生新

的沉降场，使群桩产生新的沉降，产生“加筋”与“遮
帘”效应．根据 Ｒａｎｄｏｌｐｈ［１］提出的剪切位移理论，非受

荷桩桩－土界面上剪应力 τ 引起周围桩的沉降为

Ｗ′１２ ＝ τｄ
２Ｇｓ

ｌｎ
ｒｍ
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２９）

　 　 假设剪应力沿桩周长均匀分布：

τ ＝ ｑ
πｄ

＝
２Ｇｓ

ｄｌｎ ２ｒｍ ／ ｄ( )
（Ｗ２１ － Ｕｓ（ ｓ，ｚ）） ． （３０）

　 　 联立式（２９）、（３０），可求得：

Ｗ′１２ ＝ （Ｕｓ（ ｓ，ｚ） － Ｗ２１）
ｌｎ（ ｒｍ） － ｌｎ（ ｓ）
ｌｎ（２ｒｍ） － ｌｎ（ｄ）

．

（３１）
　 　 考虑相邻非受荷单桩“加筋”与“遮帘”效应的

沉降折减系数为

λｒ１２ ＝
Ｗ′１２
Ｗ１１

＝

Ｕｓ（ ｓ，ｚ） － Ｗ２１

Ｗ１１

ｌｎ（ ｒｍ） － ｌｎ（ ｓ）
ｌｎ（２ｒｍ） － ｌｎ（ｄ）

，

　 　 　 　 　 　 　 ｄ
２

＜ ｓ ＜ ｒｍ；

　 　 　 　 ０，　 　 　ｓ ≥ ｒｍ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３２）
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　 　 同时考虑群桩间“加筋”与“遮帘”效应的沉降

修正系数为

β ｊ ＝ ∏
ｍ

ｉ ＝ １
（１ － λｒｊｉ），ｊ ＝ １，２．．．ｍ． （３３）

式中 ｍ 为群桩中的桩数．
求解式（２８）可得到 ｊ 桩顶部受荷而引起的 ｉ 桩

沉降向量｛Ｗ｝ ｉｊ，取第 ２ 项 Ｗｉｊ（０）即桩的顶部沉降．
将所有顶部沉降分别乘以修正系数 β ｊ并相加，即可

得出楔形群桩基础中任意桩的顶部沉降：

Ｗｉ（０） ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ ０
Ｗｉｊ（０）β ｊ，ｉ ＝ １，２．．．ｍ． （３４）

２．３　 楔形群桩荷载－沉降曲线求解

群桩基础根据承台性状不同可分为柔性承台群桩

和刚性承台群桩．两种群桩在荷载传递上不同在于：柔
性群桩荷载均分，群桩沉降中间大两边小；刚性承台荷

载分布中间小两边大，群桩沉降均匀．按照承载特性将

楔形群桩的荷载－沉降曲线分为两种情况求解：
１）当承台为绝对柔性时，将承台总荷载均分给

各个桩，其求解步骤为：
（１）假设所有桩的初始端部沉降 Ｓｂｉ（ｍ）相同，取

为 Ｓｂｉ（ｍ）＝ Ｓｂ ．然后按照单桩方法求出顶部荷载 Ｐｉ ．
（２）然后将 Ｐ ｉ作为已知条件，依次按式（１９） ～

（３４）进行求解，即可得出楔形群桩基础中任意桩的

顶部沉降 Ｗｉ（０）．
（３）改变桩端沉降，重复上述步骤，得到相应桩

端沉降条件下的群桩顶部荷载与顶部沉降，从而得

出楔形群桩的荷载－沉降曲线．
２）当承台为绝对刚性时，荷载分布情况未知，

需增加约束条件：
Ｗ１（０） ＝ Ｗ２（０） ＝ … ＝ Ｗｍ（０） ． （３５）

利用试算方法迭代求解．具体过程为：
（１）将荷载均分给各个桩，假设所有桩的初始

端部沉降相同，取为 Ｓｂｉ（ｍ）＝ Ｓｂ ．
（２）根据桩端沉降 Ｓｂｉ（ｍ）按照单桩方法求出桩

顶部荷载 Ｐ ｉ ．
（３） 然后将 Ｐ ｉ 作为已知条件，并依次按式

（１９） ～ （３４）求解桩顶部沉降．
（４）将原来桩的端部沉降 Ｓｂｉ（ｍ）加上其顶部沉

降 Ｗｉ（０）与群桩平均顶部沉降之差的二分之一作为

新的桩端沉降 Ｓｂｉ（ｍ），重复第（２）、（３）步求出所有

桩的顶部沉降．
（５）重复第（４）步直到每根桩顶部沉降与群桩

平均顶部沉降之差满足要求．
（６）改变桩端沉降，重复上述步骤（１） ～ （５），得

到相应桩端沉降条件下的群桩顶部荷载与顶部沉

降，从而得出楔形群桩的荷载－沉降曲线．

３　 验证与分析

为了证明本文提出计算方法的有效性，将本文楔

形单桩及楔形群桩计算结果与已有试验进行对比．
３．１　 算例 １

文献［６］通过楔形单桩的室内模型试验探究了

楔形单桩的承载特性与荷载－沉降关系．试验中测得

的桩体、土体参数见表 ２．其将桩－土的荷载－沉降关系

假设为双曲线模型，求导后得到了桩体的抗剪刚度，
再通过逐渐增加微小沉降得到了楔形桩的荷载－沉降

曲线；但是文献［６］方法中抗剪刚度参数的确定需要

进行大量现场试桩试验，实际使用中不易操作．
表 ２　 试验 １ 楔形桩与土体参数

Ｔａｂ．２　 Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔａｐｅｒｅｄ ｐｉｌｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｏｉｌ （Ｔｅｓｔ １）

研究

对象

重度 ／

（ｋＮ·ｍ－３）

内摩擦角 ／
（ °）

黏聚力 ／
ｋＰａ

泊松比
压缩模量 ／

ＭＰａ

土 １８．０４ １９．４ ５．４ ０．３５ ２．０２
桩 — ３１３ ９００（弹模）

50 100 150 200 250 3000
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文献[6]实测结果
文献[6]计算结果
本文计算结果
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图 ９　 楔形单桩荷载－沉降曲线计算结果与试验结果对比

Ｆｉｇ．９ 　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｅｄ
ｌｏａｄ⁃ｓｅｔｔｌｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｔａｐｅｒｅｄ ｐｉｌｅ

楔形桩长度为 ３５ ｃｍ，桩顶直径为 ４ ｃｍ，桩端直

径为 １ ｃｍ．参考工程地质手册上相同土层的经验取

值，土的弹性模量取压缩模量的 ２．２ 倍为 ４．５ ＭＰａ；
土体剪切模量采用弹性理论公式计算：

Ｇｓ ＝
Ｅｓ

２（１ ＋ ν）
． （３６）

　 　 土体剪切模量值为 １．６７ ＭＰａ，ｋ１利用式（１１）计算

结果为 １００．２ ＭＮ ／ ｍ３，ｋ２利用式（１２）反演计算的结果

为 ６９．２６ ＭＮ ／ ｍ３，Ｓｂｕ为 ４ ｍｍ．本文计算所得楔形桩荷

载－沉降曲线与现场实测及文献［６］结果的对比见

图 ９．本文提出的简便计算方法得到的楔形单桩荷载－
沉降曲线与实测和文献［６］拟合结果十分接近，本文

计算参数物理意义更为明确，获取较方便．
３．２　 算例 ２

文献［１８］利用现场载荷试验对等截面桩、楔形

桩及扩底桩的单桩竖向承载力及荷载－沉降曲线等
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问题进行了研究．如图 ８ 所示，试桩场地土层主要有

３ 层：杂填土、粉土、粉细砂．其中杂填土底面深度

４．２～ ６．２ ｍ，粉土底面深度 ７．０～８．３ ｍ，粉细砂顶面深

度 ７．０ ～ ８．３ ｍ；计算时取平均值．桩体尺寸见图 １０，
计算所需土体参数根据试桩结果反演求出，如表 ３
所示．土体剪切模量采用式（３６）计算，ｋ１利用式（１１）
计算取为 ８０． ２８ ＭＮ ／ ｍ３， ｋ２ 通过反演计算取为

７８．７７ ＭＮ ／ ｍ３ （ｋ１、ｋ２相差很小，可能桩端土未达到

硬化阶段），Ｓｂｕ为 ２０ ｍｍ．试验与计算得出的荷载－
沉降曲线见图 １１．本文计算结果与实测曲线吻合良

好，说明本文计算方法适用于分层土中楔形单桩荷

载－沉降曲线的预测．
表 ３　 试验 ２ 楔形桩与土体参数

Ｔａｂ．３　 Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔａｐｅｒｅｄ ｐｉｌｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｏｉｌ （Ｔｅｓｔ ２）

研究

对象

重度 ／

（ｋＮ·ｍ－３）

内摩擦角 ／
（ °）

黏聚力 ／
ｋＰａ

泊松比
弹性模量 ／

ＭＰａ
杂填土 １８．０４ １８．０ ２５．４ ０．１８ ８．０
粉土 １９．００ ２８．９ １８．２ ０．２５ ２４．８

粉细砂 ２０．００ ３５．０ １３．０ ０．２２ ３６．０
桩 — — — — ５０ ０００．０

7
27
0
m
m

600mm

93
0
m
m 850mm

杂填土

粉土

粉细砂

图 １０　 试验 ２ 现场土层分布及桩尺寸示意

Ｆｉｇ．１０　 Ｔａｐｅｒｅｄ ｐｉｌｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄ ｓｏｉｌｓ
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图 １１　 分层土中楔形单桩荷载－沉降曲线计算与试验结果对比
Ｆｉｇ．１１　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｅｄ ｌｏａｄ⁃

ｓｅｔｔｌｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｔａｐｅｒｅｄ ｐｉｌｅ ｉｎ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄ ｓｏｉｌｓ
３．３　 算例 ３

文献［１０］利用室内模型试验对楔形群桩和等截面

群桩加固软弱地基的效果进行了研究．群桩荷载试验在

３ ｍ×３ ｍ×３ ｍ 的室内基坑中进行，试验利用刚性承台

对群桩进行加载．桩体采用 Ｃ１５ 混凝土浇筑．土的计算

参数：土的压缩模量为 ８．５ ＭＰａ，泊松比为０．３５，Ｇｓ按照

文献［１０］提供的方法计算：

Ｇｓ ＝ Ｅｓ
１ － ２ν２

２ １ － ν２( )
． （３７）

　 　 求出的土体剪切模量为 ３．６６ ＭＰａ，楔形桩、等
截面桩参数 ｋ１ 按照式 （ １１） 计算的结果分别为

３６７．７ ＭＮ ／ ｍ３及 ２３９．０ ＭＮ ／ ｍ３，由于两种桩型荷载－
沉降曲线较为平缓，故认为桩端土未达到硬化阶段．
桩的计算参数见表 ４．基于承台性状，利用绝对刚性

承台楔形群桩计算方法求解荷载－沉降曲线；图 １２
给出了试验与计算的对比结果，可以看出本文计算

结果与模型试验中的群桩荷载－沉降曲线很接近，
故本文提出的刚性楔形群桩计算方法能够合理预测

楔形群桩的荷载－沉降曲线．
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0

5

10

15

20

25

30

沉
降
/m
m

荷载/kN

文献[10]楔形群桩试验结果
文献[10]等截面群桩试验结果
楔形群桩本文计算结果
等截面群桩本文计算结果

图 １２　 楔形群桩荷载－沉降曲线计算结果与试验结果对比

Ｆｉｇ．１２ 　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｅｄ
ｌｏａｄ⁃ｓｅｔｔｌｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔａｐｅｒｅｄ ｐｉｌｅ ｇｒｏｕｐｓ

表 ４　 试验 ３ 中桩体计算参数

Ｔａｂ．４　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔａｐｅｒｅｄ ｐｉｌｅ

桩型
桩直径 ／ ｍ

桩顶 桩端

桩数 ／
根

桩间距 ／
ｍ

桩长 ／
ｍ

弹性模量 ／
ＧＰａ

楔形桩 ０．１００ ０．０５０ ９ ０．２２５ １．２ ２２
等截面 ０．０７５ ０．０７５ ９ ０．２２５ １．２ ２２

３．４　 楔形桩和等截面桩群桩效应分析

为了进一步探究楔形群桩和等截面群桩效应的

特性，基于算例 ３ 的土层、桩体参数，用本文的计算

方法得到了刚性承台下 ３×３ 群桩、２×２ 群桩、单桩等

不同布桩方式的楔形桩、等截面桩的桩顶平均荷

载－沉降曲线（见图 １３）．相同沉降条件下，３×３ 和

２×２楔形群桩的桩顶平均荷载（Ｐ ／ ｍ）十分接近，说
明楔形群桩的群桩效应随桩数变化不明显．沉降较

小时，２×２ 楔形群桩和楔形单桩刚度大于相同布置

的等截面桩型，但沉降较大时，楔形桩刚度明显小于

等截面桩；这可能是由于桩顶的沉降较大时，桩侧土

强度完全发挥，桩刚度主要靠桩端提供，较小的桩端

面积会导致楔形桩刚度小于等截面桩．
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为了进一步对比两种桩型的群桩效应，本文将

相同桩顶沉降条件下的群桩桩顶平均荷载与单桩桩

顶荷载的比值定义为群桩归一化效应系数 θ．图 １４
给出了群桩归一化效应系数 θ 与桩顶沉降的关系．
等截面群桩的 θ 值随桩数的增大而减小，随着沉降

的增大略有减小；楔形群桩的 θ 值随桩数变化并不

明显，且随着沉降增大先增大后略有减小；楔形群桩

的 θ 值比等截面群桩大，说明楔形群桩承载性能优

于等截面群桩．
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3?3等截面群桩
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图 １３　 桩顶平均荷载与桩顶沉降的关系

Ｆｉｇ．１３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｌｏａｄ ａｎｄ ｓｅｔｔｌｅｍｅｎｔ
ｏｎ ｔｈｅ ｐｉｌｅ ｈｅａｄ
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图 １４　 桩顶归一化效应系数与桩顶沉降的关系
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４　 结　 论

１）将楔形桩桩侧和桩端的应力－沉降关系分别

考虑成双曲线和双折线，可以对楔形单桩在土层中

的荷载－沉降曲线进行有效预测．本文计算参数物理

意义明确，获取方便．
２）利用有限差分法求解楔形桩的桩－桩相互影

响关系并考虑“加筋”与“遮帘”效应，得到了刚性和

柔性承台下楔形群桩的荷载－沉降曲线计算方法，
为楔形群桩变形分析计算提供了可行途径．

３）算例分析表明，本文提出的楔形单桩、群桩荷

载－沉降计算方法可以合理地预测其荷载－沉降曲线．
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