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柔性销轴式人字齿星型轮系均载特性
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（机械传动国家重点实验室（重庆大学），重庆 ４０００４４）

摘　 要： 为研究人字齿星型轮系各路功率分流载荷分配机理，提高齿轮箱承载能力，采用节点有限元法建立柔性销轴式齿轮

涡扇发动机人字齿星型轮系动力学模型． 研究当量啮合误差下星型轮系动态均载性能，分析误差激励、销轴结构、工况参数对

系统均载特性的影响． 结果表明：齿轮偏心误差使中心齿轮振动轨迹偏离原点，是造成不均载的主要原因；系统均载系数随误

差增加呈线性增加，且制造误差的影响大于安装误差；柔性销可以明显改善系统均载性能，在 ４ 种星轮柔性销轴中 Ｍｏｎｔｅｓｔｒｕｃ
改进的柔性销均载性能最佳；系统的均载系数随输入转速增加呈增大趋势，共振会导致系统的均载性能急剧下降；均载性能

随系统承载功率增大而变好，且功率变小，柔性销对系统的均载性能改善的优势更加明显．
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　 　 星形轮系相比平行轴齿轮传动，具有体积小、重
量轻、承载能力大等优点，广泛应用于汽车、船舶、航
空航天等领域，但由于不可避免的制造和安装误差、
轮齿弹性变形等，载荷无法实现在星型轮系各路功

率分流间均匀分配，从而降低系统的承载能力，还会

引起部分构件的过载和振动噪声问题，因此在传动

设计中必须考虑到星轮间载荷分布的不均匀性．
从 ２０ 世纪 ８０ 年代至今，关于功率分流系统的

均载特性，国内外学者就进行了多方面的研究． Ｍａ
等［１］研究了行星轮系动态载荷对系统均载特性的

影响． Ｋａｈｒａｍａｎ［２］ 考虑了齿轮安装制造误差对系统

均载特性的影响，并计算了均载系数． Ｂｏｄｅ、Ｓｉｎｇｈ
等［３－４］采用有限元接触模型研究了行星架和齿轮制

造误差与静态均载系数的关系． 袁擎宇等［５］ 从静力

学的角度，运用当量啮合误差原理和浮动构件的平

衡关系分析了两级星型齿轮传动静力学均载特性．
朱才朝等［６－８］研究了柔性销对均载特性的影响． 杜

进辅等［９－１１］基于集中参数模型和变形协调条件分析

了多分流系统均载机理． 任菲等［１２］从动力学的角度

研究了制造误差对人字齿行星轮系动态均载特性的

影响． 以上对功率分流均载特性的研究大体上分为

三类：基于静力学平衡研究系统均载，该方法忽略了

系统惯性载荷和动态激励；基于集中参数模型的动

态均载特性，该方法忽略掉齿轮轴段自身的柔



性［１３］；基于大型有限元软件的仿真结果分析均载特

性，该方法往往存在计算量大、前处理困难等问题．
本文考虑时变啮合刚度、啮合误差、轴段结构柔

性的影响，建立柔性销轴式人字齿星型轮系的动力学

数学模型． 基于动力学响应分析了误差激励、不同柔

性销轴结构以及工况参数对系统均载性能的影响规

律，为 ＧＴＦ 人字齿星型轮系的均载系数确定，误差控

制、加工、装配以及柔性销结构设计提供理论依据．

１　 柔性销轴式 ＧＴＦ 星型轮系传动原理

为了降低 ＧＴＦ 发动机风扇叶尖切线速度，增大

发动机的涵道比，在涡扇发动机的低压压气机和风

扇之间增加一个星型齿轮减速器． 图 １ 中显示了某

小功率 ＧＴＦ 发动机星型轮系的结构和传动原理，其
中图 １（ａ）为实物模型，图 １（ｂ）为传动简图，各构件

参数取不同的下标： 内齿圈 ｒ，太阳轮 ｓ，星轮 Ｐｍ（ｍ
为星轮数，ｍ ＝ １，２，３），输入扭矩 Ｔｉｎ，输出扭矩 Ｔｏｕｔ ．
本星型轮系的星轮采用柔性销支撑的形式，功率经

过太阳轮输入，分流到各个星轮，最后汇聚到内齿轮

上，并采用人字齿轮传动以消除轴向力，系统中各齿

轮参数见表 １．

（ａ）实物模型

Tin

Pmr

Tout

s

（ｂ）传动简图

图 １　 ＧＴＦ 风扇发动机星型轮系

Ｆｉｇ．１　 Ｓｔａｒ ｇｅａｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ＧＴＦ ｅｎｇｉｎｅ
表 １　 星型轮系齿轮参数

Ｔａｂ．１　 Ｇｅａｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｓｔａｒ ｇｅａｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

名称 模数 ／ ｍｍ 齿数 压力角 ／ （ °） 螺旋角 ／ （ °） 变位系数

太阳轮

星轮

内齿轮

１．２５
２５
２９
８３

２５ ２３．４
０．１００
０．０８３
－０．２６５

　 　 柔性销轴最早是在 １９６０ 年左右，英国发明家

Ｈｉｃｋｓ［１４］发明的，相比于传统的固定销轴，柔性销轴

受载后产生“Ｓ”型变形，可以保证各齿轮轴线平行，

提高单位齿宽承载能力． 此外由于柔性销的刚性较

小，有利于各星轮的浮动，还可以避免瞬间载荷过大

对系统的冲击，增加系统的承受冲击载荷的能力，有
利于改善整个传动链结构件的使用寿命． ＧＴＦ 星型

轮系采用 Ｈｉｃｋ 柔性销支撑的形式，本文在该销轴的

基础上并参考文献［６］建立了其余 ３ 种不同结构的

星轮悬 臂 销 轴， ４ 种 销 轴 均 使 用 合 金 结 构 钢

４０ＣｒＭｏＶ１２，该材料的屈服极限为 ５９５～７１５ ＭＰａ，各
销轴的结构和尺寸如图 ２ 所示．
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（ｃ） Ｆ＆Ｊ 柔性销轴　 　 　 （ｄ） Ｍｏｎｔｅｓｔｒｕｃ 柔性销轴

图 ２　 不同悬臂销轴几何模型

Ｆｉｇ．２　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｉｎｓ

　 　 图 ２（ａ）为固定销轴形式，图 ２（ｂ）为 Ｈｉｃｋｓ 柔性

销，图 ２（ｃ）为 ２００６ 年 Ｆｏｘ 和 Ｊａｌｌａｔ［１５］ 在 Ｈｉｃｋｓ 柔性

销 的 基 础 上 改 进 而 来， 图 ２ （ ｄ ） 为 ２０１１ 年

Ｍｏｎｔｅｓｔｒｕｃ［６］进一步改进的柔性销． ４ 种销轴在额定

载荷下的应力云图如图 ３ 所 示， 由 图 ３ 可 知

Ｍｏｎｔｅｓｔｒｕｃ 柔 性 销 轴 的 应 力 最 大， 最 大 应 力 为

１４２．１５ Ｍｐａ，远小于所用材料的屈服极限，不会发生

屈服破坏，因此本文所建立的销轴模型强度上是足

够的．

（ａ）实心销轴　 　 　 　 　 （ｂ） Ｈｉｃｋｓ 柔性销轴

（ｃ） Ｆ＆Ｊ 柔性销轴　 　 　 （ｄ） Ｍｏｎｔｅｓｔｒｕｃ 柔性销轴

图 ３　 销轴应力云图

Ｆｉｇ．３　 Ｓｔｒｅｓｓ ｎｅｐｈｏｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｉｎｓ
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２　 系统动力学模型

２．１　 空间梁单元模型

本文采用修正的 Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｉ 梁单元［１６］建立

轴段的动力学方程，如图 ４ 所示，梁单元在单元局部

坐标系（ＯＸＹＺ）下的广义坐标为

ＸＪ ＝ ｘｊ， ｙｊ， ｚｊ，θｘｊ，θｙｊ，θｚｊ， ｘｊ＋１， ｙｊ＋１， ｚｊ＋１，θｘｊ＋１，θｙｊ＋１，θｚｊ＋１
{ } Ｔ．
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图 ４　 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｉ 梁单元

Ｆｉｇ．４　 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｉ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ

　 　 在外载荷下梁单元的动力学微分方程为

ＭＪＸ̈Ｊ ＋ ＣＪＸ
·

Ｊ ＋ ＫＪＸＪ ＝ ＦＪ，
式中ＭＪ、ＫＪ、ＣＪ、ＦＪ 为第 Ｊ个梁单元在局部坐标系下

的质量、刚度、阻尼和负载矩阵［１７］ ．
考虑到在空间梁单元系统中单元的局部坐标系

方向各异，在组建轴系单元的总体矩阵时，单元的特

性矩阵需要通过空间坐标变换，在总体坐标系下对

各轴系单元参数进行描述．
局部坐标系下第 Ｊ 个梁单元节点的位移与在总

体坐标系下单元节点位移的关系可以写成

ｘｉ′，ｙｉ′，ｚｉ′，θｘｉ′，θｙｉ′，θ ｚｉ′，ｘｊ′，ｙｊ′，ｚｊ′，θｘｊ′，θｙｊ′，θ ｚｊ′{ } Ｔ ＝

　 Ｒ ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，θ ｘｉ，θ ｙｉ，θ ｚｉ，ｘ ｊ，ｙ ｊ，ｚ ｊ，θ ｘ ｊ，θ ｙ ｊ，θ ｚ ｊ
{ } Ｔ ． （１）

式中： Ｒ ＝ ｄｉａｇ［Ｔ；Ｔ；Ｔ；Ｔ］ 为 坐 标 变 换 矩 阵，
Ｔ ＝ＴγＴβＴα，α、β、γ 为绕着总体坐标系 Ｘ、Ｙ、Ｚ 坐标

轴旋转角．

Ｔα ＝
ｃｏｓ α ０ ｓｉｎ α
０ １ ０

－ ｓｉｎ α ０ ｃｏｓ α

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

Ｔβ ＝
ｃｏｓ β ｓｉｎ β ０
－ ｓｉｎ β ｃｏｓ β ０

０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

Ｔγ ＝
１ ０ ０
０ ｃｏｓ γ ｓｉｎ γ
０ － ｓｉｎ γ ｃｏｓ γ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

　 　 将坐标变换矩阵代入到式（１）中，可得到第 Ｊ
个梁单元节点在总体坐标系下的单元刚度矩阵和质

量矩阵：
ＫＪ′ ＝ ＲＴ ＫＪＲ，

ＭＪ′ ＝ ＲＴ ＭＪＲ ．{ （２）

２．２　 梁单元等效

ＧＴＦ 星型轮系动力学建模中，在保证实际模型

与理论模型的几何参数和动力学属性相似前提下，
将太阳轮轴、星轮轴、齿圈、输出轴等构件进行简化．
其等效原则为：在轴段截面突变处、轴承支撑处、齿
轮啮合点、功率点等地方划分梁单元的节点［１８］，系
统各齿轮轴等效为梁单元的过程如图 ５ 所示．

（ａ）太阳轮　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ） 星轮

（ｃ） 内齿圈

图 ５　 齿轮轴等效

Ｆｉｇ．５　 Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｇｅａｒ ｓｈａｆｔ

　 　 对于柔性销轴，由于其存在空间梁单元结构，其
等效较为复杂，以 Ｈｉｃｋｓ 柔性销为例说明其等效过

程，其余柔性销的等效类似， 如图 ６ 所示． 图 ６ 中：
ＯＸＹＺ 为 Ｈｉｃｋｓ 柔性销轴单元的总体坐标系； Ｏ１、
Ｏ２、Ｏ３、Ｏ４、Ｏ５、Ｏ６ 为所划分的节点，其中 Ｏ１ 为固定

支撑点，Ｏ４、Ｏ５ 为星轮轴承支撑点，Ｏ１Ｏ２ 为轴段单元

１，Ｏ２Ｏ３ 为轴段单元 ２，Ｏ３Ｏ４、Ｏ４Ｏ５、Ｏ５Ｏ６ 为轴段单元

３、４、５． 分别在 Ｏ１、Ｏ２、Ｏ３ 节点处建立各自的单元局

部坐标系，利用式（２） 进行坐标变换直接写出在总

体坐标系下的各自单元特性矩阵：
Ｋ１ ＝ ＫＪ，Ｍ１ ＝ ＭＪ，

Ｋ２ ＝ ＲＴ
２ Ｋ２ Ｒ２，Ｍ２ ＝ ＲＴ

２ Ｍ２ Ｒ２，
Ｒ２ ＝ ｄｉａｇ Ｔ２，Ｔ２，Ｔ２，Ｔ２[ ] ，Ｔ２ ＝ Ｔγ ＝ ０ Ｔβ ＝ ０ Ｔα ＝ π ／ ２，

Ｋ３，Ｋ４，Ｋ５ ＝ ＲＴ
３ Ｋ３ Ｒ３，Ｍ３，Ｍ４，Ｍ５ ＝ ＲＴ

３ Ｍ３ Ｒ３，
Ｒ３ ＝ ｄｉａｇ Ｔ３，Ｔ３，Ｔ３，Ｔ３[ ] ，Ｔ３ ＝ Ｔγ ＝ ０ Ｔβ ＝ ０ Ｔα ＝ π ．

（ａ）三维模型　 　 　 　 　 　 （ｂ） 柔性销等效模型
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（ｃ）轴系单元模型

图 ６　 Ｈｉｃｋｓ 柔性销轴系单元等效

Ｆｉｇ．６　 Ｓｈａｆｔｉｎｇ ｅｌｅｍｅｎｔ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｈｉｃｋｓ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｐｉｎ
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２．３　 变形协调条件及啮合向量

动力学建模中考虑的因素有：各齿轮横向振动、
轴向扭转及摆动、轮齿啮合误差以及时变啮合刚度，
人字齿星型轮系等效力学模型如图 ７ 所示． 图 ７ 中

ＯＸＹＺ 为全局坐标系，ｏｘｙｚ 为各齿轮轴的坐标系，其
中星轮坐标系以太阳轮和各个星轮的连心线作为

ｘ 轴．

X
O

Y

Z

xm

zm

ym

xs,xr

ys,yr

轴承支撑阻尼：kij(i=s,p,r,j=1,x,y,z)
轴承支撑刚度：cij(i=s,p,r,j=1,x,y,z)
综合误差激励：eij(i=sp,rp,j=1,x,y,z)
啮合阻尼、阻尼：cij、kij(i=sp,rp,j=1,2,...m)

图 ７　 人字齿星型轮系等效力学模型

Ｆｉｇ．７ 　 Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｈｅｒｒｉｎｇｂｏｎｅ ｓｔａｒ ｇｅａｒ
ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

　 　 将 ＧＴＦ 人字齿星型轮系的各个构件看作质量

弹性体，轴承支承部位、啮合副的弹性变形以及运动

阻尼用等效的弹簧刚度和阻尼来表示， 其中各齿轮

的轴承支撑刚度和阻尼用符号表示为 ｋｉｊ、ｃｉｊ（ ｉ ＝ ｓ、ｐ、
ｒ；ｊ ＝ ｘ、ｙ、ｚ），内外啮合齿轮副之间的时变啮合刚度、
啮合阻尼、误差用符号表示为 ｋｉｊ、ｃｉｊ、ｅｉｊ（ ｉ ＝ ｓｐ、ｒｐ； ｊ ＝
１、２、３），左右齿轮位移的自由度表示为 ｘ ｊ

ｉ， ｙ ｊ
ｉ， ｚ ｊｉ，

θ ｊ
ｘｉ，θ ｊ

ｙｉ，θ ｊ
ｚｉ，（ ｉ ＝ ｓ、ｐ、ｒ， ｊ ＝ Ｌ、Ｒ）．

动力学模型中各齿轮的振动位移（包括平动、
扭转、摆动位移）均会在轮齿啮合副的啮合线方向

产生等效位移，由于人字齿左右两侧结构对称，因此

以左侧为例推导各齿轮轴单元的耦合关系．
图 ８ 为星型轮系人字齿左侧外啮合齿轮副的动

力学模型， 图 ８ 中太阳轮和星轮的基圆半径为 ｒｓ、
ｒｍ，太阳轮的压力角为 αｓ，螺旋角为 β，第 ｍ 个星轮

相位角为ψｍ，定义外啮合的啮合角为ψｓ ｍ ＝ ψｍ － αｓ，
齿轮在啮合线方向的相对位移为 δ，太阳轮与第 ｍ
个星轮的位移向量可以表示为

ｑｓｍ ＝ ｘｓ，ｙｓ，ｚｓ，θｓｘ，θｓｙ，θｓｚ，ｘｍ，ｙｍ，ｚｍ，θｍｘ，θｍｙ，θｍｚ[ ] Ｔ ．
　 　 取啮合线由太阳轮指向星轮为正方向，啮合线

方向的相对位移为 δ Ｌ
ｓｍ ＝ ＶＬ

ｓｍｑＬ
ｓｍ ＋ ｅｓｍ（ ｔ）， 其中

　 ＶＬ
ｓｍ ＝ ［ － ｓｉｎ ψ ｓｍｃｏｓ β， ｃｏｓ ψ ｓｍｃｏｓ β， ｓｉｎ β，

ｒｓｓｉｎ ψ ｓｍｓｉｎ β， － ｒｓｃｏｓ ψ ｓｍｓｉｎ β， ｒｓｃｏｓ β，
ｓｉｎ ψ ｓｍｃｏｓ β， － ｃｏｓ ψ ｓｍｃｏｓ β， － ｓｉｎ β，
ｒｍｓｉｎ ψｓｍｓｉｎ β， － ｒｍｃｏｓ ψｓｍｓｉｎ β， ｒｍｃｏｓ β］．

O
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图 ８　 外啮合齿轮副动力学模型

Ｆｉｇ．８　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｇｅａｒｉｎｇ ｐａｉｒ

　 　 人字齿左侧内啮合齿轮副啮合向量同外啮合的

推导方式一样，令 ψｒｍ ＝ ψｍ ＋ αｒ， 其表达式为

　 ＶＬ
ｒｍ ＝ ［ｓｉｎ ψ ｒｍｃｏｓ β， － ｃｏｓ ψ ｒｍｃｏｓ β，ｓｉｎ β，

ｒｍｓｉｎ ψ ｒｍｓｉｎ β， － ｒｍｃｏｓ ψ ｒｍｓｉｎ β， － ｒｍｃｏｓ β，
－ ｓｉｎ ψ ｒｍｃｏｓ β， ｃｏｓ ψ ｒｍｃｏｓ β， － ｓｉｎ β，
－ ｒｒｓｉｎ ψ ｒｍｓｉｎ β， ｒｒｃｏｓ ψ ｒｍｓｉｎ β， ｒｒｃｏｓ β］ ．

２．４　 系统动力学模型

根据系统的离散化程度，将系统划分为多个轴

系单元，其中销轴和各个星轮之间通过轴承连接单

元进行耦合，齿轮之间通过啮合单元耦合，最后将各

个轴系单元有序地连接起来［１３］，形成 ＧＴＦ 星型轮

系整体节点有限元模型． 以 Ｈｉｃｋｓ 柔性销轴式齿轮

系统为例，节点有限元模型如图 ９ 所示，其他销轴结

构支撑下的节点有限元模型与之类似，不再赘诉，
图 ９中 ＯＸＹＺ 为系统的总体坐标系，系统共 ７５ 个节

点、４５０ 个自由度．

节点
星轮轴承单元
箱体支撑单元
花键连接单元
啮合节点

O Z

X
Y

轴承

输出轴
风扇

齿圈星轮
轴承销轴

输入轴太阳轮

图 ９　 ＧＴＦ 人字齿星型轮系整体节点有限元模型

Ｆｉｇ． ９ 　 Ｏｖｅｒａｌｌ ｎｏｄｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｈｅｒｒｉｎｇｂｏｎｅ ｓｔａｒ
ｇｅａｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ＧＴＦ ｅｎｇｉｎｅ

　 　 将轴系单元的质量、阻尼、刚度、负载矩阵，按照

有限单元法［１７］的规则联立并组装形成系统的整体

动力学方程为

ＭＴ Ｘ
¨
Ｔ ＋ ＣＴＸ

˙

Ｔ ＋ ＫＴＸＴ ＝ ＦＴ ．
式中： ＭＴ、ＫＴ、ＣＴ 为系统总体质量、阻尼和刚度矩

阵，ＸＴ 为系统轴系单元节点的位移向量，ＦＴ ＝ ｛Ｆ１，
Ｆ２，…，Ｆｎ｝ Ｔ 为系统外部激振力．
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３　 系统动态激励分析

３．１　 当量啮合误差

星型轮系的齿轮误差较为复杂，本文按照文献

［９－１１］主要考虑齿轮安装误差和制造误差引起的

当量啮合误差． 齿轮制造误差指齿轮加工制造所产

生的几何中心与实际回转中心的偏差，安装误差指

构件安装之后实际回转轴线与理论回转轴线的偏

差，齿轮的误差示意如图 １０ 所示．

xs
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βsEs

ωr

O X

Y
xsxr

ysyr

αs
o

ωs

ψm

ψm

xmαr

αs om
ωm

ym

o′

图 １０　 制造误差和安装误差示意图

Ｆｉｇ．１０　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ ａｎｄ ａｓｓｅｍｂｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒ

　 　 取太阳轮转向逆时针为角位移正方向， 取啮合

误差靠近齿向方向为当量啮合误差的正向． 齿轮角

速度为 ω，制造误差、安装误差的幅值为 Ｅ、Ａ，初始

相位角为 β、γ，则各齿轮的误差引起的当量啮合误

差公式如下：
１）外啮合各齿轮误差所引起当量啮合误差为

ｅＥｓｍ ＝ Ｅｓｓｉｎ（ωｓ ｔ ＋ βｓ ＋ αｓ － ψｍ），
ｅＡｓｍ ＝ Ａｓｓｉｎ（γｓ ＋ αｓ － ψｍ），
ｅＥｐｓｍ ＝ Ｅｐｓｉｎ（ － ωｍ ｔ ＋ βｍ ＋ αｓ），
ｅＡｐｓｍ ＝ Ａｐｓｉｎ（γｍ ＋ αｓ） ．

　 　 ２）内啮合各齿轮误差所引起当量啮合误差为

ｅＥｒｍ ＝ Ｅｒ × ｓｉｎ（ － ωｒ ｔ － βｒ ＋ αｒ ＋ ψｍ），
ｅＡｒｍ ＝ Ａｒｓｉｎ（ － γｒ ＋ αｒ ＋ ψｍ），
ｅＥｐｒｍ ＝ Ｅｐｓｉｎ（ － ωｍ ｔ － βｍ ＋ αｒ），
ｅＡｐｒｍ ＝ Ａｐｓｉｎ（ － γｍ ＋ αｒ） ．

　 　 ３）考虑各种误差之后的综合外内啮合误差为

ｅｓｐｍ ＝ ｅＥｓｍ ＋ ｅＡｓｍ ＋ ｅＥｐｓｍ ＋ ｅＡｐｓｍ，
ｅｒｐｍ ＝ ｅＥｒｍ ＋ ｅＡｒｍ ＋ ｅＥｐｒｍ ＋ ｅＡｐｒｍ ．

　 　 结合 ＧＴＦ 星型轮系的齿轮参数，参考标准 ＩＳＯ
１３２８－１： １９９５，得到精度等级为 ５ 级下齿轮的制造、
安装误差如表 ２ 所示．

表 ２　 齿轮制造和安装误差

Ｔａｂ．２　 Ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ ａｎｄ ａｓｓｅｍｂｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｏｆｔｈｅ Ｇｅａｒｓ

齿轮 制造误差 ／ μｍ 误差 ／ μｍ

太阳轮 １１ ±１３

星轮 １１ ±１３

内齿圈 １５ ±１３

３．２　 时变啮合刚度

利用弹性力学的势能原理考虑轮齿弯曲变形、
剪切变形、轴向压缩变形、赫兹接触变形及轮体变

形，求解啮合线上等效刚度［１８－１９］ ． 内外啮合齿轮副

单齿啮合刚度 Ｋｅ 可表示为

Ｋｅ ＝ １／ １
Ｋｂ１

＋ １
Ｋｓ１

＋ １
Ｋａ１

＋ １
Ｋｆ１

＋ １
Ｋｂ２

＋ １
Ｋｓ２

＋ １
Ｋａ２

＋ １
Ｋｆ２

＋ １
Ｋｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

式中： Ｋｂ 为弯曲刚度，Ｋｓ 为剪切刚度，Ｋａ 轴向压缩

刚度，Ｋ ｆ 轮体变形等效刚度，Ｋｈ 为赫兹接触刚度． 对
单齿啮合刚度进行叠加，可以得到星型轮系单边斜

齿轮时变外内啮合刚 ｋｐｓ 和 ｋｐｒ 随输入转角 θ 变化曲

线如图１１所示，从图１１中可以得到齿轮系统时变外

啮合刚度的均值为 ｋｐｓ ＝ ２１４ ＭＮｍ－１，波动幅值为

６．６４ ＭＮｍ－１，内啮合刚度的均值为 ｋｐｒ ＝ ２０９ ＭＮｍ－１，
波动幅值为 ５．９８ ＭＮｍ－１ ．
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图 １１　 星型轮系人字齿时变啮合刚度

Ｆｉｇ．１１　 Ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｍｅｓｈｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｈｅｒｒｉｎｇｂｏｎｅ ｇｅａｒｓ

３．３　 啮合相位

传动系统中各个星轮沿中心轮周向均布，受齿

数影响，不同啮合副在啮合相位上会有所不同，这种

差异将会影响各轮齿啮合副的时变啮合刚度和当量

啮合误差． 本文在处理人字齿星型齿轮传动中的啮

合相位时，基于人字齿轮的特点并结合 Ｐａｒｋｅｒ 的研

究成果［２０］，啮合相位差计算公式如下：
γｓｍ ＝ ｚｓψｍ ／ ２π，
γｒｍ ＝ － ｚｒψｍ ／ ２π ．
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式中： γｓｍ 表示星型轮系的各外啮合副相位差，γｒｍ 表

示各内啮合副的相位差，ｚｓ、ｚｒ 分别为太阳轮和齿圈

的齿数．
３．４　 中心轮浮动

传动系统中心齿轮的浮动会导致侧隙的变化，
假定太阳轮和内齿圈在 ｘ 和 ｙ 方向上引起的浮动为

ｘｓ、ｙｓ，ｘｒ、ｙｒ 则浮动所引起的外内啮合线位移 Δｓ ｍ 和

Δｒ ｍ 为

Δｓｍ ＝ － ｘｓｓｉｎ ψｓｍ ＋ ｙｓｃｏｓ ψｓｍ，
Δｒｍ ＝ － ｘｒｓｉｎ ψｒｍ ＋ ｙｒｃｏｓ ψｒｍ，
ｘｓ ＝ ｙｓ ＝ Ｅｓ ＋ ４ ／ ３Ｅｐｃｏｓ αｓ，
ｘｒ ＝ ｙｒ ＝ Ｅｒ ＋ ４ ／ ３Ｅｐｃｏｓ αｒ ．

３．５　 轴承支撑单元

轴承刚度的各自由度均存在着耦合关系，各方

向刚度也是时变的，由于滚动轴承多数耦合项较小，
为简化计算，在动力学分析时不考虑轴承刚度的时

变性，仅保留径向和轴向的刚度值［１８］ ． 滚动轴承的

刚度矩阵 Ｋｂ 可以简化为

Ｋｂ ＝ ｄｉａｇ ｋｘｘ； ｋｙｙ； ｋｚｚ；０；０；０[ ] ．
　 　 Ｒｏｍａｘ 被认为是权威的载荷分布计算软件，可
实现机械传动产品设计及系统仿真分析［２１］，利用

Ｒｏｍａｘ 软件建立整个系统的模型，提取系统中轴承

各自由度的刚度值如表 ３ 所示．
表 ３　 轴承支撑刚度

Ｔａｂ．３　 Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ｂｅａｒｉｎｇ ｓｕｐｐｏｒｔ Ｎｍ－１

轴 ｋｘｘ ｋｙｙ ｋｚｚ

太阳轮轴 ４．８６７×１０８ ４．８６７×１０８ １．８２９×１０９

星轮轴 ７．７８７×１０８ ７．７８７×１０８ ２．８１８×１０９

输出轴 １．０２７×１０１０ １．０２７×１０１０ ４．８１６×１０１０

４　 均载特性

４．１　 动力学响应

结合 ＧＴＦ 人字齿星型轮系的动态激励以及额

定工况（输入转速９ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ，输入功率１２０ ｋＷ），
求解系统动力学微分方程得到各齿轮节点的时域响

应如图 １２ 所示，由于人字齿两侧节点的振动规律相

类似，因此以左侧为例进行分析．
由图 １２（ｇ） ～ （ｉ）可知，各齿轮节点径向振动位

移幅值在 ２ μｍ 左右，中心齿轮构件由于偏心误差

的存在使得其轨迹中心不再位于坐标原点 Ｏ， 这是

造成系统内外啮合不均载的根本原因，与中心构件

不同，星轮的受力状况较差，其振动轨迹为平面内的

细长区域，与内外啮合力的合力方向一致．
由图 １２（ａ） ～ （ｆ）还可以看出，各齿轮节点 ｘ和 ｙ

向振动位移也有一定差异，这是啮合误差和啮合相

位差共同作用下使得系统并不完全对称的原因， 这

种现象也会引起系统的不均载． 太阳轮和内齿圈作

为中心轮，受力条件相似，其振动规律、幅值和轨迹

都非常接近． 但星轮的径向和切向振动规律（图 １２
（ｅ）和 １２（ｆ））差异较大， 星轮 ｙ 向（连心线方向） 振

动平衡位置不再是零点，而为一个正值，ｙ 向相比 ｘ
向振动幅值大很多，这是因为星轮所受到的内外啮

合力切向分力方向一致，而径向分力相反，叠加后相

互抵消的结果．
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图 １２　 齿轮节点时域响应

Ｆｉｇ．１２　 Ｔｉｍｅ⁃ｄｏｍａｉｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｇｅａｒ ｎｏｄｅｓ
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４．２　 星型轮系动态均载系数

星型轮系的均载性能用动力学载荷分配不均匀

系数来描述，简称动态均载系数． 传动系统轮齿啮合

力由弹性力和阻尼力组成，以 Ｆｓｍ 与 Ｆｒｍ 分别表示

ＧＴＦ 星型轮系内外啮合力：
Ｆｓｍ ＝ ｋｓｍ（ ｔ）δｓｍ ＋ ｃｓｍ（ ｔ）δ

·
ｓｍ，

Ｆｒｍ ＝ ｋｒｍ（ ｔ）δｒｍ ＋ ｃｒｍ（ ｔ）δ
·

ｒｍ ．
　 　 虽然人字齿在结构上左右对称，不同于双悬臂

支撑，单悬臂会导致系统的边界条件不再对称，使得

人字齿两侧的均载性能不一致，将人字齿分为左右

两侧分别计算：
δｉ

ｓｍ
＝ Ｖｉ

ｓｍｑｉ
ｓｍ ＋ Δｓｍ ＋ ｅｓｍ（ ｔ）， （ ｉ ＝ Ｌ，Ｒ）

δｉ
ｒｍ
＝ Ｖｉ

ｒｍｑｉ
ｒｍ ＋ Δｒｍ ＋ ｅｒｍ（ ｔ） ． （ ｉ ＝ Ｌ，Ｒ）

　 　 定义某一时间节点上参与内外啮合人字齿左右

两侧的均载系数为 ｂＬ
ｓｍ、ｂＲ

ｓｍ 和 ｂＬ
ｒｍ、ｂＲ

ｒｍ：

ｂＬ
ｓｍ
＝ ３ＦＬ

ｓｍ
／∑

３

ｍ ＝ １
ＦＬ

ｓｍ
，ｂＲ

ｓｍ
＝ ３ＦＲ

ｓｍ
／∑

３

ｍ ＝ １
ＦＲ

ｓｍ
，

ｂＬ
ｒｍ
＝ ３ＦＬ

ｒｍ
／∑

３

ｍ ＝ １
ＦＬ

ｒｍ
，ｂＲ

ｒｍ
＝ ３ＦＲ

ｒｍ
／∑

３

ｍ ＝ １
ＦＲ

ｒｍ
．

　 　 把外内啮合人字齿各时间点星轮均载系数的最

大值作为该时刻的均载系数，则人字齿内外啮合左

右两侧的动态均载系数 ＢＬ
ｓｍ、ＢＲ

ｓｍ 和 ＢＬ
ｒｍ、ＢＲ

ｒｍ 为

ＢＬ
ｓｍ ＝ ｍａｘ ｂＬ

ｓｍ( ) ，ＢＲ
ｓｍ ＝ ｍａｘ ｂＲ

ｓｍ( ) ，

ＢＬ
ｒｍ ＝ ｍａｘ ｂＬ

ｒｍ( ) ，ＢＲ
ｒｍ ＝ ｍａｘ ｂＲ

ｒｍ( ) ．
　 　 取一段时间内外内啮合动态均载系数的最大值

作为星型轮系的均载系数：
ＢＬ

ｓ ＝ ｍａｘ ＢＬ
ｓｍ

( ) ， ＢＲ
ｓ ＝ ｍａｘ ＢＲ

ｓｍ
( ) ，

ＢＬ
ｒ ＝ ｍａｘ ＢＬ

ｒｍ
( ) ， ＢＲ

ｒ ＝ ｍａｘ ＢＲ
ｒｍ

( ) ．
　 　 在额定工况下，以 ５ 级精度为例，取安装、制造

误差的极限值，通过求解在当量啮合误差下 Ｈｉｃｋｓ
柔性销轴式人字齿星型轮系左右两侧的均载系数随

时间的变化曲线如图 １３ 所示． 从图 １３ 中可以看出，
３ 个星轮的均载系数变化规律相似，均呈现出周期

性变化，但是由于啮合相位差和偏心误差的存在，使
得星轮的均载系数呈现出均值和相位上的差异． 从

图 １３ 中可以得到系统的外内啮合均载系数分别为：
ＢＬ

ｓ ＝ １．０４７、 ＢＲ
ｓ ＝ １．０４６、 ＢＬ

ｒ ＝ １．０５０、 ＢＲ
ｒ ＝ １．０４８，左

侧的均载系数略大于右侧，内啮合系数略大于外啮

合，这是由于人字齿右侧远离销轴支撑点，人字齿右

侧的支撑刚度更小，均载性能更好，此外在相同的精

度等级条件下，内齿圈的误差值略大，造成的不均载

影响更大．
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图 １３　 人字齿星型轮系均载系数

Ｆｉｇ．１３　 Ｌｏａｄ ｓｈａｒｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｈｅｒｒｉｎｇｂｏｎｅ ｓｔａｒ ｇｅａｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ
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　 　 在其他条件相同的前提下，４ 种不同销轴支撑

下人字齿星型轮系左右两侧内外啮合的均载系数如

图 １４ 所示． 从图 １４ 中可以看出，其他 ３ 种销轴支撑

下系统均载性能的规律同 Ｈｉｃｋｓ 柔性销得到的结果

类似，但相比于实心销轴，柔性销可以明显改善系统

的均载性能，且 Ｍｏｎｔｅｓｔｒｕｃ 所改进的柔性销均载性

能最佳，这与文献［６］的有限元仿真结果一致．

1.060

1.055

1.050

1.045

1.040

1.035
Solid Hick F&J Mon

销轴类型

均
载

系
数

L R RLBs Bs Br Br

图 １４　 星型轮系均载系数

Ｆｉｇ．１４　 Ｌｏａｄ ｓｈａｒｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｓｔａｒ ｇｅａｒ ｔｒａｉｎｓ

４．３　 误差对均载性能的影响

为了单独分析齿轮的误差对系统均载性能的影

响，以 Ｈｉｃｋｓ 柔性销支撑的人字齿左侧内啮合为例，
在制造误差、安装误差作用下得到系统的均载系数

随误差变化曲线如图 １５ 所示． 从图 １５ 可以看出：随
着安装误差和制造误差的增大，系统的均载系数均

逐渐增加，且基本上呈现出线性变化趋势，但比较制

造误差和安装误差的单独影响发现，制造误差对均

载系数的影响要明显大于安装误差．
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图 １５ 误差对均载系数的影响

Ｆｉｇ．１５　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｏｎ Ｌｏａｄ ｓｈａｒｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
　 　 柔性销能够改善系统的均载性能，本质上为改

变了齿轮的支撑刚度，理论和实践均表明：减小行星

传动机构中各主要部件的支撑刚度能够有效改善系

统均载性能，这主要是由于较低的支撑刚度能够有

助于各部件自由浮动以补偿由于制造、安装和受载

变形等因素造成的各类误差． 在相同的载荷作用下

得到 ４ 种销轴的变形如图 １６（ａ）所示：相比于实心

销轴， 柔 性 销 的 刚 度 更 小， 且 各 种 柔 性 销 中

Ｍｏｎｔｅｓｔｒｕｃ 柔性销轴挠度最大、刚度最小；此外柔性

销相比实心销轴会呈现“Ｓ”型变形，该性能可以保

证齿轮轴线的平行，这对于改善人字齿两侧载荷的

均匀性是很关键的． ４ 种不同结构的星轮销轴下的

均载系数随误差变化如图 １６（ｂ）所示，从图 １６（ｂ）
中可以看出相比于悬臂实心销轴，柔性销可以明显

降低系统对误差的敏感性，改善系统均载性能，且随

着销轴柔性的增加，系统均载性能逐渐提高．
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图 １６　 不同柔性销结构对系统均载系数的影响

Ｆｉｇ．１６　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｐｉｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｎ ｌｏａｄ ｓｈａｒｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
４．４　 不同工况下的均载特性

通过计算系统在不同功率下的均载系数随输入

转速的变化如图 １７ 所示，并结合系统的固有频率

（表 ４）分析均载系数变化， 表 ４中 ｆｉ 为系统第 ｉ阶固

有频率，ｓｉ 为频率所对应的系统输入转速． 受篇幅所

限，本文仅列出了 ２ 种销轴的前 １２ 阶固有频率作为

对比说明．
从图 １７ 中可以看出，４ 种销轴支撑下系统的均

载性能与转速和功率变化的趋势基本类似，无论内

啮合还是外啮合，采用柔性销支撑的结构均载性能

均要好过实心销轴，各功率下系统的均载系数随着

输入转速的提高均呈增大趋势，但在共振点附近

（图 １７ 中实心销轴和 Ｈｉｃｋ 柔性销均载系数都在第

·１５１·第 ７ 期 魏静， 等： 柔性销轴式人字齿星型轮系均载特性



１０ 阶固有频率附近发生突变，４ 种销轴支撑下的系

统的固有频率略有差异，但均对应表 ４ 中的转速

ｓ１０， 另外两种销轴的规律也是类似）会出现均载系

数突变的情况，且内外啮合的变化趋势相反，即内啮

合的均载系数大幅增加，外啮合的则变小，但对整个

系统而言，共振则大大降低了系统的均载性能． 此

外对比不同功率下的均载系数可以看出，随着功率

增大，系统的均载性能变好，尤其是针对在功率较小

的情况下，如 Ｐ ＝ ３０ ｋＷ 时（该功率为风车状态下的

功率，即发动机空中停车、燃烧室熄火或不工作时，
气流通过未点燃的发动机并由于空气动力、转子惯

性和阻力矩共同作用而带动发动机轴转动），柔性

销改善系统均载性能的优势则更加突出，由此说明

ＧＴＦ 发动机风扇驱动齿轮系统中采用柔性销的必

要性．
表 ４　 系统固有频率

Ｔａｂ．４　 Ｎａｔｕｒｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆ ｓｙｓｔｅｍ

阶数 ｉ
Ｓｏｌｉｄ

ｆｉ ／ Ｈｚ ｓｉ ／ （ｒ·ｍｉｎ－１）

Ｈｉｃｋ

ｆｉ ／ Ｈｚ ｓｉ ／ （ｒ·ｍｉｎ－１）

１ ３１８．１ ７３４．１ ２８４．０ ６５５．５
２ ４８６．３ １ １２２．３ ４３５．６ １ ００５．２
３ ４８６．７ １ １２３．１ ４３５．８ １ ００５．８
４ ８８８．０ ２ ０４９．２ ７９０．５ １ ８２４．２
５ １ ２６３．８ ２ ９１６．６ １ １２４．０ ２ ５９３．８
６ １ ３２４．６ ３ ０５６．８ １ ２２３．２ ２ ８２２．９
７ １ ３２４．８ ３ ０５７．１ １ ２２３．４ ２ ８２３．１
８ ２ １８０．２ ５ ０３１．２ １ ９５２．２ ４ ５０５．０
９ ２ ３７３．３ ５ ４７６．９ ２ ３６２．０ ５ ４５０．７
１０ ２ ４８２．０ ５ ７２７．７ ２ ４４３．２ ５ ６３８．１
１１ ２ ４８２．０ ５ ７２７．７ ２ ４４３．２ ５ ６３８．１
１２ ４ ５５３．０ １０ ５０６．８ ３ ４７５．３ ８ ０１９．９
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图 １７　 不同工况下的均载系数

Ｆｉｇ．１７　 Ｌｏａｄ ｓｈａｒｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｏｗｅｒ

５　 结　 论

１）中心齿轮两个方向振动规律基本一致，而星

轮径向和切向的振动规律差异较大，偏心误差的存

在使中心轮振动的轨迹中心偏离理论位置，这是造

成不均载的主要原因．
２）当量啮合误差下系统内啮合的均载系数大

于外啮合，且人字齿右侧的均载性能比左侧更好，随

着误差的增大，系统的均载系数呈线性增加趋势，相
比于安装误差，制造误差的对均载系数的影响要更

大；与实心销轴相比，采用柔性销结构可以明显改善

系统的均载性能，且随着销轴柔性增加，系统均载性

能逐渐提高，对误差敏感性下降，柔性销结构中

Ｍｏｎｔｅｓｔｒｕｃ 所改进的柔性销刚度最小，均载性能

最佳．
３）系统的均载系数随着输入转速的增加呈增
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大趋势，系统的共振会导致系统的均载性能急剧下

降，但对系统内外啮合的影响相反；随着系统承载功

率的增大，系统均载性能变好，且功率越小，柔性销

对改善系统的均载性能的优势越明显．
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