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桥梁颤振临界风速的概率密度演化计算
姜保宋， 周志勇， 唐　 峰

（土木工程防灾国家重点实验室（同济大学）， 上海 ２０００９２）

摘　 要： 针对桥梁结构自身特性以及外部环境的随机性（如刚度、质量、阻尼比、气动导数等因素）所造成的桥梁的颤振临界

风速不确定，难以衡量桥梁颤振稳定性问题． 将概率密度演化方法与桥梁颤振多模态耦合分析方法相结合，以江阴长江大桥

作为实例，通过考虑桥梁结构自身的不确定性及气动导数的不确定性，给出不同模态阻尼比及频率的概率密度演化过程． 研

究表明：结构模态阻尼比及频率在低风速情况下的概率密度分布可近似认为服从正态或对数正态分布，高风速下的概率密度

则无法用单一的概率分布来描述，概率分布会出现双峰甚至多峰的情况；与按确定性方法到的颤振临界风速相比，按概率密

度演化方法得到的颤振临界风速较小．
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　 　 颤振临界风速是衡量桥梁颤振稳定性的重要指

标［１］ ． 然而，由于桥梁结构自身及外部环境的随机性，
如刚度、质量、阻尼比、气动导数等的不确定，从而造

成桥梁的颤振临界风速也是不确定的［２］ ． 所以桥梁

颤振失效概率采用可靠度分析方法更为合理［３］ ．
目前在桥梁颤振临界风速概率评价方面，主要

还是采用矩方法［４］及替代函数法［５］ 进行估计． 基于

现有的结构可靠度理论，一些学者提出桥梁颤振稳

定失效概率的计算方法：２００１ 年，葛耀君教授运用

中心点法和验算点法，基于实验与理论相结合进行

桥梁颤振稳定的概率分析，并对上海杨浦大桥和江

阴长江大桥进行了颤振稳定的概率性评价［６］ ． ２００７
年，周峥等提出的随机有限元方法，综合考虑了结构

刚度、质量、阻尼比以及颤振导数等随机因素对颤振

临界风速的影响，并对东海大桥颗珠山斜拉桥进行

了颤振可靠性分析［７］ ．
目前，对于线性系统平稳反应的分析理论基本

趋于完备，并已经开始进入工程实用阶段［８］ ． 然而，
对于非线性系统，人们仍然面临巨大的困难［９］ ． 近

几年，李杰和陈建兵提出的广义概率密度演化方

法［１０］，为求解非线性系统带来了巨大的方便． 应用

数值求解技术可获得广义概率密度演化方程的解，
从而可以得到结构响应的概率密度函数（ＰＤＦ）曲

线，进而获得结构的可靠度． 概率密度演化方法一

方面包含结构中所有的概率信息，另一方面不受概

率密度分布情况的影响，对于复杂形式的状态函数



也适用，为结构可靠度分析提供了极大的方便．
本文采用概率密度演化方法与桥梁颤振多模态

耦合分析方法相结合，以江阴长江大桥为例，选取结

构质量、结构刚度、结构阻尼比、气动导数作为随机

变量，对结构模态阻尼比及频率的概率密度演化过

程进行分析，并给出基于概率密度演化方法得到的

颤振临界风速． 论文首先概述了目前结构可靠度研

究的进展以及目前桥梁颤振临界风速可靠度计算的

方法，第 １ 节介绍概率密度演化方法的基本理论以

及对桥梁进行颤振临界风速概率密度演化分析的主

要步骤，第 ２ 节对典型桥梁的基本参数进行了介绍，
第 ３ 节为概率演化计算结果及分析，第 ４ 节对研究

结果进行了总结．

１　 基本理论

１．１　 广义概率密度演化方程

一般的结构动力系统运动方程可以表述为

ＭＸ̈ ＋ ＣＸ· ＋ ＫＸ ＝ ＬＦ（ ｔ） ． （１）

其中 Ｘ ＝ （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）Ｔ 为结构位移向量，Ｘ·、Ｘ̈分别

为速度和加速度向量， ｎ 为自由度数，Ｍ为 ｎ × ｎ 阶质

量矩阵， Ｃ为 ｎ × ｎ 阶阻尼矩阵，Ｋ ＝ ｋｉｊ[ ] ｎ×ｎ 为 ｎ × ｎ
阶刚度矩阵， Ｌ ＝ ｌｉｊ[ ] ｎ×ｒ 为 ｎ × ｒ 阶外力作用位置矩

阵， Ｆ ｔ( ) ＝ （Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｒ）Ｔ 为 ｒ × １ 阶外力向量．
结构的基本参数变异性较大［１１－１２］ ． 可以将这些

参数表示为一系列基本随机变量的函数． 记为 θ１ ＝
θ １，θ ２，…，θ ｓ１

( ) ， 其中 ｓ１ 为结构随机变量的总个数，
这样，方程中的质量矩阵、刚度矩阵和阻尼比矩阵都

是随机向量 θ１ 的函数．
同时，结构外部激励也具有显著的随机性，可将

上述随机过程表述为 θ２ ＝ θ ｓ１＋１，θ ｓ１＋２，…，θ ｓ１＋ｓ２
( ) ，

其中 ｓ２ 为随机激励中基本随机变量的个数．
上述 全 部 随 机 变 量 记 为 θ ＝ θ１，θ２( ) ＝

θ １，θ ２，…，θ ｓ( ) ， 其中 ｓ ＝ ｓ１ ＋ ｓ２ 为随机变量的总个

数． 其中 θ 的联合概率密度函数 ｐθ θ( ) 已知，其分

布域为 Ωθ， 于是，方程（１）可表示为

Ｍ θ( ) Ｘ̈ ＋ Ｃ θ( ) Ｘ
·

＋ Ｋ θ( ) Ｘ ＝ Ｆ θ，ｔ( ) ． （２）
记 Ｚ ＝ Ｚ Ｚ１，Ｚ２，…，Ｚｍ( ) 为所要考察的物理量，令

Ｚ
·

ｔ( ) ＝ φ Ｇ θ，ｔ( ) ，Ｈ θ，ｔ( )[ ] ＝ ｈ θ，ｔ( ) ， （３）
其中 φ ．( ) 是从状态向量向所考察的物理量的转换

函数，对应的概率密度函数 Ｐｚθ ｚ，θ，ｔ( ) 满足方程：

　
∂Ｐｚθ ｚ，θ，ｔ( )

∂ｔ
＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
ｈ ｊ θ， ｔ( )

∂Ｐｚθ ｚ，θ，ｔ( )

∂ｚ ｊ
＝ ０． （４）

一般的，方程（４）的边界条件可采用：
Ｐｚθ ｚ，θ，ｔ( ) ｚ ｊ→ ±¥

＝ ０， ｊ ＝ １，２，…，ｍ． （５）

而初始条件则为

Ｐｚθ ｚ，θ，ｔ( ) ｔ ＝ ｔ０
＝ δ ｚ － ｚ０( ) Ｐθ θ( ) ． （６）

　 　 ｚ０ 为初始值，通过求解广义概率密度演化方程

（４），可最终得到 Ｚ ｔ( ) 的概率密度函数：

Ｐｚ ｚ，ｔ( ) ＝ ∫Ｐｚθ ｚ，θ，ｔ( ) ｄθ ． （７）

　 　 对于一般的随机动力系统，广义概率密度演化

方程的求解需要借助于有限差分法：一种是单边差

分格式，另外一种是 Ｌａｘ⁃Ｗｅｎｄｒｏｆｆ 格式． 李杰和陈建

兵采用具有 ＴＶＤ 性质的有限差分格式可以获得较

为理想解答［１３］ ． 最近，Ｐａｐａｄｏｐｏｕｌｏｓ［１４］ 和 Ｋａｌｏｇｅｒｉｓ
采用 Ｐｅｔｒｏｖ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元方法也成功的应用于概

率密度演化方程的求解．
１．２　 广义概率密度演化方程的求解

广义概率密度演化方程求解流程如图 １ 所示，
主要步骤如下：１）概率空间选点． 在基本随机向量 θ
的分布空间 Ω 中选取一系列代表性的离散点，记为

θｑ ＝ θ ｑ，１，θ ｑ，２，…，θ ｑ，ｓ( ) ，ｑ ＝ １，２，…，ｎｓｅｌ，这里 ｎｓｅｌ 为

所取离散点的数目，同时，确定每个代表点的赋得概

率 Ｐｑ ＝ ∫
Ｖｑ
Ｐθ θ( ) ｄθ，这里 Ｖｑ 为代表性体积． ２） 动力

系统求解． 对于给定的θｑ ＝ θ ｑ，１，θ ｑ，２，…，θ ｑ，ｓ( ) ，ｑ ＝
１，２，…，ｎｓｅｌ， 求解物理方程（２）、（３），获得所需物理

量的时间导数 Ｚ· ｔ( ) ． ３）广义概率密度演化方程求

解． 求解概率密度演化方程（４），相应的边界及初始

条件分别为方程（５）、（６），采用有限差分方法求解

该 偏 微 分 方 程， 可 以 获 得 概 率 密 度 函 数

Ｐｚθ ｚ，θ，ｔ( ) 的数值解． ４）累计求和． 将上述所得的

Ｐθ ｚ，θ，ｔ( ) 累计，即可获得 Ｐｚ ｚ，ｔ( ) 的数值解：

Ｐｚ ｚ，ｔ( ) ＝ ∑
ｎｓｅｌ

ｑ ＝ １
Ｐｚθ ｚ，θｑ，ｔ( ) ． （８）

开始

选取考虑空间内的离散代表点
θq=(θq1,θq2,…,θq,s,),q=1,2,…,nsel

q=q+1

求解物理方程（2）、（3），获
得所需物理量的时间导数 输出结果

q<nsel

累计运算方程（8）

求解广义概率密度演化方程（4）

图 １　 广义概率密度演化方程求解流程

Ｆｉｇ．１　 Ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ
ｄｅｎｓｉｔｙ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ （ＧＤＥＥ）

１．３　 桥梁颤振的概率密度演化计算

１．３．１　 颤振临界风速的计算

本文基于结构有限元模型，进行多模态颤振耦
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合分析［１５］ ． 桥梁结构进行颤振分析时，自激力作用

下的结构运动方程一般形式［１６］可表示为

ＭＸ̈ ＋ ＣＸ· ＋ ＫＸ ＝ Ｆｓｅ ＝ ＦｓｅＣ ＋ ＦｓｅＫ ＝ ＣｓｅＸ
· ＋ ＫｓｅＸ．

（９）
式中： Ｍ、Ｋ、Ｃ 分别为结构质量、刚度和阻尼比矩

阵； Ｘ、Ｘ·、Ｘ̈ 分别为节点位移、速度和加速度； Ｆｓｅ 为

等效的节点自激力， ＦｓｅＣ 为气动阻尼比项， ＦｓｅＫ 为气

动刚度项； Ｋｓｅ、Ｃｓｅ 分别为气动刚度和气动阻尼比矩

阵． 从而方程（９）可写为

ＭＸ̈ ＋ （Ｃ － Ｃｓｅ）Ｘ
· ＋ （Ｋ － Ｋｓｅ）Ｘ ＝ ０． （１０）

假设结构的特征运动形式可描述为

Ｘ ＝ φｅλｔ ． （１１）

式中： φ 为结构复模态振动响应， ξ 为振动的对数衰

减率， ω 为振动圆频率， ｉ ＝ － １ ，λ ＝ （ － ξ ＋ ｉ）ω．
将式（１１）代入式（１０），得

λＣ
～
φ ＋ Ｋ

～
φ ＝－ λ２Ｍφ． （１２）

　 　 由此，颤振分析问题即转化为求解如下方程的

广义特征值问题． 式中 Ｃ
～
为考虑气动阻尼后的结构

阻尼矩阵，Ｋ
～
为考虑气动刚度后的结构刚度矩阵，可

根据特征值实部中的 ξ 值判断结构振动响应的趋

势： ξ ＜ ０ 时，结构呈有阻尼比衰减振动； ξ ＝ ０ 时，
结构达到颤振临界状态，相应的虚部为颤振频率；
ξ ＞ ０ 时，结构进入颤振发散状态．
１．３．２　 概率密度演化计算

按照式（１０），物理方程可建立为

Ｘ
·

Ｘ̈
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

０ Ｉ
－ Ｋ － Ｋｓｅ( ) ／Ｍ － Ｃ － Ｃｓｅ( ) ／Ｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｘ
·

Ｘ̈

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

（１３）
令

Ｘ Ｘ·[ ]
Ｔ ＝ Ｙ，

０ Ｉ
－ Ｋ － Ｋｓｅ( ) ／Ｍ － Ｃ － Ｃｓｅ( ) ／Ｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Ｇ，

则有

Ｙ· ＝ ＧＹ． （１４）
　 　 至此，通过求解 Ｇ 的特征值，即可求得各参与

模态在不同风速下的特征频率及阻尼比，方程（２）
的物理方程变为

ｅｉｇ（Ｇ Ｕ，θ( ) ） ． （１５）
　 　 方程中 Ｕ 代表风速． 从上述分析可以看出，桥
梁颤振临界风速的概率密度演化计算过程只需将对

应的物理方程换成方程（１５），将风速看成广义的时

间变量，即可求解，求解流程如图 １ 所示．

２　 桥梁基本参数

２．１　 结构参数

本文选取江阴长江大桥作为本次计算的实例．
大桥主桥跨径布置为 ３３６．５ ｍ＋１ ３８５ ｍ＋３０９．３４ ｍ．
主梁采用扁平状闭口钢箱梁，主梁宽 ３６．９ ｍ，主梁高

３．０ ｍ． 主缆横桥向中心间距为 ３２．５ ｍ，主缆矢跨比

为 １ ／ １０．５，吊杆纵桥向间距为 １６ ｍ． 桥塔为门式框

架结构，南北桥塔高分别为 １８７、１８４ ｍ． 桥梁总体立

面布置图及主梁断面布置图参见图 ２、３．

336.5 1385 309.34

图 ２　 桥梁总体立面布置（ｍ）
Ｆｉｇ．２　 Ｍａｉｎ ｅｌｅｖａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ （ｍ）

0.
53

0.
3
0.
27

3

4.25 2.73 22.94 2.73 4.25

1.512.214.74
36.9

14.742.21.51
1.
09

图 ３　 桥梁主梁断面（ｍ）
Ｆｉｇ．３　 Ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｄｅｃｋ （ｍ）

　 　 结构的主要振型、频率及等效质量列于表 １，结
构一阶正对称竖弯频率为 ０．１３３ ７０６ Ｈｚ，结构一阶

正对称扭转频率为 ０．２７２ ９６３ Ｈｚ．
表 １　 结构主要振型及等效质量

Ｔａｂ．１　 Ｍａｉｎ ｍｏｄｅ ａｎｄ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍａｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ

编号 频率 ／ Ｈｚ 特征 等效质量

１ ０．０５１ ５７０ 一阶对称侧弯 ２４ ５５９．５ ｋｇ ／ ｍ

２ ０．０８９ ０４０ 一阶反对称竖弯 ３９ ８０３．３ ｋｇ ／ ｍ

４ ０．１３１ ５７４ 二阶反对称竖弯 ２６ ６２４．９ ｋｇ ／ ｍ

５ ０．１３３ ７０６ 一阶对称竖弯 ２６ ７０２．４ ｋｇ ／ ｍ

６ ０．１８８ ２００ 二阶对称竖弯 ２６ ６９５．５ ｋｇ ／ ｍ

１４ ０．２６７ ６００ 一阶反对称扭转 ３ ９７５ ７５０．０ ｋｇ·ｍ２ ／ ｍ

１５ ０．２７２ ９６３ 一阶对称扭转 ３ ５９５ ４７０．２ ｋｇ·ｍ２ ／ ｍ

２．２　 气动导数

气动导数按照文献［１７］取值， Ａ∗
１ ～ Ａ∗

４ 及 Ｈ∗
１

～ Ｈ∗
４ 的取值参见表 ２． 零攻角下模型的静力系数及

对应的导数分别为： ＣＤ ＝ ０．０６９ ７，ｄＣＤ ／ ｄα ＝ ０，ＣＬ ＝
－ ０．１２８，ＣＭ ＝ － ０．００７ ４， 与横向振动相关的气动导

数按拟静力理论采用，桥梁固有模态的结构阻尼比

取为 ０．００５．
２．３　 随机参数选取及取值

参照文献［４，１８－１９］的研究成果， 选取桥梁结

构的质量 Ｍ、刚度 Ｋ、阻尼比 ζ 和气动导数作为影响

颤振临界风速的随机变量． 记竖向运动相关的气动

导数 Ｈ∗
１ ，Ｈ∗

４ ，Ａ∗
１ ，Ａ∗

４ ，Ｐ∗
５ ，Ｐ∗

６ ， 为 Ｖ∗， 记扭转运动

相关的气动导数 Ｈ∗
２ ，Ｈ∗

３ ，Ａ∗
２ ，Ａ∗

３ ，Ｐ∗
２ ，Ｐ∗

３ ， 为 Ｔ∗，

·１６·第 ３ 期 姜保宋， 等： 桥梁颤振临界风速的概率密度演化计算



记侧向运动相关的气动导数 Ｈ∗
５ ，Ｈ∗

６ ，Ａ∗
５ ，Ａ∗

６ ，Ｐ∗
１ ，

Ｐ∗
４ ，为 Ｌ∗ ． 结构质量服从正态分布，变异系数取为

０．０５，结构刚度服从对数正态分布，变异系数取为

０．０５，结构阻尼比采用瑞雷阻尼比，服从对数正态分

布［１９］，变异系数取为 ０．２，气动导数 Ｖ∗、Ｔ∗、Ｌ∗ 均服

从对数正态分布［１９］，变异系数取为 ０．０５． 各随机变

量分布相互独立．

表 ２　 结构气动导数

Ｔａｂ．２　 Ａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ

Ｕ ／ （ ｆＢ） Ｈ∗
１ Ｈ∗

４ Ａ∗
１ Ａ∗

４ Ｈ∗
２ Ｈ∗

３ Ａ∗
２ Ａ∗

３

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

１ －０．１ －０．１ ０．０６ ０ －０．１２ －０．０５ －０．０１ ０．０１

２ －０．２ －０．３ ０．１２ ０ －０．２２ －０．１ －０．０３ ０．０３

３ －０．５ －０．５ ０．１８ ０ －０．２９ －０．３ －０．０４ ０．０８

４ －０．８ －０．６ ０．２４ ０ －０．２９ －０．７５ －０．０６ ０．１５

５ －１ －０．５５ ０．３ ０ －０．２６ －１．２ －０．０８ ０．２

６ －１．５ －０．６ ０．３６ ０ －０．２９ －１．８ －０．１ ０．３

７ －１．９ －０．７５ ０．４２ ０ －０．１８ －２．８ －０．１４ ０．４

８ －２．４ －１．４ ０．４８ ０ －０．１８ －３．９２ －０．１８ ０．６

９ －３ －２．５ ０．５４ ０ －０．１５ －５．３４ －０．２２ ０．８

１０ －３．２ －２．７ ０．６ ０ －０．０５ －７．０５ －０．２８ ０．９５

１１ －３．２ －２ ０．６６ ０ －０．０９ －９．０８ －０．３６ １．０４

１２ －４ －２．７ ０．７２ ０ －０．０５ －１１．５ －０．４ １．１５

３　 桥梁颤振的概率密度演化分析

３．１　 代表点的选取及检验

代表点选取采用基于概率空间剖分的两步选点

法［１０，２０］，主要步骤如下：１）获得一个在 Ωｅ 分布空间

均匀散布的点集；２）根据 Ωｅ 概率分布特性对此点集

进行变换，获得 Ｆ－偏差及一阶和二阶偏差均较小的

点集作为最终的离散代表点集． 本文选取离散代表

点 ２ ０００ 个，对应的各随机变量的分布及相关系数

如图 ４ 所示，各随机变量的分布和初始假定分布一

致，且各随机变量之间的相关系数均小于 ３％，选点

符合要求． 图 ５、６ 为初始风速下结构频率及阻尼比

与各随机变量的分布及相关性．

M K ζ V* T* L*

L*
T*

V*
ζ

K
M

图 ４　 各随机变量分布及相互之间的相关性

Ｆｉｇ．４　 Ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓ

L*
T*

V*
ζ

K
M

15
th

15th M K ζ V* T* L*

图 ５　 第 １５ 阶频率分布及其与其他随机变量相关性

Ｆｉｇ．５　 Ｆｉｆｔｅｅｎｔｈ ｍｏｄａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｉｔｓ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ
ｗｉｔｈ ｏｔｈｅｒ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ
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图 ６　 第 １５ 阶阻尼比分布及其与其他随机变量相关性

Ｆｉｇ． ６ 　 Ｆｉｆｔｅｅｎｔｈ ｍｏｄａｌ ｄａｍｐｉｎｇ ｒａｔｉｏ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｉｔｓ
ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｏｔｈｅｒ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ
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　 　 从图 ５ 可以看出，结构频率和结构质量、结构刚

度的相关系数为 ０．７，符合 １ ／ ２ ＝ ０．７０７ 的基本预

期，而结构频率与各气动导数的相关度不大，这主要

是由于初始风速较小，气动刚度项对结构刚度影响

较小，随着风速的不断加大，结构频率和各气动导数

的相关性也会不断加大． 从图 ６ 可以看出，结构阻

尼比和结构质量、结构刚度的相关系数为 ０．２ 左右，
与初始阻尼的相关系数为 ０．９１． 结构阻尼比主要与

对应的运动形态一致的气动导数相关度较大，而与

其他气动导数相关度较小．
３．２　 概率密度演化过程

概率演化过程的计算参见第 １ 节的介绍，本文

颤振分析采用多模态耦合颤振分析方法进行计算，
选取结构前 ３０ 阶模态参与颤振分析及概率密度演

化分析，给出各个模态频率及阻尼比的概率密度演

化过程． 为方便叙述，本文仅选取具有代表性的模

态对其计算结果进行阐述．
３．２．１　 阻尼比

图 ７ 为结构一阶对称竖弯阻尼比概率演化过程．
７（ａ）对应的概率密度随风速的演进过程，７（ｂ）对应的

是特定风速下的概率密度分布． 在低风速下，一阶对称

竖弯阻尼比的概率密度分布可近似认为服从正态或对

数正态分布，但方差或者变异系数会随着风速的加大

而不断增大，且变异度不断加剧，而在高风速下 （ｖ ＝
６４ ｍ／ ｓ），阻尼比的概率分布已经无法用单一的概率分

布来描述，概率分布会出现双峰甚至多峰的情况．
　 　 图 ８ 为结构一阶对称扭转阻尼比概率演化过程．
８（ａ）对应的概率密度随风速的演进过程，８（ｂ）对应

的是特定风速下的概率密度分布． 低风速下，一阶对

称扭转阻尼比的概率密度分布可近似认为服从正态

或对数正态分布，方差或者变异系数会随着风速的加

大而不断增大，且变异度不断加剧，其阻尼比均值则

呈现先减小后增大的趋势，这与按照确定性方法得到

阻尼比随风速的变化曲线一致（在 ３．３ 节中论述）． 高
风速下的概率密度则无法用单一的概率分布来描述，
概率分布会出现双峰甚至多峰的情况．
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图 ７　 一阶对称竖弯对应的阻尼比概率密度演化过程
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图 ８　 一阶对称扭转对应的阻尼比概率密度演化过程

Ｆｉｇ．８　 Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｄａｌ ｄａｍｐｉｎｇ ｒａｔｉｏ ｆｏｒ
ｔｈｅ １ｓｔ－Ｓ－Ｔ ｍｏｄｅ

３．２．２　 频率

图 ９ 为结构一阶对称竖弯频率概率演化过程．
９（ａ）对应的是概率密度随风速的演进过程，９（ｂ）对
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应的是特定风速下的概率密度分布． 低风速下，一
阶对称竖弯频率的概率密度分布可近似认为服从正

态或对数正态分布，但方差或者变异系数会随着风

速的加大而增大，但增大率较小． 而在高风速下，频
率的概率分布已经无法用单一的概率分布来描述，
概率分布会出现双峰甚至多峰的情况． 竖弯频率均

值随着风速加大而加大，与按照确定性方法得到竖

弯频率随风速的变化曲线一致（在 ３．３ 中论述）．
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图 ９　 一阶对称竖弯对应的频率概率密度演化过程

Ｆｉｇ．９　 Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｄａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｆｏｒ ｔｈｅ
１ｓｔ ⁃Ｓ⁃Ｖ ｍｏｄｅ

　 　 图 １０ 为结构一阶对称扭转频率概率演化过程．
１０（ａ）对应的是概率密度随风速的演进过程，１０（ｂ）
对应的是特定风速下的概率密度分布． 一阶对称扭

转频率的概率密度分布可近似认为服从正态或对数

正态分布，但方差或者变异系数会随着风速的加大

而增大． 频率均值随风速的增大而减小，这与按照

确定性方法得到频率随风速的变化曲线一致（在３．３
中论述）．
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图 １０　 一阶对称扭转对应的频率概率密度演化过程

Ｆｉｇ．１０　 Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｄａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｆｏｒ ｔｈｅ
１ｓｔ－Ｓ－Ｔ ｍｏｄｅ

３．３　 颤振临界风速评价

３．３．１　 按确定性方法的计算结果

确定性方法采用多模态耦合分析方法确定颤振

临界风速，选取结构前 ３０ 阶模态参与颤振临界风速

多模态计算． 判别颤振临界风速标准为任一参与多

模态计算的模态阻尼比大于零，模态初始阻尼比均

取为 ０．００５． 计算方法参见第 ２ 节中的论述． 结构主

要模态频率及阻尼比随风速的变化曲线如图 １１ 所

示，以阻尼比大于零作为颤振临界风速的判别标准，
得到颤振临界风速 ｖｃｒ ＝ ６８．７ ｍ ／ ｓ． 与文献［１７］中的

ｖｃｒ ＝ ６７．６９ ｍ ／ ｓ较为一致，故下文采用 ｖｃｒ ＝ ６８．７ ｍ ／ ｓ．
３．３．２　 阻尼比的分布

为了采用概率密度演化方法对颤振临界风速进

行评价，需要首先确定阻尼比在不同风速下的概率

分布情况，进而确定标准差及置信区间． 图 １２ ～ １４
为结构主要模态阻尼比不同风速下的均值、概率分

布及置信线．
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图 １１　 结构频率及阻尼比随风速的变化

Ｆｉｇ． １１ 　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｄａｌ ｄａｍｐｉｎｇ ｒａｔｉｏ ａｎｄ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｗｉｔｈ
ｗｉｎｄ ｓｐｅｅｄ
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图 １２　 结构一阶对称竖弯阻尼比不同风速下的均值、概率

分布及置信线

Ｆｉｇ． １２ 　 Ｍｅａｎ， ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ （ ＰＤＦ ）， ａｎｄ
ｃｏｎｆｉｄｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｏｄａｌ ｄａｍｐｉｎｇ ｒａｔｉｏ ｆｏｒ ｔｈｅ １ｓｔ ⁃
Ｓ⁃Ｖ ｍｏｄｅ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗｉｎｄ ｓｐｅｅｄｓ

　 　 通过对比可以发现，低风速下各主要模态阻尼

比在不同风速下的概率分布可近似认为服从正态分

布或对数正态分布． 标准差随风速的增大有所增

大，近似服从指数分布，其中一阶正对称竖弯对应的

标准差增幅最为明显，一阶侧弯增幅较小，而扭转模

态对应的阻尼比在低风速下增幅较小，在高风速下

增幅较大（参见图 １５）．

16212631 364146515661667176
风速/(m?s-1)

0.020
0.015
0.010
0.005

0
-0.005
-0.010
-0.015
-0.020
-0.025

阻
尼
比

图 １３　 结构一阶对称扭转阻尼比不同风速下的均值、概率

分布及置信线

Ｆｉｇ．１３　 Ｍｅａｎ， ＰＤＦｓ， ａｎｄ ｃｏｎｆｉｄｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｏｄａｌ ｄａｍｐｉｎｇ
ｒａｔｉｏ ｆｏｒ ｔｈｅ １ｓｔ ⁃Ｓ⁃Ｔ ｍｏｄｅ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗｉｎｄ ｓｐｅｅｄｓ
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图 １４　 结构一阶反对称扭转阻尼比不同风速下的均值、概
率分布及置信线

Ｆｉｇ．１４　 Ｍｅａｎ， ＰＤＦｓ， ａｎｄ ｃｏｎｆｉｄｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｏｄａｌ ｄａｍｐｉｎｇ
ｒａｔｉｏ ｆｏｒ ｔｈｅ １ｓｔ ⁃Ａ⁃Ｔ ｍｏｄｅ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗｉｎｄ ｓｐｅｅｄｓ
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图 １５　 结构阻尼比标准差随风速的变化曲线

Ｆｉｇ．１５　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｄａｌ ｄａｍｐｉｎｇ
ｒａｔｉｏ ｗｉｔｈ ｗｉｎｄ ｓｐｅｅｄ
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３．３．３　 颤振临界风速

基于概率密度演化方法的颤振临界风速确定如

下：采用 ９９％置信曲线确定各模态阻尼比零点对应

的风速，以最小的风速作为颤振临界风速． 根据 ３．２
节的研究，本部分仅列出一阶对称扭转以及一阶反

对称扭转求得的对应风速点． 如图 １６ 所示，一阶正

对称扭转及一阶反对称扭转阻尼比概率均值变化曲

线与按照确定性方法得到曲线基本重合，说明概率

密度演化方法可靠性较好． 基于概率密度演化方

法，按照一阶正对称扭转得到的颤振临界风速为

ｖｃｒ ＝６４．８２ ｍ ／ ｓ， 按照一阶反对称扭转得到的颤振临

界风速为 ｖｃｒ ＝ ７２．３１ ｍ ／ ｓ， 故最终颤振临界风速为

ｖｃｒ ＝ ６４．８２ ｍ ／ ｓ．
与按确定性方法到的颤振临界风速相比，颤振

临界风速降低了 ６８．７ ｍ ／ ｓ － ６４．８２ ｍ ／ ｓ ＝ ３．８８ ｍ ／ ｓ．
因此，采用传统的确定性方法得到的颤振临界风速

会较高地估计结构的安全度，应该采用概率评价的

方法，进行颤振临界风速估算．
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图 １６　 结构阻尼比标准差、置信曲线随风速的变化曲线

Ｆｉｇ．１６　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｄａｌ ｄａｍｐｉｎｇ ｒａｔｉｏ
ａｎｄ ｃｏｎｆｉｄｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅ ｗｉｔｈ ｗｉｎｄ ｓｐｅｅｄ

４　 结　 论

１）将概率密度演化方法与桥梁颤振多模态耦

合分析方法相结合，以江阴长江大桥作为实例， 通

过考虑桥梁自身结构的不确定性以及气动导数的不

确定性，给出不同模态的阻尼比及频率的概率密度

演化过程． 按照 ９９％保证率曲线，给出该桥的颤振

临界风速，与按确定性方法到的颤振临界风速相比，
颤振临界风速降低了３．８８ ｍ ／ ｓ．

２） 结构阻尼比和结构质量、结构刚度的相关系

数为 ０．２ 左右，与初始阻尼的相关系数为 ０．９１． 而结

构阻尼比主要与对应的运动形态一致的气动导数相

关度较大，而与其他气动导数相关度较小．
３） 结构模态阻尼比及频率在低风速情况下的

概率密度分布可近似认为服从正态或对数正态分

布，高风速下的概率密度则无法用单一的概率分布

来描述，概率分布会出现双峰甚至多峰的情况．
４） 结构模态阻尼比的标准差随风速的增大有

所增大，近似服从指数增大． 其中一阶正对称竖弯

对应的标准差增幅最为明显，一阶侧弯增幅较小，而
扭转模态对应的阻尼比在低风速下增幅较小，在高

风速下增幅较大．
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