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求解欧拉方程的预处理隐式无网格算法
曹　 骋，陈红全

（南京航空航天大学 航空学院，南京 ２１００１６）

摘　 要： 发展出一种用于求解欧拉方程的预处理隐式无网格算法． 该算法对守恒型欧拉方程进行 Ｗｅｉｓｓ－Ｓｍｉｔｈ 型矩阵预处

理，并在无网格点云上离散求解． 求解大体是基于传统无网格算法展开的，为此，先对矩阵谱半径、人工耗散项、远场边界条件

等受预处理影响的部分进行了具体的讨论． 接着，结合 ＬＵ－ＳＧＳ 算法，通过点云重排与分割，给出了预处理隐式无网格算法的

具体实施过程． 典型翼型和机翼算例与文献或实验结果进行了验证比较，表明所发展的隐式算法比相应显式算法收敛更快，
已从单纯模拟可压缩流动拓展到模拟几乎不可压的低马赫数流． 最后，给出了翼身组合体的低马赫数绕流算例，进一步展示

出算法处理实用三维气动外形的潜力．  
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　 　 随着现代计算机技术和数值分析的发展，计算

流体力学（简称 ＣＦＤ）已取得了长足的进步，涌现出

了可用于先进飞行器设计的各类 ＣＦＤ 计算软

件［１－５］ ． 这类软件大多选用网格单元进行计算区域

的离散，因此，这类方法可统称为“网格方法”，通常

在流场数值模拟前都要求先对计算区域进行网格生

成． 由于网格拓扑的约束，要对包含飞机全机等复

杂几何外形的计算区域生成合适的整体网格并非易

事，尤其要求刻画出多体小间隙等几何细节时． 因

此，如何局部或完全摆脱网格的约束问题，成为人们

开始关注和研究的热点［６－８］，出现了一类意在完全

打破网格拓扑限制的算法，无网格算法． 这类算法

对于处置和刻画复杂几何外形细节将更具灵活性，
其理由主要有：计算区域是用无网格点云点布点离

散的，具有灵活性和兼容性，既可按要求直接布点，
也可利用已有的结构或非结构网格的网格点；无网

格点上的空间导数近似仅依赖于当地点云点上的信

息，而点云点无须连成网格． 许多学者正是受这些



重要特征的驱动，开始对其研究，各具特色的无网格

算法相继涌现［９－１４］ ． 就作者熟悉的空气动力学领域

而言，最引人注目的是早期 Ｂａｔｉｎａ［６］的工作． 他采用

中心差分格式，发展了显式无网格算法，成功地求解

了带有激波的可压缩绕流． 之后，Ｍｏｒｉｎｉｓｈｉ［１１］ 采用

虚拟中点（点云中心点与卫星点之间）迎风处理策

略和加权最小二乘空间导数逼近，成功地发展了隐

式无网格算法． 近年来，成功应用无网格算法的算

例［１５－１８］已不难在文献中找到，借助于现代图形处理

器（ＧＰＵ）等并行加速技术，算法的收敛速度也进一

步得到了强化［１９－２２］ ． 但同时可以注意到，上述无网

格算法大多是基于可压缩流发展的，不能直接拓展

到模拟几乎不可压的低马赫数流．
本文致力于发展出一种带预处理的隐式无网格

算法，既能模拟可压跨音速流，又能模拟几乎不可压

的低马赫数流． 众所周知，在低马赫数下，特征型欧

拉方程的 ３ 个不同特征值代表的波速存在巨大差

异，会导致原控制方程产生系统病态，即所谓的“刚
性”问题［２３］ ． 而这反过来也会导致迭代计算收敛困

难，数值模拟解往往偏离实际物理解． 为此，本文先

沿用网格算法中著名的 Ｗｅｉｓｓ －Ｓｍｉｔｈ 型预处理矩

阵［２４］，对无网格半离散型欧拉方程进行矩阵预处

理，以期缩减方程特征值在低马赫数条件下的差异，
改善上述所谓的“刚性”问题；接着给出了无网格点

上受预处理影响的人工耗散项及远场边界条件等实

施细节，并通过无网格点排序与点云分割，实现了

ＬＵ－ＳＧＳ 算法［２５］的时间推进求解，形成了预处理隐

式无网格算法． 最后，先选用典型翼型算例进行了

数值模拟，并与文献或实验结果进行了验证比较；接
着给出了机翼及翼身组合体等三维跨音速和低马赫

数绕流算例． 算例表明所发展的隐式算法如预期比

相应的显式算法收敛更快，已从单纯模拟可压缩流

动拓展到模拟几乎不可压的低马赫数流．

１　 控制方程

在直角坐标系 ｘ，ｙ，ｚ( ) 上，与时间 ｔ 相关的三

维欧拉方程的守恒形式为［２６］

∂Ｗ
∂ｔ

＋ ∂Ｅ
∂ｘ

＋ ∂Ｆ
∂ｙ

＋ ∂Ｇ
∂ｚ

＝ ０． （１）

其中 Ｗ 为守恒矢变量， Ｅ，Ｆ 和 Ｇ 为矢通量，可分别

写为

Ｗ ＝ ρ，ρｕ，ρｖ，ρｗ，ρＥ[ ] Ｔ， （２）
Ｅ ＝ ρｕ，ρ ｕ２ ＋ ｐ，ρｕｖ，ρｕｗ，ρｕＨ[ ] Ｔ， （３）
Ｆ ＝ ρｖ，ρｖｕ，ρ ｖ２ ＋ ｐ，ρｖｗ，ρｖＨ[ ] Ｔ， （４）
Ｇ ＝ ρｗ，ρｗｕ，ρｗｖ，ρ ｗ２ ＋ ｐ，ρｖＨ[ ] Ｔ ． （５）

式中： ρ， ｐ，Ｅ 和 Ｈ 分别代表了密度、压强、单位质量

的总能和总焓； ｕ，ｖ和 ｗ 为速度分量． 完全气体满足

状态方程，有如下关系式成立：

ρＥ ＝ ｐ
γ － １( )

＋ １
２
ρ ｕ２ ＋ ｖ２ ＋ ｗ２( ) ， （６）

ρＨ ＝ ρＥ ＋ ｐ． （７）
其中， γ 为流体的比热比，对于空气而言， γ ＝ １．４．
通过求解上述方程组寻求满足 ∂Ｗ ／ ∂ｔ ＝ ０ 的定常解．

２　 无网格空间导数近似

采用无网格算法，计算域先需布点离散． 布点

离散后，即可形成由每一点临近点构成的当地点云

结构［６，８］ ． 记 Ｃ ｉ( ) 为第 ｉ点的点云，其构成参见图 １．
图中，点云的中心点即为 ｉ 点，点云的其余点被称作

卫星点．

X Y
Z

图 １　 三维点云 Ｃ ｉ( ) 示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｃｌｏｕｄ ｏｆ ｐｏｉｎｔｓ ｆｏｒ Ｃ ｉ( )

　 　 无网格空间导数近似是在计算域离散点上进行

的． 基于图 １ 所示的点云结构，任一可微函数 ｆ 的空

间导数可近似为［８，２７］

∂ｆ
∂ｘ ｉ

＝ ∑
ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

αｉｋ ｆｉｋ，

∂ｆ
∂ｙ ｉ

＝ ∑
ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

βｉｋ ｆｉｋ，

∂ｆ
∂ｚ ｉ

＝ ∑
ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

γｉｋ ｆｉｋ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（８）

其中 ｆｉｋ 为第 ｋ 个卫星点与中心点 ｉ 连线中点处的近

似值． 显然，系数 αｉｋ ， βｉｋ 和 γｉｋ 满足

∑
ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

αｉｋ ＝ ０， ∑
ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

βｉｋ ＝ ０， ∑
ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

γｉｋ ＝ ０． （９）

　 　 上述空间导数近似式中的系数，可用加权的最

小二乘曲面逼近来求得［８，１９］ ．

３　 预处理隐式无网格算法

３．１　 通量计算

应用（８）式，欧拉方程的通量可近似写为
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∂Ｅ
∂ｘ

＋ ∂Ｆ
∂ｙ

＋ ∂Ｇ
∂ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ
＝ ∑

ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

αｉｋ Ｅｉｋ ＋ βｉｋ Ｆｉｋ ＋ γｉｋ Ｇｉｋ( ) ＝

　 　 　 　 　 　 　 　 ∑
ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

Ｌ ｉｋ ． （１０）

其中 ｉ 和 ｋ 连线中点上的数值通量 Ｌ ｉｋ 具体可写为

Ｌ ｉｋ ＝

ρｉｋＵｉｋ

ρｉｋ ｕｉｋＵｉｋ ＋ αｉｋｐｉｋ

ρｉｋｖｉｋＵｉｋ ＋ βｉｋｐｉｋ

ρｉｋｗ ｉｋＵｉｋ ＋ γｉｋｐｉｋ

ρｉｋＨｉｋＵｉｋ ．

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （１１）

这里 Ｕｉｋ 与逆变速度定义类似，可定义为

Ｕｉｋ ＝ αｉｋｕｉｋ ＋ βｉｋｖｉｋ ＋ γｉｋｗ ｉｋ ． （１２）
　 　 假定中心点 ｉ 和卫星点 ｋ 连线的中点处存在一

个虚拟的交界面，那么交界面上的通量 Ｌ ｉｋ 可以通过

选择合适的格式，从 ｉ 点和 ｋ 点处的守恒变量计算

确定． 采用中心格式，交界面处的守恒变量可简单

地写为

Ｗｉｋ ＝
１
２

Ｗｉ ＋ Ｗｋ( ) ． （１３）

显然，交界面上 Ｌ ｉｋ 可由 Ｗｉｋ 计算得到．
必须指出，上述中差计算形成的格式与网格算

法中采用的中心差分格式类似，迭代计算会出现不

稳定． 一般在激波这样的强间断附近会产生解的非

物理振荡，这种振荡也可能因所谓的奇偶失联而发

生在任何无网格点上． 因此，本文沿用 Ｊａｍｅｓｏｎ［２８］在

网格算法中的做法，在离散的方程中添加人工耗散

项 Ｄｉｓｉ 以保证算法稳定． 基于无网格点云结构，人
工耗散项可写为

　 Ｄｉｓｉ ＝ ∑
ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

λ ｉｋ ε ２( )

ｋ Ｗｋ － Ｗｉ( ) －

∑
ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

λ ｉｋ ε ４( )

ｋ Ñ
２Ｗｋ － Ñ

２ Ｗｉ( ) ， （１４）

其中 ε ２( ) 和 ε ４( ) 为可调系数， λ ｉｋ 则为雅克比矩

阵 Ａｉｋ ＝ ∂Ｌ ｉｋ ／ ∂ Ｗｉｋ 的谱半径，其形式为

λ ｉｋ ＝ Ｕｉｋ ＋ ｃｉｋ
　
α２

ｉｋ ＋ β２
ｉｋ ＋ γ２

ｉｋ ， （１５）

这里 ｃｉｋ ＝
　 γ ｐｉｋ ／ ρ ｉｋ ．

应用（１０）式，添加上人工耗散项后，得到方程

（１）的半离散形式，具体可简写为

∂Ｗ
∂ｔ ｉ

＝ － ∑
ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

Ｌ ｉｋ ＋ Ｄｉｓｉ （１６）

３．２　 预处理

可以注意到，上述交界面上欧拉方程的 ３ 个不

同的特征值为

Ｕｉｋ，Ｕｉｋ ± ｃｉｋ
　
α２

ｉｋ ＋ β２
ｉｋ ＋ γ２

ｉｋ ． （１７）
　 　 在低马赫数下，如前述，这 ３ 个特征值代表的波

速会存在巨大差异，雅克比矩阵 Ａｉｋ 的条件数过大，
会导致迭代计算收敛困难． 为此，本文考虑对方程

（１６）进行矩阵预处理以减小矩阵条件数． 从网格算

法中 可 知， 适 用 于 低 马 赫 数 流 动 的 预 处 理 矩

阵［ ２４，２９－３２］可有多种选择，其中较为著名的是 Ｗｅｉｓｓ－
Ｓｍｉｔｈ 型预处理矩阵［ ２４］ ． 对守恒型方程，该矩阵具

体可写为

Γ ＝
φθ ＋ １ － ｕθ － ｖθ － ｗθ θ
φｕθ － ｕ２θ ＋ １ － ｖｕθ － ｗｕθ ｕθ
φｖθ － ｕｖθ － ｖ２θ ＋ １ － ｗｖθ ｖθ
φｗθ － ｕｗθ － ｖｗθ － ｗ２θ ＋ １ ｗθ

φＨθ － ｕＨθ － ｖＨθ － ｗＨθ φθ ＋ １
σ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

．

（１８）
其中：

φ ＝ １
２

ｕ２ ＋ ｖ２ ＋ ｗ２( ) ， （１９）

θ ＝ γ － １
ｃ２

１
σ

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２０）

σ ＝ ｍｉｎ ｍａｘ Ｍａ２，Ｍａ２
¥

( ) ，１[ ] ． （２１）
　 　 这里的Ｍａ和Ｍａ¥ 分别代表了当地和来流马赫数．

应用（１８）式进行矩阵预处理，方程（１６）可改写为

∂Ｗ
∂ｔ ｉ

＝ － Γ－１
ｉ ∑

ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

Ｌ ｉｋ ＋ Ｄｉｓ′ｉ， （２２）

其中， Ｄｉｓ′ｉ 为预处理以后的人工耗散项． 必须指出，
预处理以后的雅克比矩阵 Ｂｉｋ ＝Γ－１

ｉ ∂Ｌ ｉｋ ／ ∂Ｗｉｋ，其谱

半径为

　 λ′ｉｋ ＝
１
２

１ ＋ σ( ) Ｕｉｋ ＋

　 　 　 １
２

　
１ － σ( ) ２ Ｕ２

ｉｋ ＋ ４σ ｃ２ｉｋ α２
ｉｋ ＋ β２

ｉｋ ＋ γ２
ｉｋ( ) ，

（２３）
因此，预处理以后人工耗散项可改写为

　 Ｄｉｓ′ｉ ＝ ∑
ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

λ′ｉｋ ε ２( )

ｋ Ｗｋ － Ｗｉ( ) －

　 　 　 　 ∑
ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

λ′ｉｋ ε ４( )

ｋ Ñ
２Ｗｋ － Ñ

２Ｗｉ( ) ． （２４）

本文将采用 ＬＵ－ＳＧＳ 隐式算法，对预处理以后

的半离散方程（２２）进行时间离散求解．
３．３　 时间离散

依据 Ｊａｍｅｓｏｎ 和 Ｙｏｏｎ 的做法［２５］，对预处理以

后的数值通量引入如下线性化处理：
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Γ－１
ｉ Ｌｎ＋１

ｉｋ ≈Γ－１
ｉ Ｌｎ

ｉｋ ＋ Ｂ＋
ｉｋ Ｗｉ( ) ΔＷｉ ＋ Ｂ－

ｉｋ Ｗｋ( ) ΔＷｋ ．
（２５）

这里通量雅克比矩阵 Ｂｉｋ 按文献［２５］中的分裂

方式定义为

Ｂ ±
ｉｋ ＝

１
２

Ｂｉｋ ± λ′ｉｋＩ( ) ， （２６）

其中 Ｉ 为单位矩阵． 那么方程（２２）的时间后差隐式

格式可以写为

１
Δｔｉ

Ｉ ＋ ∑
ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

Ｂ＋
ｉｋ Ｗｉ( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ΔＷｉ ＋ ∑

ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

Ｂ－
ｉｋ Ｗｋ( ) ΔＷｋ ＝

　 　 　 － Ｒ Ｗｎ
ｉ( ) ． （２７）

其中 Δｔｉ 为点云中心点 ｉ 的时间步长， Ｒ 为空间导数

用点云近似的残值， ΔＷ 定义为

ΔＷ ＝ Ｗｎ＋１ － Ｗｎ＋１ （２８）
　 　 因为系数 α ｉｋ，β ｉｋ 和 γ ｉｋ 具有式（９）的特性，雅克

比矩阵 Ｂｉｋ 也应该具有如下特性：

∑
ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

Ｂｉｋ Ｗｉ( ) ＝ Γ－１
ｉ ∑

ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

Ａｉｋ Ｗｉ( ) ＝ ０， （２９）

因而，隐式格式（２７）可退化为

１
Δｔｉ

＋ １
２ ∑

ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

λ′ｉｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＩΔ Ｗｉ ＋ ∑

ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

Ｂ －
ｉｋ Ｗｋ( ) Δ Ｗｋ ＝

　 　 － Ｒ Ｗｎ
ｉ( ) ． （３０）

式（３０）用 ＬＵ－ＳＧＳ 算法［２５］求解，格式可分为如

下两步：

Δ Ｗ∗
ｉ ＝ Ｄ －１

ｉ － Ｒ′ Ｗｎ
ｉ( ) － ∑

ｋ∈Ｌ（ ｉ）
Ｂ －

ｉｋ Ｗｋ( ) Δ Ｗ∗
ｋ[ ] ，

（３１）

ΔＷｉ ＝ ΔＷ∗
ｉ － Ｄ －１

ｉ ∑
ｋ∈Ｕ（ ｉ）

Ｂ －
ｉｋ Ｗｋ( ) Δ Ｗｋ ． （３２）

其中， Ｌ（ ｉ） 和 Ｕ（ ｉ） 为点云 Ｃ（ ｉ） 卫星点的 ＬＵ 分割．
Ｄｉ 定义为

Ｄｉ ＝
１
Δｔｉ

＋ １
２ ∑

ｋ∈Ｃ ｉ( )

ｋ≠ｉ

λ′ｉｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ． （３３）

　 　 实际计算中，沿用 Ｓｈａｒｏｖ 和 Ｎａｋａｈａｓｈｉ［３３］ 的做

法，涉及的矩阵运算 Ａｉｋ Ｗｋ( ) ΔＷｋ 由通量的增量

ΔＬ ｉｋ Ｗｋ( ) 来简化计算，减少工作量．
必须指出的是， Ｌ（ ｉ） 和 Ｕ（ ｉ） 如果分割不当会

导致算法退化为运算较慢的 Ｊａｃｏｂｉ 迭代［３３］ ． 为避免

该问题，文献［３３］依据网格间的连接关系先进行网

格分层编号，再进行 ＬＵ 分割． 层号比当前网格层号

小的相邻网格单元被归入 Ｌ ｉ( ) ， 反之归入 Ｕ（ ｉ） ．
对于无网格算法，点云点间不存在网格拓扑这样的

刚性连接关系，为此，本文利用卫星点与中心点的虚

拟连接关系来构造类似的分层结构． 作者曾提出一

种多层点云的重排算法，优化了 ＧＰＵ 的内存访问模

式， 实现了 ＧＰＵ 并行无网格算法的进一步加速［２２］ ．
本文沿用这一方法对无网格点进行类似的分层编号

重排． 分层后，对点云 Ｃ ｉ( ) 的卫星点进行 ＬＵ 分割．
将层号比中心点 ｉ 层号小的卫星点分割纳入 Ｌ（ ｉ），
反之则纳入 Ｕ ｉ( ) ． 本文将这一分割做法用于了后续

的算例运算．
３．４　 边界条件

对于物面边界条件，无粘条件下满足的无穿透

边界条件［６］在预处理前后都一样． 而远场基于特征

分析的无反射边界条件，预处理后由于特征值的改

变，必须作相应的修正． Ｔｕｒｋｅｌ［３４］早期给出了精确的

基于特征分析的预处理远场边界条件，之后又对其

进行了简化，用于处理几乎不可压流动． 本文沿用

Ｔｕｒｋｅｌ 的简化处理［３２］，预处理远场边界条件是结合

无网格布点离散灵活的特点实施的． 为此，本文把

远场边界面处理成临近内点的镜面，每一离镜面最

近的内点对应一个虚拟的镜像点，纳入该点的点云

中． 那么，虚拟点上的物理量可直接根据 Ｔｕｒｋｅｌ 的
方法确定．

以远场边界入流为例，虚拟点处的原始变量可

取为

　 ρｇ ＝ ρ¥，ｕｇ ＝ ｕ¥，ｖｇ ＝ ｖ¥，ｗｇ ＝ ｗ¥，ｐｇ ＝ ｐｉ ． （３４）
这里的下标 ｇ 为虚拟点，而下标 ｉ 为内部流场

点，下标¥代表了自由流． 注意，这里 ｇ是 ｉ的镜像点．
需要指出的是，位于远场边界外引入的镜像虚

拟点是在计算域布点离散过程中生成的． 这样做，
相当于远场边界条件位于虚拟点和对应内部点的中

点处，而所有位于计算域内与远场边界条件相关的

临近边界点都可以按照内部点的方式处理． 可以看

出，这样处理的远场边界条件实施更为简单方便．

４　 算例与分析

本文用上述预处理隐式无网格算法， 先对

ＮＡＣＡ ００１２ 对称翼型和 ＡＧＡＲＤ 三段翼型进行了低

马赫数绕流的数值模拟，通过与文献或实验结果的

对比分析，验证所提算法的计算效率和准确性，展示

隐式无网格算法的快速收敛特性；接着给出了机翼

及翼身组合体等跨音速和低马赫数两类绕流的算

例，展示算法通过预处理对这两类流动模拟的兼容

能力．
４．１　 ＮＡＣＡ ００１２ 翼型低马赫数绕流

本文选用 ＮＡＣＡ ００１２ 翼型几乎不可压的低马

赫数绕流对发展的算法进行了考核计算验证． 如图

２ 所示，计算域用 ３３４３ 个无网格点进行离散． 先用

马赫数 Ｍａ ＝ ０．００１，攻角为 ０°的绕流模拟展示了预

处理对收敛历程的影响（见图 ３）． 图中可看出，发展
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的预处理隐式算法，在如此小的马赫数下仍能快速

收敛，图中同时给出了不加预处理的收敛困难的情

形供比较． 对应的翼型表面压强系数分布（见图 ４）
取得了与文献［３５］和实验［３６］ 一致的结果． 图中横

坐标 Ｘ ／ Ｃ 代表离前缘的相对距离，Ｃ 为对应翼型的

弦长，纵坐标 Ｃｐ 则为压强系数． 图 ５ 则给出了对应

的马赫数等值线和云图． 图中反映的流场对称性与

零攻角对称翼型绕流的物理特性吻合． 接着，通过不

同马赫数的数值模拟展示了马赫数对算法收敛历程

的影响． 从图 ６ 中可看出，模拟的 ４ 个来流马赫数

（０．３，０．１，０．０５，０．０１）都能很好收敛． 图中同时给出了

显式预处理算法［２３］的收敛历程供比较． 必须指出，在
几乎不可压的低马赫数下，很有必要使算法具有良好

收敛特性． 这一点从捕捉的流场解可以看出． 图 ７ 给

出了隐式无网格算法带与不带预处理计算获得的流

场密度等值线 （Ｍａ ＝ ０．０５）比较． 图中可看出，预处

理后流场解更加合理，表现为等值线更加光滑．

图 ２　 ＮＡＣＡ ００１２ 翼型周围点分布

Ｆｉｇ．２　 Ｐｏｉｎｔｓ ａｒｏｕｎｄ ＮＡＣＡ ００１２ ａｉｒｆｏｉｌ
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图 ３　 预处理对收敛历程的影响
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图 ４　 翼型表面压强系数分布（Ｍａ＝０．００１）
Ｆｉｇ．４　 Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ（Ｍａ＝ ０．００１）

图 ５　 马赫数等值线及云图（Ｍａ＝０．００１）
Ｆｉｇ．５　 Ｍａｃｈ ｎｕｍｂｅｒ ｃｏｎｔｏｕｒｓ （Ｍａ＝０．００１）
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图 ６　 马赫数对收敛历程的影响

Ｆｉｇ．６　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ Ｍａｃｈ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｎ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ
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（ａ） 带预处理

（ｂ） 不带预处理

图 ７　 隐式无网格算法密度等值线比较（Ｍａ＝０．０５）
Ｆｉｇ．７　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｏｎｔｏｕｒｓ ｏｆ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｇｒｉｄｌｅｓｓ ｍｅｔｈｏｄｓ （Ｍａ ＝

０．０５）

４．２　 ＡＧＡＲＤ三段翼型低马赫数绕流

这里给出外形更为复杂的 ＡＧＡＲＤ 三段翼型［３７］

几乎不可压的低马赫数绕流的计算结果． 几何外形可

从图 ８ 中看出． 计算域用 ５８６５ 个无网格点进行离散．
来流马赫数按实验条件［３７］ 取为 ０． １９７，迎角取为

４．０１°． 如图 ９ 收敛历程所示，发展的隐式预处理无网

格算法再次呈现出快速收敛特性，图中同时给出了隐

式不带预处理、显式带与不带预处理无网格算法的收

敛历程供比较． 对应的翼面压强系数分布（见图 １０）
与实验［３７］吻合的较好，这一点可从主翼上捕捉的激

波位置和强度看出． 图 １１ 则给出了对应的马赫数等

值线和云图，展示出了多段翼型的流动特征．

图 ８　 多段翼型周围点分布

Ｆｉｇ．８　 Ｐｏｉｎｔｓ ａｒｏｕｎｄ ｍｕｌｔｉ⁃ｅｌｅｍｅｎｔ ａｉｒｆｏｉｌ
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图 ９　 不同无网格算法收敛历程比较

Ｆｉｇ． ９　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

隐式带预处理

显式带预处理

实验[37]
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图 １０　 表面压强系数分布

Ｆｉｇ．１０　 Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

图 １１　 马赫数等值线和云图

Ｆｉｇ．１１　 Ｍａｃｈ ｎｕｍｂｅｒ ｃｏｎｔｏｕｒｓ

４．３　 Ｍ６机翼的跨音速和几乎不可压绕流

Ｍ６ 机翼［６，３８］经常被用来考核发展的算法． 本文

先进行了绕 Ｍ６ 机翼跨音速流动的数值模拟． 计算采

用了 ５４３２０ 个无网格点（见图 １２），来流马赫数为

０．８４，攻角为 ３．０６°． 典型机翼翼剖面的压强系数分布

见图 １３． 图中 η 代表机翼翼剖面展向相对位置，翼尖
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η 为 １，翼根 η 为 ０． 计算结果与文献［６］和实验［３９］进

行了比较． 如预期，带预处理的隐式无网格算法仍能

用于该跨音速绕流计算，表现为计算结果与不带预处

理的结果十分吻合．

图 １２　 Ｍ６ 机翼周围点分布

Ｆｉｇ．１２　 Ｐｏｉｎｔｓ ａｒｏｕｎｄ ＯＮＥＲＡ Ｍ６ ｗｉｎｇ
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图 １３　 机翼表面压强系数分布 （Ｍａ＝０．８４）

Ｆｉｇ．１３　 Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ （Ｍａ ＝ ０．８４）
　 　 接着，沿用文献［３８］的做法，进行了几乎不可压

马赫数绕流 （Ｍａ ＝ ０．０１）的考核运算． 图 １４ 给出了

计算获得的 η ＝ ０．８ 处的翼剖面压强系数分布，从图

中可以看出，发展的预处理隐式无网格算法与预处理

显式算法一样，计算结果都与文献［３８］结果十分吻

合． 比较而言，隐式预处理无网格算法较显式收敛特

性更优（见图 １５）． 图 １６ 则给出了对应的上翼面压强

系数等值线云图，可以看出捕捉的等值线光滑有序，
一定程度上反映出 Ｍ６ 机翼上翼面几乎不可压的低

速流动特征．
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0.5

1.0
C P

隐式带预处理
显式带预处理
文献计算[38]

图 １４　 机翼表面压强系数分布（Ｍａ＝０．０１，η＝０．８）
Ｆｉｇ．１４　 Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ （Ｍａ ＝ ０．０１， η ＝ ０．８）
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图 １５　 收敛历程（Ｍａ＝０．０１）
Ｆｉｇ．１５　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ （Ｍａ ＝ ０．０１）

图 １６　 机翼上表面压强系数等值线及云图（Ｍａ＝０．０１）
Ｆｉｇ．１６　 Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｔｏｕｒｓ ｏｎ ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ

ｗｉｎｇ （Ｍａ ＝ ０．０１）
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４．４　 ＤＬＲ－Ｆ４翼身组合体的低马赫数绕流

面向实际应用，这里给出 ＤＬＲ－Ｆ４ 组合体低马赫

数绕流的演示算例． 众所周知，马赫数 ０．３ 在工程中

常作为判断一个流动是可压与不可压的参考马赫数．
必须指出，按照可压和不可压的这一区分标准，对于

来流马赫数为 ０．３ 的翼身组合体绕流，其流场存在驻

点附近等局部低马赫数区和机翼上翼面等局部高马

赫数区，一定程度上可理解为可压和不可压并存的混

合流场． 不难看出，随着来流马赫数的降低，流场中局

部低马赫数的不可压区在整个流场中的占比将逐渐

增大，这会一定程度上影响到迭代格式的收敛特性．
本文选用这一特别的来流马赫数对发展的算法进行

了收敛历程测试． 计算采用了 ７５０６０ 个无网格点（见
图 １７）． 图 １８ 则给出了对应的收敛历程，图中可以看

出，加预处理可以明显改善低马赫数来流的收敛特

性，一定程度上有助于提高解的捕捉精度（参见表面

压强系数等值线云图 １９）． 图 １８ 中同时给出了来流

马赫数 ０．２ 的收敛历程供比较，也可以看出，随着来

流马赫数的减小，流场中低马赫数的不可压区占比扩

大，如预期，加预处理的必要性更加显现，表现为加与

不加预处理，收敛差异更大．

图 １７　 ＤＬＲ－Ｆ４ 翼身组合体周围点分布

Ｆｉｇ．１７　 Ｐｏｉｎｔｓ ａｒｏｕｎｄ ＤＬＲ－Ｆ４
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图 １８　 收敛历程

Ｆｉｇ．１８　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ

图 １９　 组合体表面压强系数等值线云图

Ｆｉｇ．１９　 Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｔｏｕｒｓ

５　 结　 论

本文通过无网格点重排与点云分割，成功地结

合 ＬＵ－ＳＧＳ 算法，发展出一种基于 Ｗｅｉｓｓ－Ｓｍｉｔｈ 预

处理矩阵的预处理隐式无网格算法，用于求解三维

欧拉方程． 借助于无网格布点，远场边界虚拟镜像

点的引入，简化了预处理远场边界的实施． 发展的

算法通过了二维和三维多个算例的计算考核． 算例

表明，相较于显式预处理算法，发展的预处理隐式算

法收敛特性更优；算法的数值模拟能力已从单纯模

拟可压缩跨音速等流动拓展到模拟几乎不可压的低

马赫数流． 此外，算法整体是基于无网格技术发展

的，计算域只需布点离散，有助于灵活处理三维复杂

气动外形． 当然，实际工程绕流问题大多需考虑粘

性的影响，这就要求发展的算法从求解欧拉方程拓

展到求解 Ｎａｖｉｅｒ－Ｓｔｏｋｅｓ 方程，会涉及反映粘性绕流

特征的异性点云结构的构造、合适湍流模型的嵌入、
基于点云结构的粘性预处理谱半径的确定等问题，
将是未来研究的重点．
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