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边光滑有限元－边界元耦合法计算二维瞬态涡流场
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摘　 要： 为了提高二维瞬态涡流场的计算精度与速度，结合边光滑有限元法计算精度高和边界元法占用计算机内存少的优

点，提出一种基于边光滑有限元法———边界元法相结合的混合算法（ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃ＢＥＭ）来计算二维瞬态涡流场． 在相同网格划分

密度下，相较于传统的有限元－边界元耦合算法（ＦＥＭ⁃ＢＥＭ）而言，该混合算法具有明显提高计算精度的优点． 同时建立了二

维脉冲线圈－铝板模型，并对铝板表面的磁场强度进行计算． 结果表明：在网格划分密度相同的情况，ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃ＢＥＭ 的计算结

果与测量结果的最大相对误差只有 ３．４％，而 ＦＥＭ⁃ＢＥＭ 的计算结果与测量结果的最大相对误差达到 ３１．８％． 基于边光滑有限

元法和边界元法耦合的混合算法，可为瞬态开域涡流场分析提供重要的参考依据．
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　 　 在瞬态涡流场研究中，常用的数值计算方法有

积分法［１－２］、有限元法［３］、边界元法以及有限元边界

元耦合法［４－７］ ． 虽然传统有限元法（ＦＥＭ） ［８］ 作为最

成功的数值方法之一，已被广泛用于解决工程和科

学的各种实际问题，但是因为其有固有的缺点，如剖

分网格密度以及计算阶数的复杂程度都对有限元计

算精度影响非常大． 单元数量的增加，及其插值函

数精度的提高，才能得到更精确的数值解． 特别是

在某些复杂的设计优化实例中，有限元法需要重复

多次进行网格剖分以及重要部分网格加密操作，这
不仅增加了设计的难度，而且还降低了设计计算的

效率． 因此国内外学者一直致力于研究如何克服传

统有限元法的缺点．
近年来，在努力开发先进数值方法时，文献［９］

将无网格中的应变光滑技术与传统有限元法相结

合，引入梯度光滑的操作概念，提出一系列广义梯度

光滑有限元法． 其包括用梯度光滑技术分别对构造

的节点光滑域、边光滑域以及面光滑域进行光滑操

作而形成的点光滑有限元法（ＮＳ⁃ＦＥＭ） ［１０］、边光滑

有限元法（ＥＳ⁃ＦＥＭ） ［１１］ 以及面光滑有限元法（ ＦＳ⁃
ＦＥＭ） ［１２］ ． ３ 种方法各有优缺点． 相对于传统有限元

法，ＮＳ⁃ＦＥＭ 在精度和效率方面有所提高． 但是 ＮＳ⁃
ＦＥＭ 在空间上是稳定的在时间上可能是不稳定的，
并且由于“过软”特性而不能直接应用于解决动态

问题［１３］ ． 然而，ＥＳ⁃ＦＥＭ 可以克服时间不稳定性［１４］，
由于本文研究的是时变涡流场，因此克服时间不稳

定性对于时变涡流场分析尤其重要． 此外，对于固



体力学问题，具有线性积分的 ＥＳ⁃ＦＥＭ 比线性有限

元法更加准确和有效［１５］ ． 至此，ＥＳ⁃ＦＥＭ 近年来得

到了广泛的应用． 对于 ＦＳ⁃ＦＥＭ 更适用于三维问题．
本文提出一种用 ＥＳ⁃ＦＥＭ 与边界元耦合法计算

二维瞬态涡流场． 该耦合法同时具有 ＥＳ⁃ＦＥＭ 计算

精度高以及边界元法占用计算机内存少等优点． 首

先将问题域离散化为一组三角形单元，然后进一步

构造与三角形单元边相关的积分域，采用伽辽金加

权余量法，推导出基于边光滑有限元－边界元耦合

算法的离散公式，在导体区域内采用 ＥＳ⁃ＦＥＭ，非导

体区域内采用边界元法． 研究导体区域的磁场分

布，并与测量结果和有限元－边界元耦合法计算结

果进行对比． 计算结果表明，在相同网格密度条件

下，基于 ＥＳ⁃ＦＥＭ 边界元耦合法计算精度更高，该方

法具有更好的应用前景．

１　 电磁场的分析模型

电磁分析的问题实际上是在给定边界条件下求

解一组麦克斯韦方程组的问题． 如图 １ 所示，为开

域涡流场求解区域示意图． 整个电磁场求解域分为

涡流区Ｖ１ 和非涡流区Ｖ２，Γ１ 是Ｖ１ 和Ｖ２ 的内部边界，
非涡流区 Ｖ２ 包括无源电流的非涡流区和有源电流

的非涡流区． Ｖ１ 区域内采用 ＥＳ⁃ＦＥＭ， Ｖ２ 区域内采用

ＢＥＭ， 在内部边界上满足的边界条件为

Ａ
→

ＥＳ⁃ＦＥＭ ＝ Ａ
→

ＢＥＭ， （１）

Ñ·Ａ
→

ＥＳ⁃ＦＥＭ ＝ Ñ·Ａ
→

ＢＥＭ， （２）

ν Ñ× Ａ
→

ＥＳ⁃ＦＥＭ × ｎ
→
＝ ν Ñ× Ａ

→
ＢＥＭ × ｎ

→
． （３）

式中： Ａ
→
为边界 Γ１ 的磁矢量位，ν 为磁阻率；ｎ

→
为边

界 Γ１ 上的单位外法线方向．

有源电流的
非涡流区

无有源电流的
非涡流区

非涡流区
V2

n

V1
涡流区
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图 １　 开域涡流场求解示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｅｎ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｄｄｙ ｃｕｒｒｅｎｔ ｆｉｅｌｄ

２　 边光滑有限元－边界元耦合法介绍

２．１　 边光滑有限元法

边光滑有限元法是在求解有限元的基础上对其

求解域进一步光滑，形成多个光滑子单元，然后在新

形成的光滑子单元内引入梯度光滑操作，梯度光滑

操作是指在新形成的光滑域上对有限元求解的系数

矩阵进行光滑平均运算，其数学表达式为

（
∂ｗ ｌ（ｘ）
∂ｘｉ

） ＝ ∫
Ω ｘ

∂ｗ ｌ（ζ）
∂ｘｉ

Ｗ
＾
（ｘ － ζ）ｄζ，

式中： Ωｘ 为构造的光滑域； Ｗ
＾
（ｘ － ζ） 为光滑函数，

其表达式为

Ｗ
＾
（ｘ － ζ） ＝ Ｗ

－
（ｘ － ζ） ＝

１ ／ Ａｘ， ｘ ∈ Ωｘ；
０， ｘ ∉ Ωｘ ．{

其中 Ａｘ 为光滑域的面积． 图 ２ 为边光滑有限元法的

计算流程图．

结束计算磁场分量B

求解方程，得到磁矢量位A 形成总体矩阵K

计算光滑域的局部系数
矩阵K2

计算三角形单元的局
部系数矩阵K2

生成基于边的光滑域单元

Hypermesh划分网格生成
三角形单元

开始

ES0-FEM

FEM

图 ２　 计算流程图

Ｆｉｇ．２　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ
　 　 对于二维求解域，先用划分软件 Ｈｙｐｅｒｍｅｓｈ 对

其进行三角形划分， 其中生成Ｎ个节点和 ｐ条边． 传
统有限元的离散矩阵［１６］为

Ｌ ∂Ａ
→

∂ｔ
＋ Ｋ１Ａ

→
＝ － Ｍ ∂Ａ

→

∂ｎ
→， （４）

其中单元系数矩阵分别为 Ｋｅ
１ｉｊ ＝ ∬

Ｄｅ

（
∂Ｎｅ

ｉ

∂ｘ
∂Ｎｅ

ｊ

∂ｘ
＋

∂Ｎｅ
ｉ

∂ｙ
∂Ｎｅ

ｊ

∂ｙ
）ｄｘｄｙ， Ｌｅ

ｉｊ ＝ ωγ∬
Ｄｅ

Ｎｅ
ｉＮｅ

ｊ ｄｘｄｙ ， Ｍｅ
ｉ ＝ ∫

Γ

ＮｉｄΓ．

如图 ３ 所示， 黑色实线表示三角形单元的边，
那么某边 Ｌ 的光滑子域是由边 Ｌ 对应的三角形单元

的中心依次与边 Ｌ 两个端点相连接形成，域内光滑

域 ΓＬ 的个数等于单元边 Ｌ 的边数，其中每个光滑域

ΩＬ 都由 ｎ 个子域组成 Ωｉ
Ｌ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） ．

　 　 在磁场中，磁矢量位 Ａ
→
为求解变量． 对构造的以

边为中心的光滑域内的位函数进行梯度光滑操作，
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光滑后的梯度操作为

ÑＡ（ｘＬ） ＝ １
ＡＬ
∫
ΩＬ

ÑＡ（ｘＬ）ｄΩ， （５）

式中 ＡＬ 为光滑域的面积，在二维求解域单元内， ＡＬ

的表达式可根据参考文献［９］计算得到．

节点 三角形单元中心

边m
tm

tm1 tm2

边ktk3

tk4

tk1

tk2

图 ３　 基于边的光滑域

Ｆｉｇ．３　 Ｅｄｇｅ⁃ｂａｓｅｄ ｓｍｏｏｔｈｉｎｇ ｄｏｍａｉｎ
　 　 对式（７）进行格林公式换算，那么对光滑域内

位函数的面积分可以转化为光滑域边界上的线积

分，即

ÑＡ（ｘＬ） ＝ １
ＡＬ
∫
ΩＬ

ÑＡ（ｘＬ）ｄΩ ＝ １
ＡＬ
∫
ΓＬ

Ａ·ｎｄΓ， （６）

　 　 将式（６）代入式（５）中，可得

ÑＡ（ｘＬ） ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
Ｂ ｉ（ｘＬ）Ａｉ， （７）

其中：

Ｂ ｉ（ｘＬ） ＝ ［ｄｉｘ，ｄｉｙ］ Ｔ， （８）

ｄｉｊ ＝
１
ＡＬ
∫
ΓＬ

Ｎｉ（ｘ）ｎ ｊ（ｘ）ｄΓ，ｊ ＝ ｘ，ｙ． （９）

　 　 对光滑域 ΩＬ 采用高斯积分，式（１２）的光滑域

边界积分形式为

ｄｉｊ ＝
１
ＡＬ
∑
ＮＡ

Ｋ ＝ １
［∑

ＮＢ

ｑ ＝ １
δｑＮｉ（ｘｋ，ｑ）ｎ ｊ（ｘｐ）］ ． （１０）

式中： ＮＡ 为电磁场求解域边界 Ｌ 的个数，ＮＢ 为高斯

点的个数， δｑ 为高斯点积分的权函数．
由式（１０）可知， ｄｉｊ 是由光滑域各个边中点处的

形函数求得，而各个中点处的形函数可通过场节点插

值得到，如图 ４ 所示，点 １、２、３、４ 分别为场节点， Ａ、Ｂ
分别为中心节点，ｇ１、ｇ２、ｇ３、ｇ４ 分别为高斯积分点［１７］ ．
　 　 基于边 Ｌ 的光滑有限元系统的局部光滑域的系

数矩阵可以写成：

Ｋ２
（Ｌ） ＝ Ｂ

－
ＴＢ

－
ＡＬ ． （１１）

　 　 对上述局部系数矩阵进行整体组装，得到域内

整体系数矩阵为

Ｋ２ ＝ ∑
ｐ

Ｌ ＝ １
Ｋ２

（Ｌ）
． （１２）
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图 ４　 ＥＳ⁃ＦＥＭ 形函数分布

Ｆｉｇ．４　 Ｓｈａｐｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ＥＳ⁃ＦＥＭ

２．２　 边界元法

对于非涡流区应用格林公式，可得对应边界积

分方程［５］为

Ａ
→
＝ ∫

ｌ

（Ｇ ∂Ａ
→

∂ｎ
→
－ Ａ

→ ∂Ｇ

∂ｎ
→）ｄ ｌ

→
＋ ∫

Ｓ

μ０ＧＪ
→

ｓｄ ｓ
→
． （１３）

式中： μ０ 为真空磁导率； Ｊｓ 为源电流密度； Ｓ为源电

流区域面积；Ｇ 为二维自由空间格林函数，Ｇ ＝
１
２π

ｌｎ １
ｒ
， 其中 ｒ 为两点之间的距离．

采用伽辽金余量法对式（１３）离散，得

ＨＡ
→
－ Ｇ ∂Ａ

→

∂ｎ
→
＝ Ｆ

→
． （１４）

２．３　 基于边光滑有限元边界元耦合算法

将式（４）和式（１４）联立，可得

Ｌ ∂Ａ
→

∂ｔ
＋ （Ｋ － ＭＧ －１Ｈ）Ａ

→
＝ ＭＧ －１Ｆ

→
， （１５）

　 　 对式（１５）中的导数项，采用向后差分，即

（ １
Δｔ

Ｌ ＋ Ｋ）Ａ
→

ｔ ＋Δｔ ＝
１
Δｔ

ＬＡ
→

ｔ ＋ ＭＧ －１Ｆ
→
． （１６）

　 　 由 ２．１ 节和 ２．２ 节可知，系数矩阵 Ｌ、Ｋ、Ｍ 以及

Ｈ、Ｇ 可计算得到，将其代入式（１６）中，通过编程求

解，可得磁矢量位 Ａ
→
， 在二维场计算中，磁矢量位 Ａ

→

只有沿 Ｚ 方向的分量，其他方向分量均为 ０，根据磁

矢量位 Ａ
→
与磁感应强度 Ｂ

→
的关系［１８］：

Ｂ
→

ｔ ＋Δｔ ＝ Ñ× Ａ
→

Ｚｔ＋Δｔ
＝
∂Ａ
→

Ｚｔ＋Δｔ

∂ｙ
ｉ
→
－

∂Ａ
→

Ｚｔ＋Δｔ

∂ｘ
ｊ
→
， （１７）

导体域的涡流密度 Ｊ
→
的表达式为

Ｊ
→

ｔ ＋Δｔ ＝ － σ
∂ＡＺ

∂ｔ
ｋ
→
＝ － σ（

ＡＺｔ＋Δｔ
－ ＡＺｔ

Δｔ
） ｋ

→
． （１８）

３　 计算算例与分析

３．１　 脉冲线圈－铝板表面磁场分布

脉冲线圈－铝板的结构参数：矩形截面为 ０．６ ｍｍ ×
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４．８ ｍｍ 的铜丝缠绕成内径、 外径分别为 ３． ２、
２５．５ ｍｍ，匝数为 ３０ 的圆柱形线圈［１９］ ． 脉冲线圈流

过的瞬时电流波形，如图 ５ 所示． 在线圈正上方放

置 ０．８ ｍｍ 厚的铝板，电导率 δ ＝ ３．４８×１０７ ｓ ／ ｍ． 线圈

与铝板的间隙为 ２ ｍｍ． 采用本文所提的基于边有限

元边界元耦合法求得铝板表面的磁感应强度，其结

果分别与测量值以及有限元－边界元法的计算结果

进行对比，如图 ６～８ 所示．
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时间/μs

电
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图 ５　 脉冲电流随时间变化

Ｆｉｇ．５　 Ｉｍｐｕｌｓｅ ｃｕｒｒｅｎｔ ｖａｒｙｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ

线圈

铝板

-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0
x/m

?10-3

图 ６　 磁矢量位 Ａ 线的分布云图

Ｆｉｇ．６　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｐａｔｔｅｒｎ ｏｆ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｖｅｃｔｏｒ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ Ａ

测量值
计算值（光滑有限元
-边界元耦合法）
计算值（有限元-
边界元耦合法）
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图 ７　 切向磁感应强度随时间的变化（ｒ＝１０ ｍｍ）

Ｆｉｇ．７　 Ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｖａｒｙｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ

（ ｒ ＝ １０ ｍｍ）

　 　 由图 ６ 可知，离线圈越近， 磁矢量位 Ａ 值越大，
与实际情况一致，说明本文的计算方法合理． 为了

验证本文所提方法的计算精度，设相对误差 Ｂ ｉ 为

Ｂ ｉ ＝
Ｂ０ － Ｂ１

Ｂ０

． （１９）

式中： Ｂ０ 为测量值，Ｂ１ 是计算值，ｉ ＝ ｘ、ｙ分别代表磁

场沿切向、垂直方向的磁场分量．

测量值
计算值（光滑有限元-边界元耦合法）

计算值（有限元-边界元耦合法）
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图 ８　 垂直磁感应强度随时间的变化（ｒ＝７．６ ｍｍ）
Ｆｉｇ．８ 　 Ｖｅｒｔｉｃａｌ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｖａｒｙｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ

（ ｒ ＝ ７．６ ｍｍ）

　 　 由图 ７、８ 可知，基于边光滑有限元边界元耦合

法与测量结果一致，因此可用本文所提的方法计算

涡流场． 在网格单元划分密度相同的条件下，运行

两种方法效率对比见表 １，虽然本文所提方法的运

行时间稍长于有限元边界元耦合法，但其计算精度

远远高于有限元边界元耦合法，另外，对于目前计算

机的计算能力而言，本文通过改变模型的大小，对比

两种方法的运行时间． 由表 ２ 可知，两种方法运行

时间的差别可以忽略． 由此可知，在计算涡流场时

基于边光滑有限元边界元法能大大提高计算精度．
表 １　 效率对比

Ｔａｂ．１　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ

方法 Ｂｒ 相对误差 ／ ％ Ｂｚ 相对误差 ／ ％ 运行时间 ｔ

ＦＥＭ⁃ＢＥＭ ３１．８ ２９．８ ０．７３

ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃ＢＥＭ ３．４ ２．５ １．０３

表 ２　 运行时间对比

Ｔａｂ．２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｕｎｎｉｎｇ ｔｉｍｅ

模型

时间 ／ ｓ

有限元边界元耦合法
基于边光滑有限元

边界元耦合法

１ ／ ４ 模型 ０．２０ ０．３２

１ ／ ２ 模型 ０．３６ ０．５４

３ ／ ４ 模型 ０．５２ ０．７９

　 　 综上所述，在进行涡流场分析时，应优先考虑基

于边光滑有限元边界元耦合法．
３．２　 铝板表面磁场分布的影响因素

３．２．１　 电流密度变化的影响

脉冲电流－铝板模型参数如上所述，在进行电
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流密度对其磁场影响分析时，保持模型的其他参数

不变，改变流过脉冲线圈的电流密度 Ｊｓ 从 １０ ×
１０６ Ａ／ ｍ２到 １８０×１０６ Ａ／ ｍ２ 变化，间隔为 ３０×１０６ Ａ／ ｍ２．
则上述电流密度变化的情况下铝板表面磁场分量分

布如图 ９ 所示．

0.8
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0.4
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0.2
0.1

0 50 100 150 200
Js/（A?mm-3）

B/
T

Bx（r=10）
By（r=7.6）

图 ９　 磁场强度随涡流密度的变化

Ｆｉｇ．９　 Ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｖａｒｙｉｎｇ ｗｉｔｈ ｅｄｄｙ ｃｕｒｒｅｎｔ ｄｅｎｓｉｔｙ

　 　 如图 ９ 所示，磁场强度随涡流密度的增大而增

大， 这是因为涡流密度 Ｊｓ 与系数矩阵 Ｆ 成正相关，
即当 Ｊｓ 增大时，Ｆ 增大． 由式（２０） 可知，随着 Ｆ 增

大，所求磁矢量位 Ａ 增大，因此磁场强度增大．
３．２．２　 脉冲线圈－铝板间隙变化的影响

脉冲电流－铝板模型参数如上所述，在进行脉

冲线圈－铝板间隙对其磁场影响分析时，保持模型

的其他参数不变，改变间隙 ｈ 从 ２ ｍｍ 到 ８ ｍｍ 之间

变化，间隔为 １ ｍｍ． 则上述间隙变化的情况下铝板

表面磁场分量分布如图 １０ 所示．
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图 １０　 磁场强度随间隙的变化

Ｆｉｇ．１０　 Ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｖａｒｙｉｎｇ ｗｉｔｈ ｇａｐ

　 　 由图 １０ 可知，随着脉冲线圈与铝板之间间隙 ｈ
的增大，磁场强度逐渐减小． 这说明如果为了增大

铝板中的涡流作用，即产生大的脉冲力，那么脉冲线

圈需尽可能近的接近铝板．

４　 结　 论

１）提出了一种计算涡流场分布的基于边光滑

有限元边界元耦合法，该方法即具有 ＥＳ－ＦＥＭ 计算

精度高和边界元法占用内存少的优点，并详细给出

了该方法的推导过程． 同时，利用本文所提的基于

边光滑有限元边界元耦合法计算分析脉冲线圈上方

铝板表面的磁场分布，与测量结果对比表明，该方法

是正确合理的．
２）在单元网格密度划分相同的条件下，将本文

得到的计算结果与传统有限元边界元耦合法计算得

到的结果对比，虽然本文所提方法的运行时间稍长

于有限元边界元耦合法，但其计算精度远远高于有

限元边界元耦合法，另外，对于目前计算机的计算能

力而言，两种方法运行时间的差别可以忽略．
３）在计算模型的其他参数保持不变，只改变涡

流密度的情况下，磁场强度随涡流密度的增大而增

大且曲线增大率几乎保持不变，同理，磁感应强度随

着脉冲线圈与铝板之间间隙 ｈ 的增大而减小，且其

曲线降低率也几乎保持不变．
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