
书书书

!

５３
"

　
!

６
#

２０２１
$

６
%

　
&

　
'

　
(

　
)

　
*

　
+

　
,

　
,

　
-

ＪＯＵＲＮＡＬＯＦＨＡＲＢＩＮＩＮＳＴＩＴＵＴＥＯＦＴＥＣＨＮＯＬＯＧＹ
　

Ｖｏｌ５３ Ｎｏ６

Ｊｕｎｅ２０２１

　　　　　　
ＤＯＩ：１０．１１９１８／２０１９０８１００

!"#$%&'()*+,-

!

　
"

，
#$%

，
&'(

（
./0)+, 12345)6,7

，
./

２１００９４）

.

　
/

：
!"#$%&'()*+

，
,-./0$%&123456)789:;<=>?

．
@A1BCDEFG

，
HIJK

LMDNOPMQRSTUO

，
V6W1@AXY

／
XYZ@A

／
&['\]QR

，
7D^_`a_bc

，
d.>e!fg<

=PK

，
h7>i'#jk

、
ilOm!no',p

．
qrstuvwx?

（Ｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘｍｅｔｈｏｄｆｏｒｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｓ，
ＭＳＴＭＭ）

V6yz{|}~��

．
!��:;<=45$%&HIJK

，
�����

ＭＳＴＭＭ
��./�9��@A�$%

&&[\]'7D^��

，
���st'7D^����

、
�uv>iZ8�>i

．
����{2�@��Z@��'uv

wx

，
��:;<=��45$%&stHIJK

．
�� ¡

：
2�@��

ＭＳＴＭＭ
<=¢£Z

ＡＮＳＹＳＷｏｒｋｂｅｎｃｈ
¤¥¢£

0¦

，
§¨©ª«

２％，
@��

ＭＳＴＭＭ
<=¢£�¬­®¯¢£��.°

；
&±H²'³´µ¶G

，
<=�

３６．６５１９ｒａｄ／ｓ
�

;G@A

／
&[\]st'·

１３
jHIJK

，
�

ＡＮＳＹＳＷｏｒｋｂｅｎｃｈ
¤¥¢£.°

，̧
!45¹³´µ¶

，
<=��45$%

&st·

８
jHIJK

，
<=;º»¼¤¥;ºf%{

７．１
½

，
!$%&7D^_`f¾./¿ÀÁ

．
012

：
qrstuvwx?

（ＭＳＴＭＭ）；
$%&

；
@��

；
@��

；
MDNO

34567

：Ｏ３２１
89:;<

：Ａ
8=>7

：０３６７－６２３４（２０２１）０６－０１０４－０８

Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｖｉｂｒａｔｉｏｎｉｎｈｏｖｅｒｉｎｇｓｔａｔｅ

ＹＡＯＳｏｎｇ，ＲＵＩＸｉａｏｔｉｎｇ，ＷＡＮＧＪｉｎｇｈｏｎｇ

（ＳｃｈｏｏｌｏｆＥｎｅｒｇｙａｎｄＰｏｗｅｒＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｎａｎｊｉｎｇ２１００９４，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｏｒｅｄｕｃｅｔｈｅｒｅｓｏｎａｎｃｅｈａｚａｒｄｏｆｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｓ，ａｆａｓｔｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ
ｏｆｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｓｗｈｅｎｈｏｖｅｒｉｎｇｉｎｔｈｅａｉｒｉｓｎｅｅｄｅｄ．Ｕｎｄｅｒｔｈｅａｃｔｉｏｎｏｆｃｅｎｔｒｉｆｕｇａｌｆｏｒｃｅ，ｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅ
ｒｏｔｏｒｃｈａｎｇｅｓｕｎｄｅｒｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｈｅｓｔｒｅｓｓｓｔｉｆｆｅｎｉｎｇｅｆｆｅｃｔ，ａｎｄｔｈｅｒｅａｒｅｃｏｕｐｌｉｎｇｅｆｆｅｃｔｓｏｆｒｏｔｏｒｂｌａｄｅｓ／ｂｌａｄｅｓ
ａｎｄｒｏｔｏｒｓ／ｆｕｓｅｌａｇｅａｔｔｈｅｓａｍｅｔｉｍｅ，ｗｈｉｃｈｍａｋｅｓｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｓａｎａｌｙｓｉｓｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｉｎｏｒｄｅｒ
ｔｏｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ，ｔｈｅｌｏｗｏｒｄｅｒａｎｄｓｔｙｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｋｉｎｅｔｉｃｓｅｑｕａｔｉｏｎｈａｓｂｅｃｏｍｅａｎｕｒｇｅｎｔ
ｎｅｅｄ．Ｔｈｅｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘｍｅｔｈｏｄｆｏｒｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｓ（ＭＳＴＭＭ）ｃａｎｓｏｌｖｅｔｈｅｓｅｐｒｏｂｌｅｍｓａｔｔｈｅｓａｍｅｔｉｍｅ．Ｉｎ
ｏｒｄｅｒｔｏａｃｃｕｒａｔｅｌｙａｎｄｑｕｉｃｋｌｙｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｈｏｖｅｒｉｎｇｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｓ，ａｄｙｎａｍｉｃｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅ
ｃｏｕｐｌｉｎｇｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｆｏｕｒｆｌｅｘｉｂｌｅｒｏｔｏｒｓａｎｄｔｈｅｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｆｕｓｅｌａｇｅｗａｓｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｂａｓｅｄｏｎＭＳＴＭＭ，ａｎｄｔｈｅ
ｄｙｎａｍｉｃｔｏｐｏｌｏｇｙｍｏｄｅｌ，ｔｏｔａｌｔｒａｎｓｆｅｒｅｑｕａｔｉｏｎ，ａｎｄｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｅｒｅｄｅｒｉｖｅｄ．Ｔｈｅ
ｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘｏｆｔｈｅｓｐａｔｉａｌｒｏｔａｔｉｎｇｂｅａｍａｎｄｓｐｉｎｎｉｎｇａｘｉｓｗａｓｄｅｒｉｖｅｄｉｎｄｅｔａｉｌ，ａｎｄｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅ
ｈｏｖｅｒｉｎｇｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｓｙｓｔｅｍｃｏｕｌｄｂｅｑｕｉｃｋｌｙｃａｌｃｕｌａｔｅｄ．ＴｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅＭＳＴＭＭ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓａｎｄｔｈｅＡＮＳＹＳＷｏｒｋｂｅｎｃｈｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｓｐａｔｉａｌｒｏｔａｔｉｎｇｂｅａｍｗａｓｎｏｔｍｏｒｅｔｈａｎ
２％，ａｎｄｔｈｅＭＳＴＭＭｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｓｐｉｎｎｉｎｇａｘｉｓｗｅｒｅｂａｓｉｃａｌｌｙｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｗｉｔｈｔｈｏｓｅｉｎｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ．
Ｕｎｄｅｒｔｈｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｏｆｆｉｘｅｄｔａｉｌ，ｔｈｅｆｉｒｓｔ１３ｏｒｄｅｒｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｈｅｒｏｔｏｒ／ｆｕｓｅｌａｇｅｃｏｕｐｌｉｎｇｓｙｓｔｅｍｗｅｒｅ
ｃａｌｃｕｌａｔｅｄａｔｔｈｅｓｐｅｅｄｏｆ３６．６５１９ｒａｄ／ｓ，ｗｈｉｃｈｗｅｒｅｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｗｉｔｈｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆＡＮＳＹＳＷｏｒｋｂｅｎｃｈ．
Ｗｈｅｎｔｈｅｈｏｖｅｒｉｎｇｗａｓｎｏｔｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ，ｔｈｅｆｉｒｓｔｅｉｇｈｔｏｒｄｅｒｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｈｅｈｏｖｅｒｉｎｇｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｓｙｓｔｅｍｗｅｒｅ
ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ，ａｎｄｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓｐｅｅｄｗａｓｉｎｃｒｅａｓｅｄ７．１ｔｉｍｅｓｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｐｅｅｄ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓ
ｐｒｏｖｉｄｅａｎｅｗｉｄｅａｆｏｒｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｄｙｎａｍｉｃｓａｎａｌｙｓｉｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘｍｅｔｈｏｄｆｏｒｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｓ（ＭＳＴＭＭ）；ｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒ；ｒｏｔａｔｉｎｇｂｅａｍ；ｓｐｉｎｎｉｎｇａｘｉｓ；
ｓｔｒｅｓｓｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

?@AB

：２０１９－０８－１９
CDEF

：
89:;<=>?@ABC

（３０１０３０１０４０２）
GHIJ

：
D

　
E

（１９９５—），
F

，
GH<=I

；

JKL

（１９５６—），
F

，
MN

，
OHIPQ

KLGH

：
JKL

，ｒｕｉｘｔ＠１６３．ｎｅｔ

　　
R4STUVWXYZ[\]^_`a

．
bc

+defgVWXhi

，
X415jk+lmno

pqroR4[st

．
Y4X

、
unv

、
wxjyz

{|}~��SR4��2

．
�hVWXR4[\

]�2S\yz

．
R4bVWX��[�����

��S��[

，
�������j�����

；
��

���9[� �j��¡¢o

；
TU£Xj¤|

�9¥X¦[§o

．
yzx¨�©ª«¬y­



®

［１］，̄
c°�u±j²³´4[µ¶

，
y­®[

R4·�3¸y­®[R4·��¹+º»

［２］．
¼

½®¾ou¿[ÀÁ5ÂuÃ®[�³²o

（
Ä5

²¿ÅÄ

），
ÆÇ�ÈÉjªÊYIu¿

［３］．
Ëd<

=Ì�Íb}Î[Ï_

，
Ð?}Î[�Ñ<=Ãy

­®[4Ê·�

．
ÒÓ

Ｓｏｕｔｈｗｅｌｌ
Ô0

、
ÕÖ×ØÑ

、

ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ
Ñ

［４］、Ｇａｌｅｒｋｉｎ
Ñ

［５］
jÙ4Ñ

，
©Ú4

Ê²oÑ

，
ÛÜÚqÝÞeßÚÆ?

Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ
�Ñ

àá£ÄâÖ�6[ß

［６］．
ãä[�såÑ

（Ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ，ＣＦＥＭ）［７］
æç

?cèdÖéyzÇ�ÈÉ[^_

．
aêëc�ì

¯oªí[î�såÑ

（Ｓｐｅｃｔｒａｌｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ，ＳＦＥＭ）［８］

ç?cÖéy­ï±®[´4·

�

．
ãð×ØÑ?c¸y­ï±®

［９］
jñòó[y

­®

［１０］
[ì¯R4àá

．
�såÑjd³ôä45,Sõ¦ôä45,

[ö]ë÷

．
�h

，
Æ?Ûø�Ñbd²ù³µ¶[

úûõ¦ôä[R4·�àá�1ñ�¹+[àá

|j¯àá}üýþÿ![àá"#

．
d³ôäã

ð×Ø�Ñ

（ＭＳＴＭＭ）［１１－１３］
�©$%úû&�dô

ä·'(^_[àá)*

，
+¬ôä,×Ø-./

�

，
0123ÃR4·�[àáno

［１４］．
45ëc

ＭＳＴＭＭ，
67Ãµ¶VWX8¨9yz

／
X:[d

³ôä45,ªí

．
;P<�³ãð�6

，
=ª«Ã

yzR4·�

．
¬Ã>?�2<�@[¡¢�

，
3A

*Bþ

ＡＮＳＹＳＷｏｒｋｂｅｎｃｈ
CD�Em�F/

．

１　
���uvwx��

１．１　
!"#MNOP

G

１
H�I[JíVWX�©6ª¬d²�

－
ù�µ¶ôä

，
VWX\]Ö¬yzôä

、
X:jX

w

３
KLÖ

．

4

１　
QP!"#OP

Ｆｉｇ．１　Ｔｙｐｉｃａｌｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｍｏｄｅｌ

MN��ÓG

２
�I

，
8x¨

／
X:µ¶ôä[

45,ªíOPQRR4

．
STU�ô

ｏｘｙｚ
?cV

Wôä´4

．
45XVWXªíY¿¬

８
Kåþ

，
Ö

ZS

４
Ky­

ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ
®[\[]^_ù�

x¨

、
x`

、
ã4a

、
X:jw®

８
KLÖ

．
åþb

c

１
d

４
cSx¨

，
efgOhi�j

、
kR�jÚ

l­�j[R4

，
x¨mrù�n_q

５
cåþx

`

，
x`o0¬aKPQ²³

，
x`n_dåþ

６
ã

4a

，
ã4ao0¬apqrHÁay­[®

，
ã4

a3åþ

７
X:£n

，
X:o0¬aK²³

，
X:3

åþ

８
w®¬²�n_

．
yz3ã4a©Îa­n

y­

，
y­sno¬Ω．

4

２　
!"#MNOP

Ｆｉｇ．２　Ｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｔｏｐｏｌｏｇｙｍｏｄｅｌ

１．２　
RSTUVWX)YZ

ð×ØÑÆ?tÊu|VW5,ôäHva#

[5,tÊ

，
wxô�jÚycz{ÓG

３
�I

，
t

Êu|S¯|LÖå}�\[aK~Ø

，
aS�#

·５０１·!

６
# D

　
E

，
¥

：
VWX��tÊ�[R4àá



tÊu|[��Ús��

（ｘ，ｙ，ｚ，θｘ，θｙ，θｚ），�SR

5ÚR5×

（ｑｘ，ｑｙ，ｑｚ，ｍｘ，ｍｙ，ｍｚ）．dì¯o]��

R4ôä�¯ªÊR4��h\

，
�-ªÊ�Ç�

ÈÉωｋbÄ[tÊu|�©�I¬

ｚ＝Ｚｋｅ－ｉωｋｔ，Ｚｋ

¬ªÊwx�[tÊu|

，
gtÊu|¬Ç�ÈÉ

ωｋbÄ[��ÚR5[ªÊwx

，
¬Ã��Y�X

�x

ｋ
��

，
�

Ｚｉ，ｊ＝［Ｘ，Ｙ，Ｚ，Θｘ，Θｙ，Θｚ，Ｍｘ，Ｍｙ，
Ｍｚ，Ｑｘ，Ｑｙ，Ｑｚ］

Ｔ，
gH

ｉ
¬³åþbc

，ｊ
¬^åþ

bc

．
ôä,ãð�6¯,ãð�6j���6�

\

，
,ãð�6[tÊu|¯����#[tÊu

|�\

．
\ãð�6H[�aKôe×Ø¬�£Ä

��#qôäp[ãð�����åþãð×Ø[

n�Õ

．
���6?�VWÎaåþ}Î��#`

Q[���ô

，
gôe×Ø�©O;P\ãð�6

[r6H��Îaåþ}Î��#`Q[���ô

ì4P<

．
bc�aKÖ 

，
��©p�ÎaK³å

þ}Î��#[���ô;P<a[���6

，
�

��6[Ke¥côä¡¢Ke£

１．
���6[

ôe×Ø¬¯���¤qÖ¥³åþ[��¤

Ｉｋ（ｋ＝１，２，…，Ｌ）���¦Kåþ[ãð×Ø[n

�Õ

，
§¨�

（－Ｈｊ，１）（© ｋ＝１），ª¨�

（Ｈｊ，ｋ）（©
ｋ＝２，…，Ｌ）．

O&�ôäH

ＺＯ＝ＵｊＺＩ，gH

：ＺＩ¬��#[

tÊu|

，ＺＯ¬�<#tÊu|

，Ｕｊ¬åþ

ｊ
[ãð

×Ø

，̄
«¬5,{­;P®q

，
,ãð×Ø

Ｕａｌｌ¬
¼ãð��¦åþãð×Ø�.n�`Õ

．
k¯�

0�©®q

ＵａｌｌＺａｌｌ＝０，gH

Ｚａｌｌ¬¦��#[tÊ

u|j

，Ｕａｌｌ�¬,ãð×Ø

．

4

３　
[:R\]7^_

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍａｎｄｓｙｍｂｏｌｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎ

ÓG

２
MNG�I

，
�ªí°�

４
K��#

，
Ö

Z¬

Ｚ１，０，Ｚ２，０，Ｚ３，０，Ｚ４，０，Ｚ８，０，©Ｚ８，０¬�<#

，
ôä

[ãð×Ø;PÓ�

：

Ｚ８，０＝Ｕ８Ｚ７，８＝Ｕ８Ｕ７Ｚ７，６＝Ｕ８Ｕ７Ｕ６Ｚ５，６＝
Ｕ８Ｕ７Ｕ６（Ｕ５，Ｉ１Ｚ５，１＋Ｕ５，Ｉ２Ｚ５，２＋
Ｕ５，Ｉ３Ｚ５，３＋Ｕ５，Ｉ４Ｚ５，４）＝Ｕ８Ｕ７Ｕ６（Ｕ５，Ｉ１Ｕ１Ｚ１，０＋
Ｕ５，Ｉ２Ｕ２Ｚ２，０＋Ｕ５，Ｉ３Ｕ３Ｚ３，０＋Ｕ５，Ｉ４Ｕ４Ｚ４，０）＝

Ｕ８Ｕ７Ｕ６Ｕ５，Ｉ１Ｕ１Ｚ１，０＋Ｕ８Ｕ７Ｕ６Ｕ５，Ｉ２Ｕ２Ｚ２，０＋
Ｕ８Ｕ７Ｕ６Ｕ５，Ｉ３Ｕ３Ｚ３，０＋Ｕ８Ｕ７Ｕ６Ｕ５，Ｉ４Ｕ４Ｚ４，０， （１）

ª

Ｔ８－１Ｚ１，０＋Ｔ８－２Ｚ２，０＋Ｔ８－３Ｚ３，０＋Ｔ８－４Ｚ４，０－Ｚ８，０＝０，

（２）
gH

：

Ｔ８－１＝Ｕ８Ｕ７Ｕ６Ｕ５，Ｉ１Ｕ１，Ｔ８－２＝Ｕ８Ｕ７Ｕ６Ｕ５，Ｉ２Ｕ２，
Ｔ８－３＝Ｕ８Ｕ７Ｕ６Ｕ５，Ｉ３Ｕ３，Ｔ８－４＝Ｕ８Ｕ７Ｕ６Ｕ５，Ｉ４Ｕ４．

ªíH�aKÖ¥#

，４
KÖ 

，
�©°�

３
K

���6

．
!

１
K���6Ó�

：

－Ｈ５，１Ｕ１Ｚ１，０＋Ｈ５，２Ｕ２Ｚ２，０＝０， （３）
ª

Ｇ５－１Ｚ１，０＋Ｇ５－２Ｚ２，０＝０， （４）
gH

：

Ｇ５－１＝－Ｈ５，１Ｕ１Ｚ１，０，Ｇ５－２＝Ｈ５，２Ｕ２Ｚ２，０．
!

２
K���6Ó�

：

－Ｈ５，１Ｕ１Ｚ１，０＋Ｈ５，３Ｕ３Ｚ３，０＝０， （５）
ª

Ｇ５－１Ｚ１，０＋Ｇ５－３Ｚ３，０＝０， （６）
gH

：

Ｇ５－１＝－Ｈ５，１Ｕ１Ｚ１，０，Ｇ５－３＝Ｈ５，３Ｕ３Ｚ３，０．
!

３
K���6Ó�

：

－Ｈ５，１Ｕ１Ｚ１，０＋Ｈ５，４Ｕ４Ｚ４，０＝０， （７）
ª

Ｇ５－１Ｚ１，０＋Ｇ５－４Ｚ４，０＝０， （８）
gH

：

Ｇ５－１＝－Ｈ５，１Ｕ１Ｚ１，０，Ｇ５－４＝Ｈ５，４Ｕ４Ｚ４，０．
±7²

（２）、（４）、（６）、（８），
�®

Ｕａｌｌ ３０×６０Ｚａｌｌ ６０×１＝０， （９）
gH

：

Ｕａｌｌ＝

Ｔ８－１ １２×１２Ｔ８－２ １２×１２Ｔ８－３ １２×１２Ｔ８－４ １２×１２ －Ｉ１２×１２
Ｇ５－１ ６×１２ Ｇ５－２ ６×１２ 　０６×１２ 　０６×１２ 　０６×１２
Ｇ５－１ ６×１２ 　０６×１２ Ｇ５－３ ６×１２ 　０６×１２ 　０６×１２
Ｇ５－１ ６×１２ 　０６×１２ 　０６×１２ Ｇ５－４ ６×１２ 　０













６×１２

，

Ｚａｌｌ＝ Ｚ１，０ Ｚ２，０ Ｚ３，０ Ｚ４，０ Ｚ８，[ ]０ Ｔ．

¯ôä[��ýþ�³

，ＺａｌｌH[!

７－１２、１９－
２４、３１－３６、４３－４８

j

５５－６０
Kå}¬´

，
�

ＺａｌｌH
µ¶Ûø´å}

，
=O

ＵａｌｌHµ¶3Ûø´å}b

Ä[~

，
®

Ｕ
—

ａｌｌ｜３０×３０Ｚ
—

ａｌｌ｜３０×３０．Ｕ
—

ａｌｌ·3ôäÇ�ÈÉ

ω£�

，
�®·'�6Δ＝ Ｕ

—

ａｌｌ ＝０̧ [ÈÉ ω¹

SÇ�ÈÉ

．
mrº»¼½Ñ¹�©¢{ôä[Ç

�ÈÉ

．

·６０１· 　　　　　　　　　
&

　
'

　
(

　
)

　
*

　
+

　
,

　
,

　
-

　　　　　　　　　　　　　　
!

５３
"

　



２　
Â-Ã¶uvwx'��

２．１　
`ab)UVWX)YZ

VWXyzSapra¤y­[¾¾®

，
ªí

Y¿¬ap¿ÀÁÂÃ®

，
bap{Áa3°�a

ö¶[¿ÀÁÂÃ®�Ä

，
}efÅlµ¶

．
G

４
S

kR�jR4~�R[IÆG

，ｏｘ＾ｙ＾ｚ＾
¬�³wx

ô

，
¾¬

Ｌ
[®a¤n_OÇ�¬

ｒＨ[x`�

，
r

ｚ＾

a©Ω[snoy­

．
È�®}�É¾

，
ajÊO

¼½

ｘ
u¿[ÀÁ5

（Ｆ（ｘ）
PË®²oÌ�

）
©Ú

Í�OÎ¤[Ï5

Ｆ０．mr´?

Ｈａｍｉｌｔｏｎ
Ô0�©

®q®Ohi�j[´4âÖ�6

［１５］．

4

４　
`abcdef*+)]7^_g[:R

Ｆｉｇ．４　Ｓｙｍｂｏｌｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｎｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｆｏｒｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆ
ｒｏｔａｔｉｎｇｂｅａｍｉｎｆｌａｐｗｉｓｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

ｚ
¬O

ｚ＾
a�[Ðj��

，
®[Ñ1�©®q

：

Ｕ＝１２∫
Ｌ

０
ＥＩ（ｚ″）２ｄｘ＋１２∫

Ｌ

０
Ｆ（ｘ）（ｚ′）２ｄｘ，

（１０）
²H

ｒＨ¬®[��¤ÒÀy­a[ÒÀ

，
gHÀÁ

5

Ｆ（ｘ）
�©�I¬

Ｆ（ｘ）＝∫
Ｌ

ｙ
ｍ—Ω２（ｒＨ ＋ｘ）ｄｘ＋Ｆ０ ＝

ｍ—Ω２（０．５Ｌ２－ｒＨｘ－０．５ｘ
２＋ｒＨＬ）＋Ｆ０，

（１１）
²H

ｍ—
¬®[&{|

，
Ó®[Î¤�Sì¯¸

Ｆ０＝
０，

ÀÁ5b

ｘ
[a-P¬

Ｆ′（ｘ）＝－ｍ—Ω２（ｒＨ＋ｘ）． （１２）
®[41

Ｔ̄
�²Ô<

：

Ｔ＝１２∫
Ｌ

０
ｍ—ｚ·２ｄｘ． （１３）

Ｈａｍｉｌｔｏｎ
Ô0�©�IÓ�

：

δ∫
ｔ２

ｔ１
（Ｔ－Ｕ）ｄｔ＝０． （１４）

X²

（１０）、（１３）
g�²

（１４）
H

，
�©®qhi

�jR4[´4âÖ�6

：

（ＥＩｚ″）″－（Ｆ（ｘ）ｚ′）′＋ｍ—ｚ··＝０． （１５）
X²

（１５）
H��Â�¬îwx±²

，
�

ｚ（ｘ，ｔ）＝
Ｚ（ｘ）ｅｉωｔ，

=g�²

（１１）、（１２），
¿Y�6�®

ＺＩＶ（ｘ）－（０．５Ｃ１＋ｒＨＣ１ｘ＋Ｃ２）Ｚ
″（ｘ）＋

Ｃ１（ｒＨ＋ｘ）Ｚ′（ｘ）＋Ｃ３Ｚ（ｘ）＝０， （１６）

gH

：

Ｃ１＝
ｍ—Ω２
ＥＩ，Ｃ２＝－Ｃ１Ｌ

２（０．５＋
ｒＨ
Ｌ）－

Ｆ０
ＥＩ，

Ｃ３＝－
ｍ—ω２
ＥＩ．

�6

（１６）
[pSÆ?ÝÞeH[

Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ
�

Ñàá[

，
=Õ�©È��âÖ�6[ßÓ�

：

Ｚ（ｘ，ｋ）＝∑
!

ｉ＝０
ａｉ＋１（ｋ）ｘ

ｋ＋ｉ，

ｄＺ（ｘ，ｋ）
ｄｘ ＝∑

!

ｉ＝０
（ｋ＋ｉ）ａｉ＋１（ｋ）ｘ

ｋ＋ｉ－１，

ｄ２Ｚ（ｘ，ｋ）
ｄｘ２

＝∑
!

ｉ＝０
（ｋ＋ｉ）（ｋ＋ｉ－１）ａｉ＋１（ｋ）ｘ

ｋ＋ｉ－２，

ｄ３Ｚ（ｘ，ｋ）
ｄｘ３

＝∑
!

ｉ＝０
（ｋ＋ｉ）（ｋ＋ｉ－１）×

（ｋ＋ｉ－２）ａｉ＋１（ｋ）ｘ
ｋ＋ｉ－３，

ｄ４Ｚ（ｘ，ｋ）
ｄｘ３

＝∑
!

ｉ＝０
（ｋ＋ｉ）（ｋ＋ｉ－１）（ｋ＋ｉ－２）×

（ｋ＋ｉ－３）ａｉ＋１（ｋ）ｘ
ｋ＋ｉ－４























．

（１７）
X²

（１７）
g�²

（１６）
H

，
�©®q

：

∑
!

ｉ＝０
（ｋ＋ｉ－３）（ｋ＋ｉ－２）（ｋ＋ｉ－１）ａｉ＋１（ｋ）ｘ

ｋ＋ｉ－４＋

（０．５Ｃ１ｘ
２＋ｒＨＣ１ｘ＋Ｃ２）∑

!

ｉ＝０
（ｋ＋ｉ－１）（ｋ＋ｉ）ａｉ＋１（ｋ）ｘ

ｋ＋ｉ－２＋

（Ｃ１ｘ＋Ｃ１ｒＨ）∑
!

ｉ＝０
（ｋ＋ｉ）ａｉ＋１（ｋ）ｘ

ｋ＋ｉ－１＋

Ｃ３∑
!

ｉ＝０
ａｉ＋１（ｋ）ｘ

ｋ＋ｉ＝０． （１８）

�²Ö�©�¬Ó�±²

：

∑
!

ｉ＝－４
｛（ｋ＋ｉ＋１）（ｋ＋ｉ＋２）（ｋ＋ｉ＋３）（ｋ＋ｉ＋４）ａｉ＋５＋

Ｃ２（ｋ＋ｉ＋１）（ｋ＋ｉ＋２）ａｉ＋３＋Ｃ１ｒＨ（ｋ＋ｉ＋１）
２ａｉ＋２＋

［Ｃ１（ｋ＋ｉ）＋０．５Ｃ１（ｋ＋ｉ－１）（ｋ＋ｉ）＋Ｃ３］ａｉ＋１｝ｘ
ｋ＋ｉ．

（１９）
g�

ｉ＝－４
q²

（１９）
H

，
�©Yf·�

ａ１®ô

e¸´

，
g×[B�¥c

０．
+Ø

，
X

ｉ＝－４
g�

²

（１９）
H

，
Yf

ａ１Sk�-¸ÙÚôe

，
®q

ｋ（ｋ－
１）（ｋ－２）（ｋ－３）ａ１＝０，gH

ａ１≠０，ÛÜ

ｋ
·�

０，
１，２

j

３
Û

４
KpÝÞ�6

ｋ（ｋ－１）（ｋ－２）（ｋ－３）＝
０，
=Õ

ａ１SvÆe

，
ÛßÈ�

ａ１＝１，²（１９）H[à

³ôe[aá±²�©?©��â

：

ａｉ＋５＝－
Ｃ２

（ｋ＋ｉ＋３）（ｋ＋ｉ＋４）ａｉ＋３＋

ｒＨＣ１（ｋ＋ｉ＋１）
（ｋ＋ｉ＋２）（ｋ＋ｉ＋３）（ｋ＋ｉ＋４）ａｉ＋２＋

·７０１·!

６
# D

　
E

，
¥

：
VWX��tÊ�[R4àá



Ｃ１（ｋ＋ｉ）＋０．５Ｃ１（ｋ＋ｉ－１）（ｋ＋ｉ）＋Ｃ３
（ｋ＋ｉ＋１）（ｋ＋ｉ＋２）（ｋ＋ｉ＋３）（ｋ＋ｉ＋４）ａｉ＋１．

（２０）
ÖZX

ｉ＝－３，ｉ＝－２，ｉ＝－１
Ú

ｉ＝０
g�

²

（２０）
H

，
�.®q

：

ａ２＝０，

ａ３＝－
Ｃ２

（ｋ＋１）（ｋ＋２）ａ１，

ａ４＝－
ｒＨＣ１ｋ

（ｋ＋１）（ｋ＋２）（ｋ＋３）ａ１，

ａ５＝－
Ｃ２

（ｋ＋３）（ｋ＋４）ａ３－
０．５Ｃ１ｋ（ｋ＋１）＋Ｃ３

（ｋ＋１）（ｋ＋２）（ｋ＋３）（ｋ＋４）ａ１













 ．

（２１）
�²

（１９）、（２０）
�©¢{��à³ôe

，
bc

ｋ＝０，１，２，３，
âÖ�6²

（１９）
[ß�©?

４
Kã7

&�ß[,j�©vÆÏe�IÓ�

：

Ｚ（ｘ）＝Ａ１ｆ（ｘ，０）＋Ａ２ｆ（ｘ，１）＋Ａ３ｆ（ｘ，２）＋Ａ４ｆ（ｘ，３），
（２２）

²H

Ａ＝［Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４］
Ｔ
SvÆÏe

，
�6

（２２）
H

ｋ＝０，１，２，３
[

４
Kã7ß

ｆ（ｘ，ｋ）
�©?äe[±

²�IÓ�

：

ｆ（ｘ，ｋ）＝∑
!

ｉ＝０
ａｉ＋１（ｋ）ｘ

ｋ＋ｉ

ｆ（ｘ，０）＝ａ１（０）ｘ
０＋ａ３（０）ｘ

２＋ａ４（０）ｘ
３＋ａ５（０）ｘ

４＋…，
ｆ（ｘ，１）＝ａ１（１）ｘ

１＋ａ３（１）ｘ
３＋ａ４（１）ｘ

４＋ａ５（１）ｘ
５＋…，

ｆ（ｘ，２）＝ａ１（２）ｘ
２＋ａ３（２）ｘ

３＋ａ４（２）ｘ
４＋ａ５（２）ｘ

５＋…，
ｆ（ｘ，３）＝ａ１（３）ｘ

３＋ａ３（３）ｘ
４＋ａ４（３）ｘ

５＋ａ５（３）ｘ
６＋…．
（２３）

¯åæ5,�®y­®OØ~�R[Å×jç

è5

，
ÖZ¬

：

Ｍｙ＝ＥＩ
ｄ２Ｚ（ｘ）
ｄｘ２

， （２４）

Ｑｚ＝ＥＩＺ（ｘ）－０．５ｍ
—Ω２（Ｌ２＋２ｒＨＬ－

２ｒＨｘ－ｘ
２）Ｚ′（ｘ）－Ｆ０Ｚ′（ｘ）． （２５）

O

ＭＳＴＭＭ
H

，
x¨hi�j

ｚ－ｘ
~�R[�

�ýþ¬

［Ｚ，Θｙ，Ｍｙ，Ｑｚ］
Ｔ，
p�&��ô�©®

qΘｙ＝Ｚ′，±7²

（２４）、（２５），
�©�\Ó�±²

Ｚ
（ｘ）＝Ｄ（ｘ）Ａ．
Ｚ
Θｙ
Ｍｙ
Ｑ












ｚ ｘ

＝

ｆ（ｘ，０） ｆ（ｘ，１） ｆ（ｘ，２） ｆ（ｘ，３）
ｆ′（ｘ，０） ｆ′（ｘ，１） ｆ′（ｘ，２） ｆ′（ｘ，３）
ＥＩｆ″（ｘ，０）ＥＩｆ″（ｘ，１）ＥＩｆ″（ｘ，２）ＥＩｆ″（ｘ，３）
Ｈ１ Ｈ２ Ｈ３ Ｈ











４

Ａ１
Ａ２
Ａ３
Ａ













４

，

（２６）
gH

：

Ｈ１＝ＥＩ［ｆ（ｘ，０）＋γｆ′（ｘ，０）］，
Ｈ２＝ＥＩ［ｆ（ｘ，１）＋γｆ′（ｘ，１）］，

Ｈ３＝ＥＩ［ｆ（ｘ，２）＋γｆ′（ｘ，２）］，
Ｈ４＝ＥＩ［ｆ（ｘ，３）＋γｆ′（ｘ，３）］，

γ＝（０．５Ｃ１ｘ
２＋ｒＨＣ１ｘ＋Ｃ２）．

¯²

（２６）
�©®qO

ｘ＝ｌ１�¬��¤[tÊ

é|¬

ＺＩ＝［Ｄ（ｌ１）］Ａ，�hÛ[à³[ôej|

�©�I¬

Ａ＝［Ｄ（ｌ１）］
－１ＺＩ，ÛÜ�c

ｘ＝ｌ２[�

<¤[tÊu|¬

ＺＯ＝［Ｄ（ｌ２）］Ａ＝［Ｄ（ｌ２）］［Ｄ（ｌ１）］
－１ＺＩ＝Ｕ

ＲＢＺＩ，

（２７）
²H

ＵＲＢ＝［Ｄ（ｌ２）］［Ｄ（ｌ１）］
－１
¬y­®Ohi~

�RÐjR4[ãð×Ø

．
Î0

，
OkR´4~�RÖ©Ø�Ñê®gã

ð×Ø

，
ëOÀÁ5LÖ��}Î

，̄
cÀÁ5[�

?�jÖ¬kR�jjZjÖ|

，
+Ø´4âÖ�

6¬

ＥＩｚｙ
ＩＶ－Ｆ（ｘ）ｙ″－Ｆ′（ｘ）ｙ′－Ω２ｍｙ＋ｍｙ

··

＝０．

（２８）
¸ìí�®[l­mråæ5,�©®³âî

[l­sφ3l×

Ｔ
[�ô¬

φ＝ Ｔ
Ｇβｈｂ３

＝ＴＧＩｔ
． （２９）

²H

：Ｇ
¬çèª|

；ｈ
¬í�¾�

；ｂ
¬í�ï�

；β
¬×±í�ðl­¸[+e

，
Ó

ｈ／ｂ
ñ+c

１０̧ ，β
òó¥c

０．３３３，Ｉｔ＝βｈｂ
３．
Ol­�j�¯côx

ÅÄ[TU

，
�¯ÀÁ5 Ωÿ!õú5×

，
l­R

4[´4âÖ�6¬

（ＧＩｔφ′）′－Ｉα（φ
··

＋Ω２φ）＝０， （３０）
gH

Ｉα¬âîrl­a[­4U|

．
mröß²

（３０）
ÛKâÖ�6

，
k¯�©®q

¾¬

ｘ
[y­®l­R4[ãð×ØÓ�

：

Ｕｔ＝
ｃｏｓγｘ １

γＧＩｔ
ｓｉｎγｘ

－γＧＩｔｓｉｎγｘ ｃｏｓγ









ｘ
， （３１）

²Hγ＝
Ｉα
ＧＩｔ
（ω２－Ω２

槡
），

X®q[×Øm�÷5,

�ôm�[8

，
�qapPQy­®[ãð×Ø

．
２．２　

U+h)UVWX)YZ

;Pã4a[ãð×Ø

，
ø;¢{g´4âÖ

�6

．
67ÓG

５
�Iªí

，
ap¾¬

Ｌ
[ù{

ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ
®r

Ｚ
a©sno Ωy­

，
&{|

¬

ｍ—
ÕO

ＹＺ
~�3

ＸＺ
H[\aÅú²oÖZS

ＥＩｘｘjＥＩｙｙ，ÒÀÔ#

ｚ
o[í�{Á#

Ｐ
O

Ｘ
aj

Ｙ
a�[��ÖZS

ｕ
j

ｖ，
mr

Ｈａｍｉｌｔｏｎ
Ô0®q

g´4âÖ�6¬

［１６］

·８０１· 　　　　　　　　　
&

　
'

　
(

　
)

　
*

　
+

　
,

　
,

　
-

　　　　　　　　　　　　　　
!

５３
"

　



ＥＩｙｙｕ″″－２ｍΩｖ
·

－ｍΩ２ｕ＋ｍｕ
··

＝０，

ＥＩｘｘｖ″″－２ｍΩｕ
·

－ｍΩ２ｖ＋ｍｖ
··

＝０{ ．
（３２）

4

５　
`ahOP

Ｆｉｇ．５　Ｓｐｉｎｎｉｎｇａｘｉｓｍｏｄｅｌ

g�ªÊwx

ｕ（ｚ，ｔ）＝Ｕ（ｚ）ｅｉωｔ
j

ｖ（ｚ，ｔ）＝
Ｖ（ｚ）ｅｉωｔ，

=ÿ�|ûa[¾o ξ＝ｚ／Ｌ3âÖá�

Ｄ＝ｄ／ｄξ，�0ü²

（３３）
u¬

（Ｄ４－ｍω
２Ｌ４
ＥＩｙｙ

－ｍΩ
２Ｌ４
ＥＩｙｙ

）Ｕ－２ｍΩωＬ
４

ＥＩｙｙ
Ｖ＝０，

（Ｄ４－ｍω
２Ｌ４
ＥＩｘｘ

－ｍΩ
２Ｌ４
ＥＩｘｘ

）Ｖ－２ｍΩωＬ
４

ＥＩｘｘ
Ｕ＝０{ ．

（３３）
b²

（３３）
ößüÖZ®q

Ｕ（ξ）j Ｖ（ξ）[
mß

：

　Ｕ（ξ）＝Ａ１ｓｉｎ槡αξ＋Ａ２ｃｏｓ槡αξ＋Ａ３ｓｉｎｈ槡αξ＋

Ａ４ｃｏｓｈ槡αξ＋Ａ５ｓｉｎ槡βξ＋Ａ６ｃｏｓ槡βξ＋

Ａ７ｓｉｎｈ槡βξ＋Ａ８ｃｏｓｈ槡βξ，

　Ｖ（ξ）＝Ｂ１ｓｉｎ槡αξ＋Ｂ２ｃｏｓ槡αξ＋Ｂ３ｓｉｎｈ槡αξ＋

Ｂ４ｃｏｓｈ槡αξ＋Ｂ５ｓｉｎ槡βξ＋Ｂ６ｃｏｓ槡βξ＋

Ｂ７ｓｉｎｈ槡βξ＋Ｂ８ｃｏｓｈ槡βξ． （３４）
Ａ１－Ａ８3Ｂ１－Ｂ８S|[ã7[

８
KÏôe

，
g

`Q[�ôÓ�

：

（Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４）＝ｋα（Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３，Ｂ４），
（Ａ５，Ａ６，Ａ７，Ａ８）＝ｋβ（Ｂ５，Ｂ６，Ｂ７，Ｂ８）， （３５）

gH

：

　ｋα＝
２λ２ｘη

α２－λ２ｘ（１＋η
２）
，ｋβ＝

２λ２ｙη
β２－λ２ｙ（１＋η

２）
，

λ２ｘ＝
ｍω２Ｌ４
ＥＩｘｘ

，λ２ｙ＝
ｍω２Ｌ４
ＥＩｙｙ

，η２＝Ω
２

ω２
，

α＝１２｛（λ
２
ｘ＋λ

２
ｙ）（１＋η

２）＋

（λ２ｘ＋λ
２
ｙ）
２（１＋η２）２＋１６λ２ｘλ

２
ｙη槡
２，

β＝１２｛（λ
２
ｘ＋λ

２
ｙ）（１＋η

２）－

（λ２ｘ＋λ
２
ｙ）
２（１＋η２）２＋１６λ２ｘλ

２
ｙη槡
２．

¯²

（３２）
�©®<l­s

，
Å×3çè5[�

â²Ó�

：

θｘ＝－
ｄＶ
ｄｚ＝－

１
Ｌ
ｄＶ
ｄξ
，θｙ＝－

ｄＵ
ｄｚ＝－

１
Ｌ
ｄＵ
ｄξ
； （３６）

　　
Ｍｘ＝ＥＩｘｘ

ｄ２Ｖ
ｄｚ２
＝
ＥＩｘｘ
Ｌ２
ｄ２Ｖ
ｄξ２
，

Ｍｙ＝－ＥＩｙｙ
ｄ２Ｕ
ｄｚ２
＝
ＥＩｙｙ
Ｌ２
ｄ２Ｕ
ｄξ２
；

（３７）

　　
Ｓｘ＝ＥＩｙｙ

ｄ３Ｕ
ｄｚ３
＝
ＥＩｙｙ
Ｌ３
ｄ３Ｕ
ｄξ３
，

Ｓｙ＝ＥＩｘｘ
ｄ３Ｖ
ｄｚ３
＝
ＥＩｘｘ
Ｌ３
ｄ３Ｖ
ｄξ３
．

（３８）

X²

（３４）、（３５）
ÖZg�q²

（３６）～
²

（３８）
H

，
�0ü�©®q

ｘ＝ｌ１o[tÊu|¬

ＺＩ＝ Ｄ
ｌ１( )[ ]Ｌ
Ａ， （３９）

²H

ＺＩ＝［Ｕ，Ｖ，θｘ，θｙ，Ｍｘ，Ｍｙ，Ｓｘ，Ｓｙ］
Ｔ，
©

ｘ＝ｌ２¬
�<¤

，
�©®q

：

ＺＯ＝ Ｄ
ｌ２( )[ ]Ｌ

Ｄ
ｌ１( )[ ]Ｌ

－１

ＺＩ＝Ｕ
ＳＺＩ， （４０）

ＵＳ＝ Ｄ
ｌ２( )[ ]Ｌ

Ｄ
ｌ１( )[ ]Ｌ

－１

， （４１）

²H

ＵＳ
¬y­a[ãð×Ø

．

３　
<=�¤¥0¦ÄÅ

３．１　
`ab)ijklmn

¬ý>

ＭＳＴＭＭ
àáy­®ÈÉ[¡¢�

，
Ö

Zb­n¬

０，２０，４０ｒａｄ／ｓ̧
�þ®[ÈÉàá

，
Æ

?

ＭＡＴＬＡＢ
b6àá3

ＡｎｓｙｓＷｏｒｋｂｅｎｃｈ
CD�E

[lÿ-ÈÉbF

．
®[!eÖZ¬

，
¾o

Ｌ＝６ｍ，
Ðí�¾

ｂ＝０．５ｍ，
3

ｈ＝０．０４ｍ，
"oρ＝３３４ｋｇ／ｍ３，

°�ª|

Ｅ＝７．１ＭＰａ，
çèª|

Ｇ＝２．７３０８ＭＰａ，
#

$Fμ＝０．３．ＡＮＳＹＳＷｏｒｋｂｅｎｃｈ[ªí�

８８４１３
K%#

，
&'(åe¬

１５６００．
àá�E3bF)�

１，３
ê­n�lÿ-ÈÉ

�E*º/*

．
+

３
.£Îàáýþ�[~ù¸Q

，

Æ?

ＭＡＴＬＡＢ
b6[àá¸Q¬

６．３ｓ，ＡＮＳＹＳ
Ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ

[àá¸QS

５５．９ｓ．
àáno23Ã

８．８
,

．
o

１　
$pbq

３
ras(

ＭＳＴＭＭ
,-t

ＡＮＳＹＳ
uv)ijklwx

Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆａｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ ＭＳＴＭＭ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ＡＮＳＹＳ
ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎａｔｔｈｒｅｅｓｐｅｅｄｓ

-.

０ｒａｄ／ｓ
*º

／％
ＭＳＴＭＭ／Ｈｚ ＡＮＳＹＳ／Ｈｚ

１ ０．８２７ ０．８３２ ０．６１
２ ５．１８５ ５．２１２ ０．５２
３ １０．３４４ １０．３０１ ０．４２
４ １４．５２１ １４．５９７ ０．５３
５ １９．００２ １８．９０６ ０．５１

·９０１·!

６
# D

　
E

，
¥

：
VWX��tÊ�[R4àá



yo

１

-.

２０ｒａｄ／ｓ
*º

／％
ＭＳＴＭＭ／Ｈｚ ＡＮＳＹＳ／Ｈｚ

１ ３．４５４ ３．４６０ ０．１７

２ ９．５９６ ９．６１６ ０．２１

３ １０．４３８ １０．３９１ ０．４５

４ １９．２６７ １９．４４８ ０．９３

５ １９．７０６ １９．７６５ ０．３０

-.

４０ｒａｄ／ｓ
*º

／％
ＭＳＴＭＭ／Ｈｚ ＡＮＳＹＳ／Ｈｚ

１ ６．６２５ ６．６３２ ０．１１

２ １０．７０６ １０．６５０ ０．５３

３ １６．８２６ １６．８４３ ０．１０

４ ２０．５４０ ２０．９８７ １．３４

５ ２９．９４８ ２９．９９０ ０．１７

３．２　
`ah)kl,-z{mn

y­a[ý>ªí-.ap¦jÎ�ù/ìí

�®

，
ÛKáÒ-.�þ��ýþ

，
Ø�ÑÎ0é?

cg×��ýþ

．
©|ûa[±²1f�EV23

Å

，
{3©�|ûa[Ç�ÈÉ ωｉ jy­no!

eΩ，�h14Ä?caá56

．
ωｉ ＝ωｉ／ω０，Ω ＝Ω／ω０， （４２）

²Hω０＝
ＥＩｘｘＥＩ槡 ｙｙ

ｍＬ槡 ４ ．

®[!eÖZ¬

，
¾

Ｌ＝１．２９ｍ，
7Å²o

ＥＩｘｘ＝ＥＩｙｙ＝５８２．９９６Ｎ·ｍ
２，
&{|

ｍ— ＝２．８７ｋｇ／ｍ．
Æ?

ＭＳＴＭＭ
�Ñ

ＭＡＴＬＡＢ
b6àá�E35

8

［１６］
H[l

６
-ÈÉbF�E)�

２，
àá�E

ë4£Î

，
O�­n��E*ºO

０．１５％
R

，
9½

­n23

，
àá�EÖ:£ò

，
hÕO3­n�

ＭＳＴＭＭ
�Ñ���©ö®�-ÈÉ

．

o

２　
|}~$p`ah)ijkl

（ＥＩｘｘ＝ＥＩｙｙ）
Ｔａｂ．２　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆａｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｓｐｉｎｎｉｎｇａｘｉｓｗｉｔｈｃｉｒｃｕｌａｒｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ（ＥＩｘｘ＝ＥＩｙｙ） Ｈｚ

ωｉ
Ω ＝０ Ω ＝２ Ω ＝４

ＭＳＴＭＭ
58

［１６］ ＭＳＴＭＭ
58

［１６］ ＭＳＴＭＭ
58

［１６］

１ ３．５１１ ３．５１６ １．５１６ １．５１６ ０．４８４ —

２ ３．５１１ ３．５１６ ５．５１５ ５．５１６ ７．５１６ ７．５１６

３ ２２．０２９ ２２．０３４ ２０．０３４ ２０．０３４ １８．０３４ １８．０３４

４ ２２．０２９ ２２．０３４ ２４．０３４ ２４．０３４ ２６．０３４ ２６．０３４

５ ６１．６９２ ６１．６９７ ５９．６９７ ５９．６９７ ５７．６９７ ５７．６９７

６ ６１．６９２ ６１．６９７ ６３．６９７ ６３．６９７ ６５．６９７ ６５．６９７

３．３　
$%!"#�#kl,-

¬Ãý>

ＭＳＴＭＭ
�Ñàá[¡¢�

，
bG

２

VWXªím�ý>àá

．
VWX¦Lþ[!eÓ

�

，
x¨"oρ＝３３４ｋｇ／ｍ３，¾o

Ｌ＝６ｍ，
Ðí�¾

ｂ＝０．５ｍ，
3

ｈ＝０．０４ｍ，
°�ª|

Ｅ＝７．１ＭＰａ，
ç

èª|

Ｇ＝２．７３０８ＭＰａ；
x`"oρ＝７８５０ｋｇ／ｍ３，

;<¬¾j=¬

０．５ｍ，
3

０．３ｍ；
ã4a"o ρ＝

７８５０ｋｇ／ｍ３，
;<¬V�

０．１６ｍ，，
3¬

１ｍ，
°�

ª|

Ｅ＝２．５ＭＰａ，
çèª|

Ｇ＝９．６１５４ＭＰａ；
X:

"oρ＝１７０ｋｇ／ｍ３，¾３ｍ，=１．８ｍ，3１．６ｍ，{
Á3X:ã4an_#O

Ｘ
a�[>TÒÀ

０．４ｍ；
w®"o ρ＝１４０ｋｇ／ｍ３，í�3j=¬

０．８ｍ，
¾¬

４ｍ，
°�ª|

Ｅ＝２ＭＰａ，
çèª|

Ｇ＝
７．６９２３ＭＰａ．

w®Î¤Ð?Ç{z?

，
yzôä[

­n¬

３６．６５１９ｒａｄ／ｓ．ＡＮＳＹＳＷｏｒｋｂｅｎｃｈ
ªí[

%#e

８８２６０，１６０５６
K(å

．
l

１２
-ÈÉ)�

３．

o

３　
��

ＭＳＴＭＭ
e�,-`a&'!"#ijklt

ＡＮＳＹＳ
uvz{wx

Ｔａｂ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｍｏｄｅｌ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ ＭＳＴＭＭ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ＡＮＳＹＳ
ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｉｎｒｏｔａｔｉｎｇｓｔａｔｅ Ｈｚ

-.

ＭＳＴＭＭ ＡＮＳＹＳ

１ ６．３６５ ６．３６８

２ ６．３６８ ６．３７１

３ ９．５３３ ９．６３８

４ １０．７１４ １０．７２６

５ １０．７９８ １０．７３１

６ １０．８１６ １０．７５３

７ １６．１５８ １６．１６３

８ １６．１６３ １６．１６９

９ １６．１６７ １６．１７３

１０ ２０．５９６ ２０．７８９

１１ ２０．５９８ ２０．７９４

１２ ２４．８９４ —

１３ ２８．９９７ ２８．９８２

·０１１· 　　　　　　　　　
&

　
'

　
(

　
)

　
*

　
+

　
,

　
,

　
-

　　　　　　　　　　　　　　
!

５３
"

　



　　
àá�E3CD�Eë4aË

．３
.£Îàá

ýþ�[~ù¸Q

，
Æ?

ＭＡＴＬＡＢ
b6[àá¸Q

¬

１１．５ｓ，ＡＮＳＹＳＷｏｒｋｂｅｎｃｈ
[àá¸QS

８１．２ｓ．
àáno23Ã

７．１
,

．̄
Ø�©Æ?

ＭＳＴＭＭ
�

Ñàá]z?ýþ���tÊ�VWXªí[Ç�

ÈÉ

，
l

８
-[àá�E)�

４．

o

４　
$%&'(!"#OPijkl

Ｔａｂ．４　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｍｏｄｅｌｉｎｈｏｖｅｒｉｎｇｓｔａｔｅ

-. ÈÉ

／Ｈｚ

１ ０．７８０

２ １．０８２

３ ２．５３４

４ ６．１８７

５ ６．３６５

６ １０．４３７

７ １０．８１６

８ １６．０７９

４　
¢

　
Æ

１）
45;PÃy­®Ohi

、
kRjl­

３
K

ì¯o[´4�6

，
®qgãð×Ø

，
áÒmr3

ＡＮＳＹＳ
CD�EbF

，
*ºO

１．５％
©R

，
ý>Ã�

E[¡¢�

．
２）

;PÃy­a[ãð×Ø

，
áÒ3!e58

�EbF

，
*º}@r

０．１５％，
ý>Ã¡¢�

．
３）ＭＳＴＭＭ

�©An¡¢Bàá45,^_

．
=Õ£/cãä45,Bþ

ＷｏｒｋｂｅｎｃｈＡＮＳＹＳ，
�

E£ò

，
àá¸Q++Cï

，
45áÒàá¸QCï

Ã

７
,©�

．
４）

bVWXyz

／
X:µ¶ôäý>àá

，
3

CD�Eë4aË

，
=®qÃ��tÊ�[l

８
-

Ç�ÈÉ

，
bVWX�àD�a{!eE(

．

¬­®¯

［１］ＣＨＥＮＧＪｉａｎｌｉａｎ，ＸＵＨｕｉ．Ｉｎｎｅｒｍａｓｓｉｍｐａｃｔｄａｍｐｅｒｆｏｒａｔｔｅｎｕａｔｉｎｇ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｖｉｂｒａｔｉｏｎ［Ｊ］． ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｌｉｄｓ ａｎｄ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２００６，４３（１７）：５３５５．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｉｊｓｏｌｓｔｒ．２００５．
０７．０２６

［２］ＹＡＮＧＪＢ，ＪＩＡＮＧＬＪ，ＣＨＥＮＤＣ．Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｄｅｌｌｉｎｇａｎｄｃｏｎｔｒｏｌ
ｏｆａｒｏｔａｔｉｎｇＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉｂｅａｍ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄ
Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，２００４，２７４（３／４／５）：８６３．ＤＯＩ：１０．１０１６／Ｓ００２２－４６０Ｘ
（０３）００６１１－４

［３］ＶＩＮＯＤＫＧ，ＧＯＰＡＬＡＫＲＩＳＨＮＡＮＳ，ＧＡＮＧＵＬＩＲ．Ｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ａｎｄｗａｖｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｕｎｉｆｏｒｍａｎｄｔａｐｅｒｅｄｒｏｔａｔｉｎｇｂｅａｍｓ
ｕｓｉｎｇｓｐｅｃｔｒａｌｌｙｆｏｒｍｕｌａｔｅｄｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｓ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌ

ｏｆＳｏｌｉｄｓａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２００７，４４（１８／１９）：５８７５．ＤＯＩ：１０．１０１６／
ｊ．ｉｊｓｏｌｓｔｒ．２００７．０２．００２

［４］ＰＮＵＥＬＩＤ．Ｎａｔｕｒａｌｂｅｎｄｉｎｇｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｏｍｐａｒａｂｌｅｔｏｒｏｔａｔｉｏｎａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｉｎｒｏｔａｔｉｎｇｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，１９７２，３９（２）：６０２．ＤＯＩ：１０．１１１５／１．３４２２７２９

［５］ＦＯＸＣＨＪ，ＢＵＲＤＥＳＳＪＳ．Ｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆａｔｈｉｎ
ｒｏｔａｔｉｎｇｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｗｉｔｈｏｆｆｓｅｔｒｏｏｔ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄ
Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，１９７９，６５（２）：１５１．ＤＯＩ：１０．１０１６／００２２－４６０Ｘ（７９）
９０５０９－１

［６］ＢＡＮＥＲＪＥＥＪＲ，ＳＵＨ，ＪＡＣＫＳＯＮＤＲ．Ｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｒｏｔａｔｉｎｇ
ｔａｐｅｒｅｄｂｅａｍｓｕｓｉｎｇｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｓｔｉｆｆｎｅｓｓｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，２００６，２９８（４／５）：１０３４．ＤＯＩ：１０．１０１６／
ｊ．ｊｓｖ．２００６．０６．０４０

［７］ＰＡＷＡＲＰＭ，ＧＡＮＧＵＬＩＲ．Ｏｎｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｐｒｏｇｒｅｓｓｉｖｅｄａｍａｇｅｏｎ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｂｅｈａｖｉｏｒ［Ｊ］． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２００７，７８（３）：４１０．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｃｏｍｐｓｔｒｕｃｔ．２００５．
１１．０４３

［８］ＷＡＮＧＧａｎｇ，ＷＥＲＥＬＥＹＮＭ．Ｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｒｏｔａｔｉｎｇ
ｂｌａｄｅｓｗｉｔｈｕｎｉｆｏｒｍｔａｐｅｒｓ［Ｊ］．ＡＩＡＡＪｏｕｒｎａｌ，２００４，４２（１２）：
２４２９．ＤＯＩ：１０．２５１４／１．４３０２

［９］ＬＥＥＪＷ，ＬＥＥＪＹ．Ｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｕｓｉｎｇｔｈｅｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘ
ｍｅｔｈｏｄｏｎａｔａｐｅｒｅｄｂｅａｍ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ＆Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２０１６，１６４（Ｃ）：
７５．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｃｏｍｐｓｔｒｕｃ．２０１５．１１．００７

［１０］ＬＥＥＪＷ，ＬＥＥＪＹ．Ｉｎｐｌａｎｅｂｅｎｄｉｎｇｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆａ
ｒｏｔａｔｉｎｇｂｅａｍｗｉｔｈｍｕｌｔｉｐｌｅｅｄｇｅｃｒａｃｋｓｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘ
ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．Ｍｅｃｃａｎｉｃａ，２０１７，５２（４／５）：１１４３．ＤＯＩ：１０．１００７／
ｓ１１０１２－０１６－０４４９－４

［１１］ＲＯＮＧＢａｏ，ＲＵＩＸｉａｏｔｉｎｇ，ＷＡＮＧＧｕｏｐｉｎｇ．Ｎｅｗｍｅｔｈｏｄｆｏｒ
ｄｙｎａｍｉｃｓｍｏｄｅｌｌｉｎｇａｎｄａｎａｌｙｓｉｓｏｎｆｌｅｘｉｂｌｅｐｌａｔｅｕｎｄｅｒｇｏｉｎｇｌａｒｇｅ
ｏｖｅｒａｌｌｍｏｔｉｏｎ［Ｊ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩｎｓｔｉｔｕｔｉｏｎｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌ
ＥｎｇｉｎｅｅｒｓＰａｒｔＫ：ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｕｌｔｉｂｏｄｙＤｙｎａｍｉｃｓ，２０１０，２２４
（１）：３３．ＤＯＩ：１０．１２４３／１４６４４１９３ＪＭＢＤ２１９

［１２］ＲＵＩＸｉａｏｔｉｎｇ， ＺＨＡＮＧ Ｊｉａｎｓｈｕ， ＺＨＯＵ Ｑｉｎｂｏ． Ａｕｔｏｍａｔｉｃ
ｄｅｄｕｃｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍｏｆｏｖｅｒａｌｌｔｒａｎｓｆｅｒｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍ
［Ｊ］．ＡｄｖａｎｃｅｓｉｎＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１５，６：３７８０４７．
ＤＯＩ：１０．１１５５／２０１４／３７８０４７

［１３］ＡＢＢＡＳＬＫ，ＺＨＯＵＱｉｎｂｏ，ＢＥＳＴＬＥＤ，ｅｔａｌ．Ａｕｎｉｆｉｅｄａｐｐｒｏａｃｈ
ｆｏｒｔｒｅａｔｉｎｇｌｉｎｅａｒｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｓｉｎｖｏｌｖｉｎｇｆｌｅｘｉｂｌｅｂｅａｍｓ［Ｊ］．
ＭｅｃｈａｎｉｓｍａｎｄＭａｃｈｉｎｅＴｈｅｏｒｙ，２０１７，１０７：１９７．ＤＯＩ：１０．１０１６／
ｊ．ｍｅｃｈｍａｃｈｔｈｅｏｒｙ．２０１６．０９．０２２

［１４］ＲＵＩＸｉａｏｔｉｎｇ，ＷＡＮＧＸｕｎ，ＺＨＯＵＱｉｎｂｏ，ｅｔａｌ．Ｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘ
ｍｅｔｈｏｄｆｏｒｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｓ（Ｒｕｉｍｅｔｈｏｄ）ａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ
［Ｊ］．ＳｃｉｅｎｃｅＣｈｉｎａ（ＴｅｃｈｎｏｌｏｇｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ），２０１９，６２（５）：
７１２．ＤＯＩ：１０．１００７／ｓ１１４３１－０１８－９４２５－ｘ

［１５］ＲＵＩＸｉａｏｔｉｎｇ，ＡＢＢＡＳＬＫ，ＹＡＮＧＦｕｆｅｎｇ．Ｆｌａｐｗｉｓｅｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｓｏｆｃｏｕｐｌｅｄｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｒｏｔｏｒ／ｆｕｓｅｌａｇｅ：Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆ
ｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｊ］．ＡＩＡＡＪＯＵＲＮＡＬ，２０１８，５６（２）：
８１８．ＤＯＩ：１０．２５１４／１．Ｊ０５６５９１

［１６］ＢＡＮＥＲＪＥＥＪＲ，ＳＵＨ．Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｏｆａｄｙｎａｍｉｃｓｔｉｆｆｎｅｓｓｍａｔｒｉｘ
ｆｏｒｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｐｉｎｎｉｎｇｂｅａｍｓ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ＆
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２００４，８２（２３／２４／２５／２６）：２１８９．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．
ｃｏｍｐｓｔｒｕｃ．２００４．０３．０５８
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