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不完美界面聚合物基纤维复合材料的黏弹性行为

吴　 锐1,赵晓昱2,王冠楠1

(1. 浙江大学 建筑工程学院,杭州 310058;2. 上海工程技术大学 机械与汽车工程学院,上海 201620)

摘　 要: 为预测具有不完美界面的聚合物基纤维增强复合材料在时域下的黏弹性响应,在细观力学均匀化模型的基础上,研
究了基体黏弹性对复合材料宏 / 细观特性的影响。 根据弹性-黏弹性对应原理建立了基于均匀化理论的复合材料黏弹性性能

评估方法,即将边值问题和材料均匀化本构引入 Laplace 域中进行求解,然后将材料的宏 / 细观响应通过性能较稳定的 Zakian
方法转化到时域当中,从而避免对含有积分形式的黏弹性本构进行分步迭代。 另外,与经典唯象理论以及数值方法不同,细
观力学方法 LEHT 采用了 Trefftz 概念,即通过求解偏微分方程得到微元体内部位移和应力的解析表达。 引入带有刚度的弹簧

模型用于描述界面处的损伤情况,并与纤维 / 基体的解析表达的函数正交性结合,实现了界面的精确模拟。 最后通过周期性

变分原理对晶胞施加周期性边界条件,并建立宏观均匀化本构用于预测材料的宏观性能。 结果表明:该方法不仅能实现材料

长期性能的高效预测,同时还原了代表性晶胞内的局部应力重分布来解释宏观模量衰退的影响。
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Viscoelastic behavior of fiber-reinforced polymer matrix composites
with imperfect interface
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Abstract: To predict the viscoelastic responses of fiber-reinforced polymer matrix composites with imperfect
interface in the time domain, the effects of viscoelasticity of polymers on the macroscopic / mesoscopic properties of
composites are studied on the basis of the micromechanics model. According to the elastic-viscoelastic
correspondence principle, a viscoelastic property evaluation method of composites based on the homogenization
theory is developed. The boundary value problem and the materials′ homogenization constitutive equation are
introduced into the Laplace domain, and then the macro / meso responses of the materials are transformed into the
time domain by Zakian′s method with relatively stable performance, thus avoiding the step-by-step iteration of the
viscoelastic constitutive with integral form. Different from the classical phenomenological theory and other numerical
methods, the present work adopts the Trefftz concept that employs the complete elastic solutions with unknown
coefficients to represent the internal trial displacement / stress fields. A spring model with stiffness is introduced to
describe the interfacial damage, combined with the functional orthogonality of the analytical expression of fiber /
matrix, and the accurate simulation of the interface was realized. Finally, the periodic boundary conditions are
applied to the cells by the periodic variational principle, and the macroscopic homogenization constitutive is
established to predict the macroscopic properties of materials. The results show that the proposed method can not
only realize the efficient prediction of the long-term properties of composites, but also restore the local stress
redistribution within unit cells to illustrate the effect of macroscopic modulus degradation.
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　 　 从航空航天、汽车和土木结构到生物工程,聚合

物基复合材料得到了广泛的应用[1 - 2]。 在很多情况

下,复合材料结构的服役寿命达到几年甚至几十年,

因此在设计时需要考虑材料的长期力学性能[3 - 4]。
大多数聚合物在载荷和环境因素作用下表现出显著

的蠕变和应力松弛(即黏弹性)现象。 为了设计耐



久的复合材料部件和结构,需要充分研究这些现象

并预测结构构件的长期力学行为。 对于聚合物基复

合材料,其黏弹性不仅受到基体材料分子松弛过程

的影响,还受到复合材料的组份比例、微观结构形态

以及纤维-基体之间黏结作用等因素的影响,使得复

合材料及其结构的黏弹性力学行为变得十分复

杂[5 - 6]。
纤维复合材料在制造和服役过程中,界面的黏

结情况对复合材料的宏 /细观力学性能发挥着重要

的作用[7]。 由于界面两侧组分的材料性能往往相

差较大,所以在外载荷作用下,复合材料系统微结构

界面处往往产生应力集中现象进而引起界面损伤与

断裂[8]。 这种界面处微结构的损伤破坏也将导致

结构宏观性能的退化。 然而现有文献中针对复合材

料均匀化的多尺度模型大都基于唯象理论,无法根

据材料的微结构应力变形情况对材料宏观力学性能

退化进行有效预测。 因此本文引入了考虑不完美界

面的 LEHT(locally exact homogenization theory)模型

对材料进行性能模拟,该方法不仅可以有效预测纤

维复合材料的宏观模量,还可以有效还原微元体晶

胞内的界面刚度所引起的应力重分布情况。
目前的细观力学数值分析中对于不完美界面的

建模方法除了将界面等效为一层具有较小弹性模量

的薄厚度的物理夹层[7,9] 外,还可以通过引入一层

零厚度的内聚力弹簧界面,该界面可以假想为均匀

分布的有一定刚度的弹簧。 当界面刚度接近无穷大

时,界面完美结合,而完全脱黏的界面可以通过零界

面刚度来模拟。 这种柔性界面模型已被广泛用于研

究部分作用的界面对材料有效性能的影响[10 - 11],以
及界面损伤对纤维局部增强作用的影响[7]。

然而,目前文献中针对界面损伤对聚合物基复

合材料黏弹性力学行为的研究相对较少[1 - 6,12 - 17]。
另外,缺乏复杂材料系统界面对微元体内应力分布

的研究。 基于上述原因,本文在前期推导的横观各

向同性单向纤维复合材料细观模型[1] 的基础上,运
用对应性原理,将材料的黏弹性本构转换到 Carson-
Laplace 域中求解具有不完美界面的周期性纤维增

强复合材料的黏弹性问题,并得到材料的宏观模量

系数。 再利用 Zakian[18 - 19] 提出的反演方法将求得

的宏 /细观响应转化到时域中,其中基体黏弹性材料

通过各向同性四参数流变模型模拟。 最终结果与文

献中的数值方法进行了对比,得到了良好的一致性。

1　 黏弹性体的本构方程和材料性能

本文采用最近开发的 LEHT 模型[1,7]和弹性-黏
弹性对应性原理对横观各向同性单向复合材料黏弹

性问题进行分析,即将微元体的边值问题以及均匀

化本构关系转化到 Laplace 域中进行求解,然后采

用 Zakian 于 1969 年所提出的方法[18]将相应公式逆

转化到时域当中,详情如图 1 所示。

图 1　 黏弹性问题求解流程

Fig. 1　 Solution process of viscoelastic problems

在时域和 Laplace 域之间的相互转化涉及到位

移、应变和应力的转换,即 ui ( t)→u~ i ( s)、εij ( t)→
ε~ ij( s)、σij( t)→σ~ ij( s)。 其中 s 表示拉普拉斯变量,
符号“ ~ ”表示 Laplace 域内的符号变量。 另外,时
域下应力-应变本构关系表示为

σij( t) = ∫t
0
C ijkl( t - τ)

∂εkl(τ)
∂τ dτ (1)

而通过转换后 Carson-Laplace 域内的本构关系

变为

σ~ ij( s) = sC
~

ijkl( s)ε
~
kl( s) (2)

很明显,Laplace 域里的本构关系由于避免了复

杂的积分形式,因此比时域中的积分本构更为简单。
只需将弹性问题中的弹性刚度矩阵与 Laplace 域中

的刚度矩阵对应即可:C ijkl→sC
~

ijkl( s),其中

C
~
ijkl( s) = ∫s

0
C ijkl( t)e -stdt (3)

将 Laplace 域内的关系代入到由 Wang 等[7] 开
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发的细观力学模型当中,在 Laplace-Carson 域内应

用周期边界条件求解内部位移和应力场,并建立均

匀化本构方程:

　 σ-􀮨 = 1
V ∫VsC

~ (k) ε-􀮨(k)dVk = ∑
Nk

k = 1
v(k) sC

~ (k) ε-􀮨(k) =

sC
~ ∗ ε

-􀮨　 (k = f,m) (4)
式中 vf 和 vm 分别为纤维和基体的体积分数,并且有

vf + vm = 1。 最后文献中有很多方法可以实现从

Laplace 域到时域的逆转换。 本文选用了早期由

Zakian 提出的数值算法[18 - 19],通过以下步骤完成从

Laplace 域到时域解的转换:1)将研究时间划分为时

间间隔增量:t = [ t1,t2,t3,…,tN];2)赋值拉普拉斯

变量为 s( j) = α j / ti,α j 取值见表 1;3)每一次增量 ti,
将拉普拉斯变量 s 引入到当前细观力学模型当中,
得到拉普拉斯域中微元体边界值问题的最终解和均

匀化刚度矩阵的表达式;4)最后,采用 Zakian 公式

进行反演,即

C∗( ti) = 2
ti
∑5

j = 1
Re[K jC

~ ∗(α j / ti)] (5)

式中 K j 取值见表 1。

表 1　 从拉普拉斯域变换到时域的 Zakian 反演公式中采用的复系数[18 -19]

Tab. 1　 Complex coefficients employed in Zakian′s inversion formula from Laplace transform to time domain[18 - 19]

j K j 　 　 　 　 　 　 αj

1 - 36 902. 082 10 + 196 990. 425 7i 12. 837 676 75 + 1. 666 063 445i

2 61 277. 025 24 + 95 408. 625 51i 12. 226 132 09 + 5. 012 718 792i

3 - 28 916. 562 88 + 18 169. 185 31i 10. 934 303 08 + 8. 409 673 116i

4 4 655. 361 138 - 1. 901 528 642i 8. 776 434 715 + 11. 921 853 89i

5 118. 741 401 1 - 141. 303 691 1i 5. 225 453 361 + 15. 729 529 05i

2　 考虑不完美界面的复合材料细观力
学模型

　 　 根据上节描述,本节回顾前期推导的考虑不完

美界面的复合材料细观力学模型,具体推导见文献

[7]。 复合材料的细观结构可假设为在基体中呈周

期性分布的纤维系统,本文针对图 2 所示的具有周

期性分布的正方形代表性单胞进行研究,该单胞符

合周期性边界条件约束。 为了满足约束本文采用了

弱形式的变分原理:

　 ∫
ST
δu~ i(T

~
i - T

~ 0
i )dS + ∫

Su
δT

~
i(u

~
i - u~ 0

i )dS = 0 (6)

式中 Ti 和 ui 分别为微元体 ST 和 Su 边界上的力和

位移。

图 2　 考虑非完美界面的复合材料周期性晶胞

Fig. 2 　 A periodic unitcell of composite considering imperfect
interface

为了区分宏观尺度和细观尺度的影响,本文定

义了两个坐标体系,即宏观坐标系统 xi( i = 1,2,3)
和微元体坐标系统 yi( i = 1,2,3),并将微元体内部

的位移分为平均位移和扰动位移[20]:
u~ (k)

i (x,y) = ε- ijx j + u~ ′(k)
i (y) (7)

式中 k = f、m,f 和 m 分别代表纤维和基体相。 值得

注意的是平均项中的平均应变 ε- ij即为对复合材料

系统施加的宏观应变,而扰动项 u~ ′(k)
i ( y)由材料中

的增强纤维引起。 根据 Trefftz 概念的定义,LEHT
方法针对周期性代表性单元内的 Navier 控制方程

进行求解,进而得到内部扰动位移的表达式[1]为

u~ ′(k)
z = ∑

∞

n =1
a[(ξnH(k)

n1 + ξ-nH(k)
n3 )cos nθ +

(ξnH(k)
n2 + ξ-nH(k)

n4 )sin nθ]

u~ ′(k)
r = F(k)

01 aξ + F(k)
02 αξ-1 +

∑
∞

n =1
∑

4

j =1
aξenj[F(k)

nj cos nθ + sG(k)
nj sin nθ]

u~ ′(k)
θ = ∑

∞

n =1
∑

4

j =1
aβ(k)

nj ξenj[F(k)
nj sin nθ - sG(k)

nj cos nθ]

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(8)
式中:a 表示纤维半径,无量纲径向坐标 ξ = r / a 在

调节方程的条件数方面起着重要作用,H(k)
nj 、F(k)

nj 、
G(k)

nj ( j = 1,2,3,4)是待求的未知系数,特征值 enj分
别为 en1 = n + 1,en2 = n - 1,en3 = - ( n + 1),en4 =
- (n - 1),β(k)

nj 是其对应的特征向量。
根据式(8),以及应变-位移和应力-应变关系,
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可得应力分量的解析表达:

　 　 　

σ~ (k)
zr = 2sG

~ (k)
A ε- zr + sG

~ (k)
A ∑

∞

n = 1
n[(ξn-1H(k)

n1 - ξ -n-1H(k)
n3 )cos nθ + (ξn-1H(k)

n2 - ξ -n-1H(k)
n4 )sin nθ]

σ~ (k)
rr = s(k(k)

T + G(k)
T )ε- rr + s(k(k)

T - G(k)
T )ε- θθ + 2sk(k)

T ν(k)
A ε- zz +

2sk(k)
T F(k)

01 - 2sμ(k)
T F(k)

02 ξ -2 + ∑
∞

n = 1
∑

4

j = 1
sP(k)

nj ξenj-1(F(k)
nj cos nθ + sG(k)

nj sin nθ)

σ~ (k)
rθ = 2sμ(k)

T ε- rθ + ∑
∞

n = 1
∑

4

j = 1
sR(k)

nj ξenj-1(F(k)
nj sin nθ - sG(k)

nj cos nθ)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(9)

其中:P(k)
nj = ( k(k)

T + μ(k)
T ) enj + ( k(k)

T - μ(k)
T ) (1 -

nβ(k)
nj ),R(k)

nj = μ(k)
T [( enj - 1)β(k)

nj - n];另外,kT 和 μT

分别表示平面体积模量和剪切模量。
为了精确满足不完美界面条件,采用了弹簧模

型[21]用于描述纤维基体之间的损伤情况:

　 　

σ~ (m)
zr = σ~ ( f)

zr = sk~ zr[u
~ ′(m)
z - u~ ′( f) z]

σ~ (m)
rr = σ~ ( f)

rr = sk~ rr[u
~ ′(m)
r - u~ ′( f) r]

σ~ (m)
rθ = σ~ ( f)

rθ = sk~ rθ[u
~ ′(m)
θ - u~ ′( f) θ]

ì

î

í

ï
ï

ïï

(10)

式(10)表明由于已经发生破坏,纤维基体之间

的位移并不连续,但是其差值与界面处仍保持连续

的应力分量具有一定的比例关系。 其中 kzr、krr、krθ

分别为弹簧在不同方向上的刚度,大小在零到无穷

之间。 当刚度为无穷大时,式(10)可以退化到完美

界面情况。
最后式(8)、(9)中的未知系数可以通过施加不

完美界面条件(10)和周期性边界条件(6)得到。 对

代表性单元求解后,可以有效还原材料内部的应力

分布情况。 最后通过对晶胞建立均匀化本构模型

式(4),可以得到材料在 Laplace 域内的有效模量。

3　 算例分析

本文所研究的聚合物基复合材料,基体表现出

黏弹性特性,而纤维仍属于弹性范围[5]。 本文首先

研究了玻璃纤维 /环氧树脂基复合材料的宏观有效

模量和微元体内局部响应。 材料的弹性瞬时参数如

表 2 所示。 另外,为了更好地描述基体的黏弹性力

学本构,本文采用由 Maxwell 和 Kelvin 模型串联组

成的四参数流变模型,如图 3 所示,其蠕变柔度可表

示为

S11( t) = 1 / E + 1 / E1·[1 - exp( - E1 / η1·t)] +
t / η2 (11)

拉普拉斯域下的蠕变柔度可表示为

S
~
11(s) =1 / (sE) +1 / (sE1) -1 / (E1(s +E1 / η1)) +

1 / (s2η2) (12)
其中: E1 = 1. 8 GPa, η1 = 300 GPa·h, η2 =
8 000 GPa·h[1]。

表 2　 玻璃纤维 /环氧树脂基的材料弹性参数[14]

Tab. 2　 Elastic response of the glass / epoxy material system[14]

材料 E / GPa ν

玻璃纤维 68. 77 0. 21

环氧树脂基体 3. 27 0. 38

图 3　 描述黏弹性基体的四参数模型

Fig. 3　 Four-parameter model of viscoelastic matrix

3. 1　 宏观模量预测

如图 4 所示,本节首先给出了纤维半径为 71 μm、
体积分数为 vf = 0. 3 的复合材料的有效松弛模量。
另外,为了验证界面损伤对材料宏观性能的影响,本
节引入了不同的界面刚度,分别为 k =3 ×1014 MPa / m、
3 × 107 MPa / m、3 MPa / m,分别表示完美黏结、部分

黏结以及完全脱黏。 为了验证本方法的正确性,引
入基于有限体积思想的 FVDAM 模型对完全黏结和

完全破坏的复合材料系统进行验证,并取得了较好

的对比结果。 另外,由图 4 也可以看出界面损伤对

材料的宏观黏弹性特性影响较大。 对于不完美界面

情况,材料的有效松弛模量均小于完美黏结的情况;
当界面完全破坏时,纤维不承担任何荷载,只有基体

承受外力作用,因此有效模量最小。
3. 2　 局部应力分布

此外,本文还给出了代表性单元在宏观荷载作

用下微元体的应力松弛过程。 图 5 还原了微元体在

面内荷载 ε
~ 0
22 = 0. 01 作用下在初始时刻( t = 0 h)和

t = 600 h 的应力分布,并发现在两个时间段的应力

情况有显著的差异。 在玻璃纤维弹性性能不变的条

件下,随着环氧树脂基体模量的松弛,纤维所承受的

应力越来越小,同时界面处的应力集中现象也得到

了有效缓解。 此外,界面处应力集中的位置会随时

间迁移到不同的位置,如图 5 所示。
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图 4　 纤维半径为 71 μm、体积分数为 30%的玻璃纤维增强环氧复合材料的宏观有效模量

Fig. 4　 The relaxation functions of a unidirectional glass / epoxy composite with 71 μm fiber radius and 30% fiber volume fraction

图 5　 不同界面刚度下纤维复合材料晶胞在初始时刻( t =0 h)以及 t =600 h 的应力分量 σ22(y2,y3)(MPa)分布情况

Fig. 5　 The distribution of σ22(y2,y3)(MPa) at the initial moment ( t = 0 h) and t = 600 hours of the unit cell of fiber composite
under different interface stiffness
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4　 结　 论

针对纤维增强复合材料的黏弹性力学行为进行

研究,采用了弹性-黏弹性对应性原理将细观力学模

型转化到 Laplace 域内进行求解,然后将材料的宏 /
细观响应通过 Zakian 反演方法转换回时域内。 同

时为了模拟界面破坏对材料宏 /细观力学性能的影

响,引入了前期开发的考虑界面损伤效应的 LEHT
模型。 该模型的优势在于精确求解代表性晶胞内的

位移和应力表达式,进而可以实现不完美界面在数

学上的精确满足,与 FVDAM 模型对完全黏结和完

全破坏的复合材料系统预测的一致性验证了方法的

正确性。 由于该模型避免了其他数值计算方法中大

规模的网格划分和对时间增量的分步迭代,因此可

以实现材料性能退化的高效预测。 另外,本文不仅

研究了界面效应对材料宏观黏弹性特性退化的影

响,还从细观结构应力重分布解释了宏观模量退化

的影响,为评估具有不完美界面的聚合物基纤维复

合材料的长期性能提供了一种有效的途径。
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