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摘　 要: 为降低实际应用中由强未知干扰和仪器故障对观测造成的影响,减轻随机和未建模干扰对系统的侵蚀,从而提升系

统在非高斯噪声环境下的状态估计精度,提高滤波器的鲁棒性能,提出了一种基于高斯 - 重尾切换分布的鲁棒卡尔曼滤波器

(Gaussian-heavy-tailed switching distribution based robust Kalman filter,GHTSRKF)。 首先,通过自适应学习高斯分布和一种重尾

分布之间的切换概率将噪声建模为 GHTS(Gaussian-heavy-tailed switching)分布,所设计的 GHTS 分布可以通过在线调整高斯

分布和新的重尾分布之间的切换概率来对非平稳重尾噪声进行建模,具有虚拟协方差的高斯分布用于处理协方差矩阵不准

确的高斯噪声。 其次,引入两个分别服从 Categorical 分布与伯努利分布的辅助参数将 GHTS 分布表示为一个分层高斯形式,
进一步利用变分贝叶斯方法推导了 GHTSRKF。 最后,利用一个仿真场景对几种不同的 RKFs( robust Kalman filters)进行了对

比验证。 结果表明,所提出的 GHTSRKF 算法的估计精度对初始状态的选取不敏感,精度优于其他 RKFs,它的 RMSEs 最接近

噪声信息准确的 KFTNC(KF with true noise covariances)的 RMSEs( root mean square errors),且当系统与量测噪声是未知时变高

斯噪声时,相比于现有的滤波器,GHTSRKF 具有更好的估计性能,从而验证了 GHTSRKF 的有效性。
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Abstract: To mitigate the influence of strong unknown disturbances and instrument faults on observations in
practical applications, and to alleviate the degradation caused by random and unmodeled interferences on the
system, so as to improve the state estimation accuracy of the system in non-Gaussian noise environment and the
robustness of the filter, a Gaussian-heavy-tailed switching distribution based robust Kalman filter (GHTSRKF) is
proposed. Firstly, the noises are modeled as a GHTS(Gaussian-heavy-tailed switching) distribution by adaptively
learning the switching probability between the Gaussian distribution and the newly designed heavy-tailed
distribution. The designed GHTS distribution can model non-stationary heavy tail noise by adjusting the switching
probability between the Gaussian distribution and the new heavy-tailed distribution online. The Gaussian
distribution with a virtual covariance is used to deal with Gaussian noise with inaccurate covariance matrix.
Secondly, two auxiliary parameters following the category distribution and the Bernoulli distribution are introduced
to express the GHTS distribution as a hierarchical Gaussian form. Furthermore, the GHTSRKF is derived by
utilizing the variational Bayesian method. Finally, a simulation scenario is used to compare and verify several
different robust Kalman filters (RKFs). The results show that the accuracy of the proposed GHTSRKF algorithm is
insensitive to the selection of initial state and exhibits higher estimation accuracy compared to other RKFs. Its root
mean square errors(RMSEs) are closest to those of KF with true noise covariances(KFTNC) with accurate noise
information. Compared with existing filters, GHTSRKF has better estimation performance when the system and
measurement noise are unknown time-varying Gaussian noise, thus verifying the effectiveness of GHTSRKF.
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　 　 在组合导航、目标跟踪、飞行器姿态控制、故障

诊断等众多工程领域中,系统的状态估计是关键问

题。 在状态估计方法中,卡尔曼滤波器 ( Kalman
filter,KF)因其简洁性、高效性与最优性被广泛应用

于上述领域[1 - 6]。 但是,在实际应用中,观测常常受

到强未知干扰和仪器故障的影响,系统本身也会受

到随机和未建模干扰的侵蚀,这些都容易造成未知

异常值的出现。 这种情况下,过程与量测噪声往往

是非高斯重尾分布,这违背了 KF 的噪声是精确高斯

的假设,从而破坏了滤波器的准确性和可靠性[7 - 10]。
对于这一问题,许多优秀的研究者已经提出了很多鲁

棒卡尔曼滤波器(robust Kalman filters,RKFs)。
虽然 Huber-RKFs[11 - 12] 和最大 /最小相关熵准

则 RKFs[13 - 15]可以在一定程度上降低重尾噪声的负

面影响,但由于没有充分利用该噪声固有的重尾特

性与不能适用于复杂的噪声环境限制了它们的性

能。 针对这一问题, 学生 t KF ( Student’ s t KF,
STKF) [16]和鲁棒学生 t KF( robust Student’ s t KF,
RSTKF) [17]先后被提出,其中状态后验的概率密度

函数 (probability density function, PDF)被建模为学

生 t 分布,并通过变分贝叶斯 (variational Bayesian,
VB)推理估计状态和噪声统计量。 为进一步提高滤

波器的鲁棒性能,基于野值鲁棒学生 t KF( outlier-
robust Student’ s t KF,ORSTKF) [18] 和基于重尾混合

分布的RKF(heavy-tailed mixture RKF,HTMRKF)[19]被

设计。 虽然上述提到的 RKFs 在平稳重尾噪声环境

中表现良好,但是如果存在由动态异常值引起的非

平稳重尾过程和测量噪声,即噪声有时是高斯噪声,
有时是不同类型的重尾分布,上述 RKFs 的性能会

下降。 例如在自主水下航行器协同定位中,由于传

感器的离群值、声通道的多径效应以及水下环境的

变化,实际状态和测量噪声可能是非平稳非高斯分

布的[20]。 还有在无人潜航器的惯性导航 /多普勒组

合导航实际实验中,也出现了类似的噪声环境[21]。
因此在设计鲁棒滤波器时需考虑这样的噪声环境。

考虑到上述问题,一种新的高斯 -学生 t 混合分

布(Gaussian-student’s t mixture distribution,GSTM)[22]

被构造以建模非平稳重尾噪声, 该算法通过自适应

学习高斯分布和学生 t 分布之间的混合概率来适应

噪声的非平稳性。 并通过引入伯努利随机变量,将
所提出的 GSTM 分布表示为分层高斯形式,并在此

基础上构造了新的分层线性高斯状态空间模型以推

导一种新的基于 GSTM 分布的 RKF(GSTMRKF),其中

状态向量、辅助随机变量、伯努利随机变量和混合概

率用 VB 方法联合推导。 仿真结果表明,在非平稳

重尾噪声情况下,该滤波器比现有的标准 KF 和

ORSTKF 具有更好的估计精度。 这是由于混合参数

克服了自由度参数自适应的困难,能更好地模拟非

平稳重尾分布噪声。 然而该滤波器的噪声尺度矩阵

必须是预先已知的。 在文献[22]工作的基础上,基
于两种高斯分布混合(mixture of two Gaussian distr-
bution)的 RKF(M2GRKF) [23]被提出。 但实际上,由
于不同类型的异常值随机出现,非平稳重尾噪声的

特征是难以描述的,这使得上述 RKFs 很难预先选

择尺度矩阵和利用单个伽马分布的粗略先验信息来

近似重尾特征。
本文以应对上述难题为目标,提出了一种基于

高斯 -重尾切换分布的鲁棒卡尔曼滤波器(Gaussian-
heavy-tailed switching distribution based robust Kalman
filter,GHTSRKF)。 所设计的 GHTS 分布可以通过

在线调整高斯分布和新的重尾分布之间的切换概率

来对非平稳重尾噪声进行建模。 具有虚拟协方差的

高斯分布用于处理协方差矩阵不准确的高斯噪声。
重尾分布由高斯分布和混合伽马分布构成,前者利

用一个尺度参数来描述重尾噪声;后者可以根据精

确先验对尺度参数进行建模,所使用的精确先验是

通过自适应学习混合概率向量从一组粗略的先验信

息中提取的。 本文首先 建立一种新的 GHTS 分布

对实际情况可能出现的非平稳重尾噪声进行建模。
其次引入两个分别满足分类分布和伯努利分布的随

机变量将 GHTS 分布 PDF 转换为分层高斯形式以

便于算法的进一步推导。 最后利用 VB 方法推导出

GHTSRKF,该滤波器中一步预测和测量似然 PDFs
被建模为 GHTS 分布,并采用固定点迭代联合估计

状态和模型参数。

1　 问题描述

离散时间状态空间模型如下:
xt = Ft - 1xt - 1 +ωt - 1

zt =Ht xt + υt
{ (1)

式中:xt∈Rnx、zt∈Rmz分别为状态向量与量测向量,
Ft - 1、Ht 分别为状态转移矩阵与量测矩阵,ωt - 1、υt

分别为系统与量测噪声向量,且协方差矩阵分别为

Qt - 1与Rt,同时,假设状态与两种噪声相互独立。
KF 可以根据给定的状态空间模型与量测 z1∶ t估

计出系统状态xt。 在卡尔曼理论中,当状态空间模

型是线性的且系统与量测噪声是准确已知的高斯分

布时,KF 的估计是最优的。 然而实际情况中,系统

本身与观测传感器由于变化的环境和自身的原因,
过程与量测中会出现未知的动态野值,导致系统的

过程和测量噪声是非平稳重尾分布,这违背了卡尔

曼理论中精确高斯分布的假设,严重影响到了滤波

的估计精度和可靠性。
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考虑到上述现实问题,本文以降低 KF 对精确

先验噪声统计的依赖,并改善在复杂噪声,如重尾噪

声、非平稳重尾噪声等环境下的状态估计性能为目

标,研究一种应用更广、性能更好的鲁棒滤波器。

2　 高斯 - 重尾切换分布(GHTS)
本文首先引入了一种新的重尾分布,也称为高

斯 - 混合伽马(Gaussian-mixing Gamma,GMG)分布

以建模重尾噪声[10]。 基于混合概率向量 ξ 的服从

GMG 分布的随机向量 y 的 PDF 表示为

　 p(y | ξ) = N(y;λ,Λ / κ)∑
M

m = 1
ξmG(κ;em,fm) (2)

式中:N(·;λ,Λ)表示均值为 λ 和协方差矩阵为 Λ
的高斯分布,G(·;e, f)表示形状参数为 e 和速率

参数为 f 的伽马分布,κ 为尺度参数,ξm 为第 m 个伽

马分布的混合系数,M 为伽马分布的数量,ξ = [ ξ1,

ξ2,…,ξM]为混合概率向量且∑
M

m = 1
ξm = 1 被用于产生

不同的伽马分布的混合来建模不同情况的重尾噪声。
文献[24]考虑了贝叶斯框架下高斯混合分布

的标准共轭先验,利用狄利克雷分布对混合系数进

行建模。 基于该方法,本文假定混合概率向量 ξ 服

从如下狄雷克利分布:
p(ξ) = Dir(ξ;w,m) (3)

式中,向量 w = [w1,w2,…,wm]且 wm > 0 是狄利克

雷分布的集中参数。
本文假设变量 ξm 的期望为 w- m = E[ ξm],并利

用式(2)、(3)可以将 GMG 分布表示为

p(y) = ∫p(y | ξ)p(ξ)dξ =

N(y;λ,Λ / κ)∑
M

m = 1
w- mG(κ;em, fm) (4)

为准确描述非平稳重尾噪声,设计了一种新的

GHTS 分布。 服从该分布的随机向量 y 的 PDF 为

p(y | μ) = μN(y;λ,Λ) +
(1 - μ)GMG(y,λ,Λ,e, f) (5)

文献[10]设计了贝叶斯框架下实现了两种不

同噪声分布之间的切换,并利用贝塔分布建模两种

分布之间的切换概率。 基于该结果,本文的切换概

率 μ 也服从以下贝塔分布:
p(μ) = B(μ;v,1 - v) (6)

式中:B(·;v,1 - v)为形状参数为 v∈[0,1]的贝塔

分布,v 为先验切换概率,则 v = E[μ]。
根据式(5)、(6), GHTS 的 PDF 表示为

p(y) = ∫p(y | μ)p(μ)dμ = vN(y;λ,Λ) +

(1 - v)GMG(y,λ,Λ,e, f) (7)

引入一个伯努利参数 ζ 和一个服从分类分布的

向量 ρ = [ρ1, ρ2,…, ρM],将GHTS 分布的 PDF 表示为

p(y) = ∑
1

ζ = 0
∫∫∫∫+∞

0
[N(y;λ,Λ)] ζ ×

[N(y;λ,Λ / κ)] (1-ζ) × ∏
M

m = 1
[G(κ;em, fm)] ρm ×

p(ζ | μ)p(μ)p(ρ | ξ)p(ξ)dζdκdμdξ,ζ ∈ {0,1}
(8)

其中 ζ、 ρ 的 PDFs 为
p(ζ | μ) = Bern(ζ;μ) = μζ(1 - μ) 1 - ζ

p(ρ | ξ) = Cat(ρ;ξ,M){
式中:Bern(·)为伯努利分布,Cat(·)为 Categorical
分布。 式(8)中的混合概率向量 ξ 和切换概率 μ 已

经在式(3)和式(5)中被假设为狄利克雷和贝塔分布。
由于先验噪声统计不准确与野值干扰使得尺度

矩阵 Λ 不太准确,假设其服从[23]:
p(Λ) = IW(Λ;V,σ) (9)

式中 IW(·;V,σ)为逆尺度矩阵 V 和自由度参数 σ
的逆威沙特分布。

利用式(3) ~式(9)可将 GHTS 分布表示为

p(y | ζ,κ,Λ) = [N(y;λ,Λ)] ζ[N(y;λ,Λ / κ)] (1-ζ)

p(κ | ρ) = ∏
M

m = 1
[G(κ;em, fm)] ρm

p(ζ | μ) = Bern(ζ;μ)
p(ρ | ξ) = Cat(η;ξ,M)
p(ξ) = Dir(ξ;w,M)
p(μ) = B(μ;v,1 - v)
p(Λ) = IW(Λ;V,σ)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(10)
接下来,基于式(10)和 VB 方法将推导出一种

新的 GHTSRKF。
注 1　 针对实际工程领域中可能因传感器故

障、环境干扰等造成的野值引发的重尾噪声情形,文
献[17 - 18]中的高斯伽马分布 /学生 t 被广泛用于

建模该类型噪声。 进一步,为了更精确地建模该类

型噪声,文献[10]中设计了一种高斯 - 混合伽马分

布,即式(2)中的 GMG 分布来应对复杂的重尾噪

声。 它是基于多个不同参数的伽马分布的一组粗糙

先验得到的精确先验来描述噪声尺度参数。 因此本

文利用 GMG 分布来描述重尾噪声。 但考虑到 GMG
分布在无异常值情况下的性能受限,本文开发了如

式(7)所示的 GHTS 分布,这可以扩展 GMG 的应用

范围,提高其适用性与估计性能。
注 2　 在文献[23]中,设计了一种基于两个高

斯分布混合的鲁棒滤波器,本文的 GHTS 分布与其

相似。 但相比于文献[23]中的 M2G 分布,在系统
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噪声与量测噪声是未知重尾分布时,GHTS 分布中

的混合伽马分布的设计能够预先提供一组粗略先验

信息,并通过混合概率向量的自适应学习提取出一

个准确的先验,这使得提出的滤波器能够对不同的

重尾噪声进行更加准确描述,鲁棒性也更强。 而

M2G 分布中只能有一个协方差较大的高斯分布以

应对重尾噪声,因此在应对重尾分布噪声时其性能

略差于 GHTS 分布。 这将在仿真中进一步验证。
注 3　 在式(2)中,由于混合伽马分布中元素的

数量直接决定了 GHTS 分布的性能,其选择应慎重。
当 M 较小时,由于缺乏足够的先验噪声信息,滤波

器的估计精度较差。 随着 M 的增加,滤波器的估计

精度会提高,而学习的参数越多,算法的计算量就越

大。 但是,如果 M 过大,对估计结果的影响将非常

有限,甚至一个或多个混合元会陷入过拟合,这将大

大降低估计的精度。 而且,较大的 M 也会导致较大

的计算复杂度,不利于算法的实时性估计。 综上所

述,在实际应用中,为了平衡估计精度和计算效率,
混合数量 M 的设置应灵活适度。

3　 基于 GHTS 分布的鲁棒卡尔曼滤波
器(GHTSRKF)

3. 1　 分层高斯状态空间模型

对于式(1)所示的状态空间模型,当过程与量

测噪声是非平稳重尾噪声时,本文将一步预测与量

测似然 PDFs 建模为 GHTS 分布:

p(xt | z1:t-1) = ∑
1

yt =0
∫∫∫∫∫+∞

0
[N(xt;x

^
t| t-1,Σ t)]yt × [N(xt;x

^
t| t-1,Σ t / σt)]1-yt∏

I

i =1
[G(σt;a0,i,b0,i)]εt,i ×

Bern(yt;δt)B(δt;k0,1 - k0)Cat(εt;θt,I) × Dir(θt;et| t-1,I)IW(Σ t;st| t-1,St| t-1)dytdσtdδtdθtdΣ t

p(zt | xt) = ∑
1

tk =0
∫∫∫∫∫+∞

0
[N(zt;Htxt,Rt)] rt × [N(zt;Htxt,Rt / πt)]1-rt∏

L

l =1
[G(πt;c0,l,d0,l)]ηt,l ×

Bern(rt;λt)B(λt;h0,1 - h0) × Cat(ηt;τt,L) × Dir(τt;gt| t-1,L)IW(Rt;ut| t-1,Ut| t-1)drtdπtdλtdτtdRt

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(11)

式中:yt、rt 为伯努利变量,σt、πt 为尺度参数,εt、ηt

为分类分布向量,δt、λ t 为切换概率, θt、τt 为混合概

率向量,Σ t、Rt 为尺度矩阵,I、L 为伽马分布的数量。

均值向量x^ t | t - 1为

x^ t | t - 1 = Ft x
^
t - 1 | t - 1 (12)

先验集中参数向量et | t - 1、gt | t - 1,先验自由度参

数 st | t - 1、ut | t - 1,先验逆尺度矩阵St | t - 1、Ut | t - 1分别为

et | t - 1 = ρe^ t - 1 | t - 1

gt | t - 1 = ρg^ t - 1 | t - 1

st | t - 1 =mt

St | t - 1 =mtP
~
t | t - 1

ut | t - 1 = ρu^ t - 1 | t - 1

Ut | t - 1 = ρU
^
t - 1 | t - 1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(13)

式中:ρ∈(0,1]为遗忘因子,mt 为调节参数,这两个

参数的作用将在后面分析,P
~
t | t - 1为虚拟预测误差协

方差,由下式可得

P
~
t | t - 1 = Ft P t - 1 | t - 1FT

t +Q
~
t - 1 (14)

式中Q
~
t - 1为预选的虚拟系统噪声协方差。

根据式(10)、(11),一步预测与量测似然 PDFs
的分层高斯形式可以分别表示为

p(xt | z1:t-1,yt,εt) = [N(xt;x
^
t| t-1,Σt)]yt[N(xt;x

^
t| t-1,Σt / σt)]1-yt ×

∏
I

i =1
[G(σt;a0,i,b0,i)]εt,i

p(Σ t) = IW(Σ t;st| t-1,St| t-1)
p(yt | δt) = Bern(yt;δt),p(δt) = B(δt;k0,1 - k0)
p(εt | θt) = Cat(εt;θt,I),p(θt) = Dir(θt;e

^
t| t-1,I)

p(zt | xt,rt,ηt) = [N(zt;Ht xt,Rt)]rt[N(zt;Ht xt,Rt / πt)]1-rt ×

∏
L

l =1
[G(πt;c0,l,d0,l)]ηt,l

p(Rt) = IW(Rt;ut| t-1,Ut| t-1)
p(rt | λt) = Bern(rt;λt),p(λt) = B(λt;h0,1 - h0)
p(ηt | τt) = Cat(ηt;τt,L),p(τt) = Dir(τt;g

^
t| t-1,L)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(15)
式(12) ~式(15)构成了一个分层高斯状态空

间模型, 其模型如图 1 所示。 然后,进一步利用 VB
方法推导出 GHTSRKF。

图 1　 基于 GHTS 分布的分层高斯状态空间模型
Fig. 1 　 Graphical model for hierarchical Gaussian state-space

model based on GHTS distribution
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3. 2　 后验 PDFs 的联合 VB 推理

正如式(15)所示,由于模型参数与状态向量之

间存在相互耦合关系,通过解析的方式获取状态向

量的后验估计是很麻烦的。 因此为了估计变量集合

Θ,本文利用 VB 方法通过最小化 Kullback-Leibler
发散代价函数实现对真实联合后验 PDFp(Θ | z1:k)
的最优近似[25]。 使用的近似后验 PDFq(Δ)满足:

log q(Δ) = EΘ - (Δ)[log p(Θ,z1:t)] + cΔ (16)
式中:E[·]为期望计算,变量集合 Θ = {xt,σt,πt,
yt,rt,δt,λ t,εt,ηt,θt,τt,Σ t,Rt},Θ( - Δ) 为 Θ 的一个

子集,其满足{Δ}∪Θ( - Δ) = Θ,cΔ 为独立于 Δ 的

常数。
考虑到式(15)中变分参数之间的耦合,本文采

用固定点迭代法对式 (16) 进行迭代求解以计算

q(Δ)。 在( j + 1) 次更新时,利用 q( j) (Θ( - Δ) ) 将

q(Δ)更新为 q( j + 1) (Δ)。 根据贝叶斯理论,真实联

合 PDF 分解为

p(Θ,z1:t) = p(z1:t -1)p(xt |z1:t -1,yt,εt)p(zt |xt,rt,ηt) ×
p(yt |δt)p(rt |λt)p(δt)p(λt)p(εt |θt)p(ηt |τt)p(θt) ×

p(τt)p(Σ t)p(Rt) (17)
对式(17)进行对数运算可得

log p(Θ,z1:t) = - 0.5yt[log | Σ t | - (xt - x^ t| t-1)TΣ -1
t (xt - x^ t| t-1)] +

0.5(1 - yt)[nx log σt - log | Σt | - σt(xt - x^ t| t-1)TΣ -1
t (xt - x^ t| t-1)] +

∑
I

i =1
[(a0,i - 1)log σt - b0,iσt]εt,i +∑

I

i =1
(εt,i + e^ t| t-1,i - 1)log θt,i +

yt log δt + (1 - yt)log(1 - δt) + (k0 - 1)log δt - k0 log(1 - δt) -
0.5(st| t-1 + 1)log | Σ t | - 0.5tr(St| t-1Σ -1

t ) - 0.5rt[log | Rt | -
(zt - Ht xt)T R-1

t (zt - Ht xt)] + 0.5(1 - rt)[nz log πt - log | Rt | -

πt(zt - Ht xt)T R-1
t (zt - Ht xt)] +∑

L

l =1
[(c0,l - 1)log πt -

d0,lπt]ηt,l +∑
L

l =1
(ηt,l +g

^
t| t-1,l -1)log τt,l + rt log λt +(1 - rt)log(1 -λt) +

(h0 -1)log λt - h0log(1 - λt) -0.5(ut| t-1 +1)log | Rt | -0.5tr(Ut| t-1 R-1
t )

(18)
本文利用固定点迭代法对系统状态与模型参数

的近似后验 q(Δ)进行迭代求解[25]。
命题 1　 该命题是在噪声尺度参数、切换概率

等未知参数与噪声协方差矩阵{σt,πt,yt,rt,δt,λ t,
εt,ηt,θt,τt,Σ t,Rt}保持不变的情况下实现状态 xt

的后验估计,即在 Δ = xt 的同时将式 (17) 代入

式(16),然后近似后验 PDF q( j + 1) (xt)可以被迭代

更新为以下高斯分布:
q( j + 1)(xt) = N(xt;x

^ ( j + 1)
t | t ,P( j + 1)

t | t ) (19)

式中,后验状态向量x^ ( j + 1)
t | t 和后验协方差P( j + 1)

t | t 由标

准 KF 的量测更新得到:

K( j + 1)
t = P

^ ( j + 1)
t | t - 1 HT

t (Ht P t | t - 1HT
t + R

^ ( j + 1)
t ) - 1

x^ ( j + 1)
t | t = x^ t | t - 1 + K( j + 1)

t (zt -Ht x
^
t | t - 1)

P( j + 1)
t | t = (In - K( j + 1)

t Hk)P
^ ( j + 1)
t | t - 1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(20)

式中,估计的状态预测误差协方差P
^ ( j + 1)
t | t - 1 和量测噪声

协方差R
^ ( j + 1)
t 分别为

　
P
^ ( j + 1)
t | t - 1 =

{E( j)[Σ - 1
t ]} - 1

(1 - E( j)[yt])E( j)[σt] + E( j)[yt]

R
^ ( j + 1)
t =

{E( j)[R - 1
t ]} - 1

(1 - E( j)[ rt])E( j)[πt] + E( j)[ rt]

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(21)

推导 1　 将式(16)代入式(18)有
log q( j + 1)(xt) = - 0. 5{E( j)[yt] +

(1 - E( j)[yt])E( j)[σt]} ×

(xt - x^ t | t - 1) TΣ - 1
t (xt - x^ t | t - 1) -

0. 5{E( j)[ rt] + (1 - E( j)[ rt]) ×
E( j)[πt]}(zt -Ht xt) T R - 1

t (zt -Ht xt) + cxt
(22)

由贝叶斯理论可以得到命题 1 中式 (19) ~
式(21)。

命题 2　 该命题是在状态向量、伯努利参数等

未知参数与噪声协方差矩阵{xt,yt,rt,δt,λ t,εt,ηt,
θt,τt,Σ t,Rt}保持不变的情况下实现噪声尺度参数

σt 和 πt 的变分近似估计,分别使 Δ = σt 和 Δ = πt

并将 式 ( 17 ) 代 入 式 ( 16 ), 然 后 近 似 后 验

PDFs q( j + 1)(σt)和 q( j + 1) (πt)可以被迭代更新为以

下伽马分布:
q( j + 1)(σt) = G(σt;α

^ ( j + 1)
1,t ,α^ ( j + 1)

2,t )

q( j + 1)(πt) = G(πt;β
^ ( j + 1)
1,t ,β

^ ( j + 1)
2,t ){ (23)

式中估计的形状参数 α^ ( j + 1)
1,t 、β

^ ( j + 1)
1,t 和估计的速率参

数 α^ ( j + 1)
2,t 、β

^ ( j + 1)
2,t 分别表示为

α
^ ( j + 1)
1,t = 0. 5nx(1 - E( j) [yt]) + E( j) [εt]aT

0

α^ ( j + 1)
2,t = 0. 5(1 - E( j) [yt])tr(Ψ( j + 1)

t E( j) [Σ - 1
t ]) + E( j) [εt]bT0

β
^ ( j + 1)
1,t = 0. 5nz(1 - E( j) [ rt]) + E( j) [ηt]cT0

β
^ ( j + 1)
2,t = 0. 5(1 - E( j) [ rt])tr(Ξ( j + 1)

t E( j) [R - 1
t ]) + E( j) [ηt]dT

0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(24)
辅助矩阵 Ψ( j + 1)

t 、Ξ( j + 1)
t 分别为

Ψ( j + 1)
t = E( j + 1)[(xt - Ft xt - 1)(xt - Ft xt - 1) T]

Ξ( j + 1)
t = E( j + 1)[(zt -Ht xt)(zt -Ht xt) T]{

(25)
推导 2　 将式(16)代入式(18)有
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log q(j +1)(σt) =(0.5nx(1 -E(j)[yt]) +E(j)[εt]aT0 -1) ×

log σt -0.5(1 -E(j)[yt])tr(Ψ(j +1)
t E(j)[Σ -1

t ]) +

E(j)[εt]bT0σt + cσt
=(α^ (j +1)1,t -1)log σt -α

^ (j +1)
2,t σt + cσt

log q(j +1)(πt) =(0.5nz(1 -E(j)[rt]) +E(j)[ηt]cT0 -1) ×

log πt -0.5(1 -E(j)[rt])tr(Ξ(j +1)
t E(j)[R -1

t ]) +

E(j)[ηt]dT0πt + cπt
=(β

^ (j +1)
1,t -1)log πt -β

^ (j +1)
2,t πt + cπt

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(26)
对式(26)两边进行对数操作,并由伽马分布的

定义可以得到命题 2 中的式(23) ~式(25)。
命题 3　 该命题是在状态向量、噪声尺度参数

等未知参数与噪声协方差矩阵{xt,σt,πt,δt,λ t,εt,
ηt,θt,τt,Σ t,Rt}保持不变的情况下实现伯努利参数

yt 和 rt 的变分近似估计,分别使 Δ = yt 和 Δ = rt 并
将式(17)代入式(16),近似后验 PDFs q( j + 1) (yt)和
q( j + 1)( rt)可以迭代更新为

q( j + 1)(yt) = (φ^ t) yt(1 - φ^ t) 1 - yt

q( j + 1)( rt) = (ζ
^
t) rt(1 - ζ

^
t) 1 - rt{ (27)

其中 φ^ t、ζ
^
t 分别为估计的切换概率,可以表示为

φ^ t =
φ( j + 1)

1,t

φ( j + 1)
1,t + φ( j + 1)

2,t

ζ
^
t =

ϑ( j + 1)
1,t

ϑ( j + 1)
1,t + ϑ( j + 1)

2,t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

中间参数分别由以下方程计算:
φ(j +1)

1,t = exp{E(j)[log δt] -0.5tr(Ψ(j +1)
t E(j)[Σ -1

t ])}

φ(j +1)
2,t = exp{E(j)[log(1 - δt)] -0.5nxE(j +1)[log σt] -

0.5E(j +1)[σt]tr(Ψ(j +1)
t E(j)[Σ -1

t ])

ϑ(j +1)
1,t = exp{E(j)[log λt] -0.5tr(Ξ(j +1)

t E(j)[R -1
t ])}

ϑ(j +1)
2,t = exp{E(j)[log(1 -λt)] -0.5nzE(j +1)[log πt] -

0.5E(j +1)[πt]tr(Ξ(j +1)
t E(j)[R -1

t ])

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(28)
推导 3　 将式(16)代入式(18)有

log q(j +1) (yt) = yt{E(j) [log δt] -0.5tr(Ψ(j +1)
t E(j) [Σ -1

t ])} +

(1 - yt){E(j) [log(1 - δt)] -0.5nxE(j +1) [log σt] -

0.5E(j +1) [σt]tr(Ψ(j +1)
t E(j) [Σ -1

t ])} + cyt =

yt log φ(j +1)
1,t + (1 - yt)log φ(j +1)

2,t + cyt
log q(j +1) (rt) = rt{E(j) [log λt] -0.5tr(Ξ(j +1)

t E(j) [R -1
t ])} +

(1 - rt){E(j) [log(1 -λt)] -0.5nzE(j +1) [log πt] -

0.5E(j +1) [πt]tr(Ξ(j +1)
t E(j) [R -1

t ])} + crt =

rt log ϑ(j +1)
1,t + (1 - rt)log ϑ(j +1)

2,t + crt

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(29)
对式(29)两边进行对数操作,并根据伯努利分

布的定义可以得到命题 3 中的式(27)、(28)。
命题 4　 该命题是在状态向量、噪声尺度参数

等未知参数与噪声协方差矩阵{xt,σt,πt,yt,rt,εt,
ηt,θt,τt,Σ t,Rt}保持不变的情况下实现切换概率 δt
和 λ t 的变分近似估计,分别使 Δ = δt 和 Δ = λ t 并将

式(17)代入式(16),然后近似后验 PDFs q( j + 1) ( δt)
和 q( j + 1)(λ t)可以被迭代更新为以下贝塔分布:

q( j + 1)(δt) = B(δt;k
^ ( j + 1)
1,t ,k

^ ( j + 1)
2,t )

q( j + 1)(λ t) = B(λ t;h
^ ( j + 1)
1,t ,h

^ ( j + 1)
2,t ){ (30)

其中形状参数 k
^ ( j + 1)
1,t 、k

^ ( j + 1)
2,t 、h

^ ( j + 1)
1,t 、h

^ ( j + 1)
2,t 分别为

k
^ ( j + 1)
1,t = k0 + E( j + 1)[yt]

k
^ ( j + 1)
2,t = 2 - E( j + 1)[yt] - k0

h
^ ( j + 1)
1,t = h0 + E( j + 1)[ rt]

h
^ ( j + 1)
2,t = 2 - E( j + 1)[ rt] - h0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

推导 4　 将式(16)代入式(18)有
log q( j + 1)(δt) = (k0 + E( j + 1)[yt] - 1)log δt +

(1 - E( j + 1)[yt] - k0)log(1 - δt) + cδt =

(k
^ ( j + 1)
1,t - 1)log δt + (k

^ ( j + 1)
2,t - 1)log(1 - δt) +

cδt log q( j + 1)(λ t) = (h0 + E( j + 1)[ rt] - 1)log λ t +
(1 - E( j + 1)[ rt] - h0)log(1 - λ t) + cλt =

(h
^ ( j + 1)
1,t - 1)log λ t + (h

^ ( j + 1)
2,t - 1)log(1 - λ t) + cλt

(31)
对式(31)的两边进行对数操作,并根据贝塔分

布的定义可以得到命题 4 中的式(30)。
命题 5　 该命题是在状态向量、噪声尺度参数

等未知参数与噪声协方差矩阵{xt,σt,πt,yt,rt,δt,
λ t,θt,τt,Σ t,Rt}保持不变的情况下实现分类分布参

数εt 和ηt 的变分近似估计,分别使 Δ = εt 和 Δ = ηt

并将式(17)代入式(16),然后近似后验 PDFs q(j +1)(εt)
与 q( j +1)(ηt)可以被迭代更新为以下分类分布:

q( j + 1)(εt) = Cat(εt;ω
^ ( j + 1)
t ,I)

q( j + 1)(ηt) = Cat(ηt;􀅼
^ ( j + 1)

t ,L){ (32)

其中混合概率向量ω^ ( j + 1)
t 、􀅼^ ( j + 1)

t 分别为

ω^ ( j +1)
t = ω( j +1)

t /∑
I

i = 1
ω( j +1)

t,i

􀅼^ ( j +1)
t = 􀅼( j +1)

t /∑
L

l = 1
􀅼( j +1)

t,l

ì

î

í

ïï

ïï

辅助参数向量 ω( j + 1)
t,i 与 􀅼( j + 1)

t,l 分别为

ω( j + 1)
t,i = exp{(a0,i - 1)E( j + 1)[log σt] -

b0,iE( j + 1)[σt] + E( j)[log θt,i]}

􀅼( j + 1)
t,l = exp{(c0,l - 1)E( j + 1)[log πt] -

d0,lE( j + 1)[πt] + E( j)[log τt,l]}

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(33)
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推导 5　 将式(16)代入式(18)有

log q(j +1)(εt) = ∑
I

i =1
εt,iexp{(a0,i - 1) × E(j +1)[log σt] -

b0,iE(j +1)[σt] + E(j)[log θt,i]} +

cεt = ∑
I

i =1
εt,iω(j +1)

t,i + cεt

log q(j +1)(ηt) = ∑
L

l =1
ηt,lexp{(c0,l - 1) × E(j +1)[log πt] -

d0,lE(j +1)[πt] + E(j)[log τt,l]} +

cηt = ∑
L

l =1
ηt,l􀅼(j +1)

t,l + cηt

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(34)
对式(34)的两边进行对数操作,并根据分类分

布的定义可以得到命题 5 中的式(32)、(33)。
命题 6　 该命题是在状态向量、噪声尺度参数

等未知参数与噪声协方差矩阵 Θ = { xt,σt,πt,yt,
rt,δt,λ t,εt,ηt,Σ t,Rt}保持不变的情况下实现混合

概率向量参数θt 和τt 的变分近似估计,分别使 Δ =
θt 和 Δ = τt 并将式(17)代入式(16),然后近似后验

PDFs q( j + 1)(θt)和 q( j + 1)(τt)可以迭代更新为狄利克

雷分布:
q( j + 1)(θt) = Dir(θt;e

^ ( j + 1)
t | t ,I)

q( j + 1)(τt) = Dir(τt;g
^ ( j + 1)
t | t ,L){ (35)

其中后验集中参数向量e^ ( j + 1)
t | t 、g^ ( j + 1)

t | t 分别为

e^ ( j + 1)
t | t = et | t - 1 + E( j + 1)[εt]

g^ ( j + 1)
t | t = gt | t - 1 + E( j + 1)[ηt]

{
推导 6　 将式(16)代入式(18)有

log q(j +1)(θt) = ∑
I

i =1
(e^ t| t-1,i + E(j +1)[εt,i] - 1)log θt,i + cθt

log q(j +1)(τt) = ∑
L

l =1
(g^ t| t-1,l + E(j +1)[ηt,l] - 1)log τt,l + cτt

ì

î

í

ïï

ïï

(36)
对式(36)两边进行对数操作,并根据狄利克雷

分布的定义可以得到命题 6 中的式(35)。
命题 7　 该命题是在状态向量、噪声尺度参数

等未知参数{xt,σt,πt,yt,rt,δt,λ t,εt,ηt,θt,τt}保持

不变的情况下实现噪声协方差矩阵 Σ t 和Rt 的变分

近似估计,分别使 Δ = Σ t 和 Δ = Rt 并将式(17)代入

式(16),然后近似后验 PDFs q(j +1) (Σ t)和 q(j +1) (Rt)
可以迭代更新为逆威沙特分布:

q( j + 1)(Σ t) = IW(Σ t;s
^ ( j + 1)
t | t ,S

^ ( j + 1)
t | t )

q( j + 1)(Rt) = IW(Rt;u
^ ( j + 1)
t | t ,U

^ ( j + 1)
t | t ){ (37)

其中:后验自由度参数 s^ ( j + 1)
t | t 、u^ ( j + 1)

t | t 以及后验逆尺度

矩阵S
^ ( j + 1)
t | t 、U

^ ( j + 1)
t | t 分别为

s^ ( j + 1)
t | t = st | t - 1 + 1

u^ ( j + 1)
t | t = ut | t - 1 + 1

S
^ ( j + 1)
t | t = St | t - 1 + {(1 - E( j + 1)[yt])E( j + 1)[σt] +

E( j + 1)[yt]}Ψ( j + 1)
t

U
^ ( j + 1)
t | t =Ut | t - 1 + {(1 - E( j + 1)[ rt])E( j + 1)[πt] +

E( j + 1)[ rt]}Ξ( j + 1)
t

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

推导 7　 将式(16)代入式(18)有
log q(j +1) (Σ t) = -0.5(st | t -1 + nx +2)log Σ t -

0.5tr((St | t -1 + {(1 -E(j +1) [yt])E(j +1) [σt] +
E(j +1) [yt]}Ψ(j +1)

t )Σ -1
t ) + cΣ t

= -0.5(s^ (j +1)
t | t +

nx +1)log Σ t -0.5tr(S
^ (j +1)
t | t Σ -1

t ) + cΣ t

log q(j +1) (Rt) = -0.5(ut | t -1 + nz +2)log Rt -
0.5tr((Ut | t -1 + {(1 -E(j +1) [rt])E(j +1) [πt] +

E(j +1) [rt]}Ξ(j +1)
t )R -1

t ) + cRt
= -0.5(u^ (j +1)

t | t +

nz +1)log Rt -0.5tr(U
^ (j +1)
t | t R -1

t ) + cRt

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(38)
对式(38)的两边进行对数操作,并根据逆威沙

特分布的定义可以得到命题 7 中式(37)。
在式(19) ~ 式(37)所示的近似后验 PDF 的迭

代更新中,涉及的模型参数期望可计算为

E( j +1)[σt] = α^ ( j +1)
1,t / α^ ( j +1)

2,t

E( j +1)[πt] = β
^ ( j +1)
1,t / β

^ ( j +1)
2,t

E( j +1)[log σt] = ψ(α^ ( j +1)
1,t ) - log(α^ ( j +1)

2,t )

E( i +1)[yt] = φ^ t

E( i +1)[ rt] = γ^ t

E( j +1)[log πt] = ψ(β
^ ( j +1)
1,t ) - log(β

^ ( j +1)
2,t )

E( j +1)[log δt] = ψ( r^ ( j +1)1,t ) - ψ(2)

E( j +1)[log λ t] = ψ(h
^ ( j +1)
1,t ) - ψ(2)

E( j +1)[log θt,i] = ψ(n^ ( j +1)
t,i ) - ψ ∑

I

i = 1
n^ ( j +1)
t,i( )

E( j +1)[log τt,l] = ψ(g^ ( j +1)
t,l ) - ψ ∑

L

l = 1
g^ ( j +1)
t,l( )

E( j +1)[Σ -1
t ] = s^ ( j +1)t| t (S( j +1)

t| t ) -1

E( j +1)[R -1
t ] = u^ ( j +1)

t| t (U^ ( j +1)
t| t ) -1

E( j +1)[εt] = ω^ ( j +1)
t

E( j +1)[ηt] = 􀅼^ ( j +1)
t

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(39)
根据式(12) ~式(14)中的时间更新与式(19) -

式(39)所示的量测更新给出了如下的 GHTSRKF 的

一次迭代的执行过程,其中算法输入为上一时刻的

·81· 　 　 　 　 　 　 　 　 　 哈　 尔　 滨　 工　 业　 大　 学　 学　 报　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 56 卷　



后验估计结果。
注 4　 在提出的 GHTSRKF 中,其一步状态预测

PDF 和量测似然 PDF 分别建模为式(11)中 GHTS
分布,通过标准高斯分布与重尾分布之间的自适应

切换以适应非平稳重尾状态与量测噪声。 然后对于

两种 PDFs 中的状态向量、噪声协方差矩阵、噪声尺

度参数、伯努利参数等未知参数根据 VB 理论实现

式(16)中变分近似并利用式(19) ~ 式(39)中固定

点迭代方法进行近似估计。 最后得到 GHTSRKF 算

法如下,其通过时间更新与迭代量测更新过程实现

了非高斯噪声条件下的状态估计。
算法:提出的 GHTSRKF
输入:x^ t - 1 | t - 1, P t - 1 | t - 1, zt, u^ t - 1 | t - 1,

U
^
t - 1 | t - 1, e^ t - 1 | t - 1, g^ t - 1 | t - 1

时间更新:
　 　 通过式(12) ~式(14)计算先验参数。
量测更新:
　 　 利用式(39)计算初始参数期望。
　 　 for　 j = 0 :J - 1

由式(21)计算P
^ ( j + 1)
t | t - 1 和R

^ ( j + 1)
t ;

根据式(19)更新 q( j + 1)(xt);
由式(26) ~式(39)更新 q( j + 1)(Σ t)、
q( j + 1)(Rt);

　 　 end
　 　 　 x^ t | t = x^ (J)

t | t ,P t | t = P(J)
t | t ,u

^
t | t = u^ (J)

t | t ,

　 　 　 U
^
t | t =U

^ (J)
t | t ,e

^
t | t = e^ (J)t | t ,g

^
t | t = g^ (J)

t | t

输出:x^ t | t, P t | t, u^ t | t, U
^
t | t, e^ t | t, g^ t | t

3. 3　 对提出的 GHTSRKF 的讨论

首先分析了 GHTSRKF 与现有的滤波器之间的

关联。 当混合伽马分布的数量 I = L = 1 时,混合伽

马分布会退化为单一伽马分布,这时 GHTSRKF 几

乎等同于 M2GRKF[23] 和噪声尺度矩阵未知情况下

的 GSTMRKF[20]的滤波框架。 与此同时,当先验形

状参数 k0 = h0 = 1 时,GHTSRKF 会进一步退化为变

分自适应 KF[25];当 k0 = h0 = 0 时,GHTS-RKF 基本

与现有的 ORSTKF[18] 的形式一样。 从上述分析可

知, 变 分 自 适 应 KF, ORSTKF, GST-MRKF 和

M2GRKF 是本文提出的滤波器的几种特殊形式,这
在一定程度上说明了所提出的滤波器性能更全面。

在文献[22]的 GSTM 分布和文献[23]的 M2G
分布中,单一伽马分布被用来建模尺度参数以近似

重尾噪声的特性,但是动态野值特点是很复杂的,单
一伽马分布所包含先验信息在这样的情况下过于简

单而不能准确的近似重尾特性。 而在 GHTS 分布

中,本文构造的混合伽马分布可以提供一个粗略先

验信息集合并通过自适应学习混合概率向量从该集

合中提取一个准确先验用于建模尺度参数。 因此理

论上,如此的 GHTS 分布可以更准确描述非平稳重

尾噪声,基于该分布的 GHTSRKF 的鲁棒性能将会

更优越。
在一般的应用中,考虑到大概率情况下噪声是

不准确的高斯噪声,因此有 0 < 1 - δt≪δt < 1 和 0 <
1 - λ t≪λ t < 1 且 E[ δt] = k0 和 E[λ t] = h0,所以在

本文中设先验形状参数 k0 = h0 = 0. 85. 对于尺度参

数 0 < σt ≤1 和 0 < πt ≤1,根据式(11)可以得到

p(σt) = ∑
I

i = 1
θt,iσt,i 和 p(πt) = ∑

L

l = 1
τt,lπt,l,且各分量

的期望为 E[σt,i ] = a0,i / b0,i 和 E[πt,l ] = c0,l / d0,l。
本文设初始形状参数向量a0 = c0 = 21 × I初始速率参

数向量b0 = d0 = [10,100,1 000,…,10L] 1 × L。
对式(13)中的调节参数 mt 与遗忘因子 ρ 进行

分析,联立式(13)、(21)、(37)可得

　 　

P
^ ( j + 1)
t | t - 1 =

mt P
~
t | t - 1 / Φ( j + 1)

t +Ψ( j + 1)
t

mt + 1

R
^ ( j + 1)
t =

ρU
^
t - 1 | t - 1R

^
t - 1 / Ω( j + 1)

t +Ξ( j + 1)
k

ρu
^
t - 1 | t - 1 + 1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(40)

式中:P
~
t | t - 1由式(14)得到,R

^
t - 1为 t �1 时刻的估计

量测噪声协方差矩阵。
辅助参数 Φ( j + 1)

t 、Ω( j + 1)
t 分别为

Φ( j + 1)
t = (1 - E( j + 1)[yt])E( j + 1)[σt] + E( j + 1)[yt]

Ω( j + 1)
t = (1 - E( j + 1)[ rt])E( j + 1)[πt] + E( j + 1)[ rt]

{
(41)

由式(40)可知,调节参数 mt 可视为一个用来

平衡 Ψ( j + 1)
t 与自适应校正项P

~
t | t - 1 / Φ( j + 1)

t 的调和权

系数。 调节参数 mt 越大,由粗略预选的系统噪声协

方差引起的先验不确定性就越多;相反当 mt 较小

时,此协方差中固有的经验信息就容易被忽略,该参

数的影响在仿真中会被分析。 同样,遗忘因子 ρ 也

是为了平衡R
^
t - 1 / Ω( j + 1)

t 和 Ξ( j + 1)
k ,考虑到量测噪声

协方差是缓慢变化的,设 ρ = 1 - exp(- 4) [25]。
对于固定点迭代数量 J 的选取需要平衡算法的

估计精度与计算复杂度,该参数对滤波器性能的影

响在仿真中会被讨论。
对于一个动态系统来说,其系统不确定性主要

有两个方面:噪声不确定性(系统与量测噪声)与系

统参数不确定性(未知输入、失配的系统与量测矩

阵)。 本文提出的鲁棒滤波器主要是为降低系统与

量测噪声的不确定所带来的负面影响,没有考虑系

统参数的不确定所带的影响。 受限于时间与现有的
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知识储备,在本文中没有针对系统参数的不确定问

题进行研究,在下一步的研究中,结合本文方法对系

统参数的不确定问题进行深入研究。

4　 仿真与分析

4. 1　 设置

本文使用文献[23]中的仿真实例来验证所提

出的 GHTSRKF 的性能。 该模型采用类似式(1)的
状态空间模型来描述,状态为xt = [ xt,yt,x

·
t,y

·
t]其

中 xt 和 x·t,yt 和 y·t 分别为位置和对应的速度。 状态

转移 矩 阵 Ft =
I2 ΔtI2

02 × 2 I2
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 和 量 测 矩 阵 Ht =

I2 02 × 2[ ],其中 Δt = 1 s,I2 是 2 维单位矩阵。
考虑以下场景验证所提滤波器的性能。
场景 1　 时变高斯噪声为:

wt - 1 ~ N(0,Qt - 1),vt ~ N(0,Rt) (42)
场景 2　 非平稳重尾噪声为

wt -1 ~ q1N(0,Qt -1) + (1 - q1)N(0,100 Qt -1),t∈[201,400]
wt -1 ~ q2N(0,Qt -1) + (1 - q2)N(0,100 Qt -1),t∈[601,800]
wt -1 ~N(0,Qt -1), 其他时间

νt ~ q1N(0,Rt) + (1 - q1)N(0,200 Rt), t∈[201,400]
νt ~ q2N(0,Rt) + (1 - q2)N(0,200 Rt), t∈[601,800]
νt ~N(0,Rt), 其他时间

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(43)
式中:q1 = 0. 85、q2 = 0. 95 分别表示概率,真实的时

变噪声协方差矩阵Qt - 1、Rt 分别为

Qt - 1 = [6. 5 + 0. 5cos(πt / T)] ×

(Δt3 / 3)I2 (Δt2 / 2)I2
(Δt2 / 2)I2 ΔtI2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Rt = [0. 1 + 0. 05cos(πt / T)] ×

100
Δt (Δt2 / 2)

(Δt2 / 2) Δt
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(44)

仿真参数为x^ 0 = [0,0,10,10] T,Q
~

0 = I4,R
~
0 =

100 I2,P0 = 100 I4,T = 1 000。 而且,本文将有不准

确的噪声协方差矩阵的 KF(KFNNC),有准确的噪

声协方差矩阵的 KF(KFTNC),现有的 ORSTKF[18],
HTMRKF[19],GSTMRKF[22] 和 M2GRKF[23] 作为对比

组进行测试。 在提出的 GHTSRKF 中,滤波器参数

设置为 J = 20,I = L = 7, m0 = 4, u0 = 5, U0 = R
~
0。 而

且 对 比 方 法 ORSTKF, HTMRKF, GSTMRKF 和

M2GRKF 中的参数设置分别与文献[18 - 21]中的

设置保持一致。
为了从统计意义上评估不同滤波器的估计性

能,本文将均方根误差 ( root mean square error,
RMSE)和平均均方根误差(average root mean square
error,ARMSE)作为性能指标,分别定义为

RMSEpos
=

∑
m

m = 1
((xm

t - x^ mt ) 2 + (ym
t - y^ mt ) 2)

m
ARMSEpos

=

∑
T

t = 1
∑
m

m = 1
((xm

t - x^ mt ) 2 + (ym
t - y^ mt ) 2)

mT

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(45)

式中:RMSEpos
、ARMSEpos

分别为位置的均方根误差和平

均均方根误差(其中 RMSE、ARMSE分别为均方根误差

和平均均方根误差,pos 为位置),(xm
t ,ym

t )、(x
^ m
t ,y

^ m
t )

分别为在第 m 次蒙特卡洛仿真时的真实位置与估

计位置,蒙特卡洛仿真次数为 1 000;由位置的 RMSE

和 ARMSE可以写出速度的性能指标表达式。
4. 2　 估计精度

首先,在不准确时变高斯噪声的情况下,分别来

自现有的滤波器与提出的滤波器的位置与速度的估

计结果在图 2 中呈现。

图 2　 场景 1 中位置与速度的 RMSEs

Fig. 2　 RMSEs of position and velocity in Case 1

由图 2 可知,所提出的 GHTSRKF 的精度优于
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其他 RKFs, 它的 RMSEs 最接近噪声信息准确的

KFTNC 的 RMSEs。 由于不准确的时变噪声的影响,
KFNNC 的精度严重退化。 GSTMRKF 的估计结果与

KFNNC 类似,虽然此滤波器设计时考虑了高斯噪声

的情况,但预选的噪声尺度矩阵不准确严重影响了

GSTMRKF 的性能。 其次,由于 ORSTKF 和 HTMRKF
只考虑了存在野值的情况,因此它们估计效果不理

想。 M2GRKF 受益于两个高斯分布混合框架,在噪

声是未知时变高斯的情况下依然取得了较好的估计

结果。 然而由于单一的粗糙先验信息,现有的

M2GRKF 与提出的 GHTSRKF 相比并不占优势。 因

此可以得到结论,当系统与量测噪声是未知时变高

斯噪声时,相比于现有的滤波器,GHTSRKF 具有更

好的估计性能。
然后,非平稳重尾噪声情况下,分别来自现有的

滤波器与提出的滤波器的位置与速度 RMSEs被展示

在图 3 中。

图 3　 场景 2 中位置与速度的 RMSEs

Fig. 3　 RMSEs of position and velocity in Case 2

由图 3 可知,提出的 GHTSRKF 在所有时段的

位置与速度估计结果都明显优于现有的 RKFs,这证

明了 GHTS 分布更适合对非平稳重尾噪声建模。 在

1 ~ 200、401 ~ 600、801 ~ 1 000 s 3 个时间段内,各滤

波器的表现与图 1 结果基本一致。 在 201 ~ 400、
601 ~ 800 s 时间段内不同的重尾噪声情况下,

KFNNC 的性能出现不同程度的恶化,这也说明了发

展与研究 RKF 的必要性。 GSTMRKF 表现出了一定

的鲁棒性,但由于承受着噪声尺度矩阵需要事先已

知的 限 制, 鲁 棒 性 能 依 然 较 差。 ORSTKF 和

HTMRKF 由于所构建的分层高斯状态模型而对这

种情况有着不错的鲁棒性能,并且 HTMRKF 受益于

其采用的重尾混合分布在性能上以微弱优势赢得了

ORSTKF。 由于针对非平稳重尾噪声的设计,现有

的 M2GRKF 呈 现 出 了 更 好 的 估 计 性 能, 然 而

M2GRKF 在估计精度方面比提出的 GHTSRKF 表现

略差。 本文猜测应该是混合伽马分布能够预先提供

丰富的粗略先验信息,并通过混合概率向量的自适

应学习提取出一个准确的先验,这使得提出的滤波

器能够对不同的重尾噪声进行更加准确描述,因此

鲁棒性也更强。 综合所有时间段的估计结果,可以

发现提出的滤波器受益于高斯和新设计的重尾分布

的切换和多重伽马分布混合对尺度参数的建模,其
性能在非平稳重尾噪声情况下明显优于现有的

RKFs。
除此之外,本文比较了所提出的滤波器与其他

滤波器算法的每步迭代计算时间,结果见表 1。 从

表 1 可以看出,在上述滤波器中,标准 CKF 的计算

速度最快。 由于状态和未知参数的 VB 迭代极大地

增加了算法的计算负荷,各鲁棒滤波器算法每一步

迭 代 时 间 明 显 增 加。 与 RSTKF、 GSTMRKF、
HTMRKF 和 M2GRKF 相比,本文滤波器的运行时间

略有增加。 这说明本文滤波器在略微增加计算负担

的基础上实现了更高的状态估计精度。

表 1　 各算法单次运行的时间

Tab. 1　 Run times in a signal step from each algorithms

算法 KF GSTMRKF ORSTKF

时间 / ms 0. 04 0. 97 2. 34

算法 HTMRKF M2GRKF GHTSRKF

时间 / ms 3. 74 4. 28 4. 71

4. 3　 参数影响

本文分析了最大迭代数目 J,调节参数 mt 和伽

马分布的混合数量 I 和 L 对所提出的滤波器性能的

影响,在场景 2 下该滤波器的位置与速度的 ARMSEs分

别展示在图 4 ~ 6 中。
图 4 显示了当迭代次数 J≥6 时,滤波器收敛,

这说明本文的 GHTSRKF 具有满意的收敛速度。 而

且也说明了在满足估计精度的同时可以设定合理的

固定点迭代数目以提升滤波器的计算效率。 图 5 呈

现了当固定点迭代次数 J∈[1,20],调节参数 mt∈
[1,20]时提出的滤波器的位置与速度估计。 结果
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显示,当 mt > 4 时,调节参数对 ARMSEs的影响是有限

的,mt = 4 时估计精度相对最优,从图 5 中可得该参

数选择的区间范围推荐为 mt∈[3,8]。

图 4　 J =1,2,…,20 时 GHTSRKF 的 ARMSEs

Fig. 4　 ARMSEs of GHTSRKF with J = 1,2,…,20

图 5　 mt =1,2,…,20 时 GHTSRKF 的 ARMSEs

Fig. 5　 ARMSEs of GHTSRKF with mt = 1,2,…,20

图 6 呈现了当固定点迭代次数 J 在区间[1,20]
时,伽马分布数量 I = L∈[1,20]时提出的滤波器的

位置与速度估计,结果显示所提出的 GHTSRKF 的

精度应随着伽马分布混合的数量 I = L 的增加而单

调上升。 然而,当 I = L≥7 时,滤波器的估计精度的

提升很小,因此通过仔细选择 I 和 L 的大小可以平

衡算法的估计精度和计算复杂度。

图 6　 I = L =1,2,…,20 时 GHTSRKF 的 ARMSEs

Fig. 6　 ARMSEs of GHTSRKF with I = L = 1,2,…,20

4. 4　 初始状态影响

本文分析了不同的初始状态对所提出的滤波器

性能的影响,设置 5 组不同的初始状态值,分别为

s1:x
^
0 = [0,0,0,0] T

s2 ∶ x
^
0 = [100,100,10,10] T

s3 ∶ x
^
0 = [500,500,100,100] T

s4 ∶ x
^
0 = [ - 100, - 100,10,10] T

s5 ∶ x
^
0 = [ - 500, - 500,100,100] T

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(46)

在场景 2 下该滤波器的位置与速度的 RMSEs展

示在图 7 中。

图 7　 不同初始状态情况下 GHTSRKF 的估计

Fig. 7　 Estimation of GHTSRKF with different initial states

由图 7 可知,所提出的 GHTSRKF 算法的估计

精度对初始状态x^ 0 的选取不敏感,其位置与速度的

估计结果基本保持一致。 因此可得初始状态对所提

出算法的估计性能基本没有影响。

5　 结　 论

1)所提出的 GHTSRKF 算法的估计精度对初始

状态的选取不敏感,其位置与速度的估计结果基本

保持一致,因此可得初始状态对所提出算法的估计

性能基本没有影响。
2)所提出的 GHTSRKF 的精度优于其他 RKFs,

它的 RMSEs最接近噪声信息准确的 KFTNC 的 RMSEs。
3)当系统与量测噪声是未知时变高斯噪声时,
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相比于现有的滤波器,GHTSRKF 具有更好的估计性

能,且该滤波器能够对不同的重尾噪声进行更加准

确描述,因此鲁棒性也更强。
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