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含裂纹铆钉搭接板的权函数法与扩展寿命分析
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摘　 要: 铆钉搭接结构是典型的多位置损伤敏感结构,容易在多个铆钉孔边萌生疲劳裂纹,进而威胁飞机结构安全。 由于裂

纹个数、位置和大小随机多变,铆钉与平板间存在复杂的接触关系。 为高效、准确计算多铆钉搭接板的应力强度因子以进行

裂纹扩展寿命分析,提出针对搭接结构复杂裂纹问题的权函数分析方法。 首先,对多铆钉搭接板的复杂裂纹构型进行合理简

化分类,利用其对应的权函数求解应力强度因子。 然后,采用有限元分析计算含裂纹多铆钉搭接板的应力强度因子以验证权

函数法的计算精度。 最后,将经验证的权函数分析方法结合 Paris 裂纹扩展公式,对铆钉搭接结构进行疲劳裂纹扩展分析,并
通过试验验证分析方法的有效性。 结果表明,采用权函数法计算的应力强度因子与完全采用有限元方法计算的应力强度因

子的相对差别小于 5% ,分析预测的裂纹扩展寿命与试验结果吻合良好,且计算效率比完全采用有限元法快 3 个数量级,进而

为铆钉连接结构孔边裂纹的应力强度因子和疲劳裂纹扩展分析提供了一个有效方法。
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Weight function approach and crack growth life analysis of rivet lap panels

REN Yanshen1, RAO Danyu1,2, XU Wu1

(1. School of Aeronautics and Astronautics, Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240 China;
2. Commercial Aircraft Corporation of China Ltd., Shanghai Aircraft Design and Research Institute, Shanghai 201210, China)

Abstract: Rivet lap joint is a typical structure susceptible to multi-site damage, which is prone to initiate rivet
holes-edge crack. It significantly threatens the safety of aircraft structures. Due to the randomness of the crack
number, position, size, there exists a complex contact relationship between rivets and plates. In order to efficiently
and accurately calculate the stress intensity factor of multi rivet lap joint structures for crack propagation life
analysis, a weight function analysis method for rivet lap joint structure is proposed to address the complex crack
issues in lap joint structures. Firstly, the crack configurations of rivet lap joint structures are reasonably simplified
and classified, the corresponding weight functions are used to calculate the stress intensity factors of different crack
configurations. Then, finite element analysis is conducted to compute the stress intensity factor to validate the
accuracy of the weight function method. Finally, combined with the Paris crack growth formula, fatigue crack
growth of the rivet lap joint structures are predicted, and the effectiveness of the present method is verified by
experiments. The results show that the relative difference between the stress intensity factor calculated by the weight
function method and the finite element method is less than 5% . The predicted crack growth life is in good
agreement with the test results, and the computational efficiency is three orders of magnitude faster than that of the
finite element method. This paper provides an effective method for the stress intensity factor and fatigue crack
growth analyses of rivet lap joint structures.
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　 　 广布疲劳损伤是大型民用客机和运输机结构设

计和适航验证必须考虑的问题[1 - 2],它指飞机的相

同或相邻结构中广泛分布的裂纹达到了一定尺寸和

密度之后,不再满足损伤容限剩余强度要求[1]。 统

计表明:因广布疲劳损伤而导致的飞机结构安全事

故多达三十余起,涉及十几个机型[2]。 著名的如

1988 年 Aloha 航空公司的波音 737 事故。 广布疲劳

损伤主要有两种形式:多位置损伤和多元件损伤。
多位置损伤指同一结构的不同位置出现了一定数量

的小裂纹,它们在服役过程中不断扩展、连通,最终



形成长裂纹而导致结构破坏。 因此,开展多位置损

伤敏感结构的疲劳裂纹扩展分析方法研究对飞机安

全具有重要意义。
为研究多位置损伤,国内外开展了大量的试验

和分析研究[3 - 5]。 张健萍等[4]试验研究了多光孔平

板的裂纹萌生寿命,提出了确定飞机结构多位置损

伤平均行为的寿命升降法。 李政鸿等[5] 通过试验

和分析研究了含 8 孔多裂纹平板的疲劳裂纹扩展行

为。 Newman 等[6]研究了老龄飞机单列 3 铆钉搭接

板的疲劳裂纹萌生和扩展寿命。 Galatolo 等[7] 研究

了多排铆钉搭接平板的设计方法,开展了裂纹萌生

与扩展行为试验研究。 图 1 所示的多排铆钉搭接结

构为典型多位置损伤敏感结构,由于其铆钉孔边裂

纹个数、位置和大小随机多变,铆钉与平板间存在的

复杂接触关系随裂纹扩展而发生变化,如何高效、准
确地计算其应力强度因子是疲劳裂纹扩展分析预测

的关键之一。

图 1　 多排铆钉搭接结构的复杂裂纹构型

Fig. 1　 Complex crack configurations in multi-rivet lap joint

有限元法是处理复杂裂纹问题最常用的方法。
Cope 等[8]对搭接结构进行了简化,采用有限元法计

算了孔边裂纹应力强度因子。 陈跃良等[9 - 10] 采用

FRANC2D / L 软件计算了多铆钉连接结构的应力强

度因子。 邹君等[11]基于 ABAQUS 软件,建立三维有

限元模型,得到了含多位置损伤搭接结构的应力强

度因子。 有限元法分析复杂接触裂纹问题的计算效

率低、收敛性差,且需开发专门网格自动划分程序以

实现裂纹扩展。 如采用有限元法完成图 1 所示的铆

钉孔边裂纹扩展分析需数百小时,进而在工程上难

以得到广泛应用。 除有限元法外,聂峰华等[12] 采用

了无网格方法来分析二维平面多裂纹问题,赵树力

等[13]采用近场动力学分析了多裂纹的疲劳裂纹扩

展行为。
相比于上述方法,权函数法计算精度和效率高,

是另一种常用于分析裂纹体受复杂载荷下应力强度

因子的方法。 针对各类有限边界裂纹体问题,文
献[14 - 16]建立了基于张开位移的正则化权函数

法,给出了几十个裂纹构型的权函数。 基于吴学

仁 - Carlsson 规范化权函数法,Xu 等[16 - 17]给出了典

型平板多孔多裂纹和加筋板结构的应力强度因子

解。 值得指出的是,目前权函数法主要应用于单一

简单结构,对于本文研究的铆钉搭接结构(组合结

构),尚无对应的解析权函数可供直接使用。
为此,在已有的权函数法研究基础上[15],本文

提出采用简单裂纹构型的权函数结合壳 /三维铆钉

无裂纹模型的应力分析,以获得铆钉孔边裂纹的应

力强度因子。 在此基础上,采用 Paris 裂纹扩展公式

对铆钉搭接结构进行疲劳裂纹扩展分析并通过试验

进行验证。 研究结果表明,采用本文方法计算的应

力强度因子与完全采用有限元方法计算的应力强度

因子的相对差别小于 5% ,只需约 5 min 便可获得与

试验结果吻合良好的多铆钉孔边疲劳裂纹扩展行

为,计算效率比完全采用有限元法快 3 个数量级,进
而为多铆钉搭接结构孔边裂纹的应力强度因子和疲

劳裂纹扩展分析提供了一个高效、可靠的方法。

1　 铆钉搭接平板应力强度因子计算的
权函数法及验证

　 　 快速、准确获得图 1 所示复杂裂纹构型的应力

强度因子,对铆钉连接结构的多裂纹扩展分析具有

关键作用。 本文将给出并验证铆钉搭接结构孔边裂

纹应力强度因子的权函数分析方法。
1. 1　 铆钉搭接板应力强度因子计算的权函数法

根据权函数法,裂纹体受外载荷作用下的裂尖

应力强度因子 K 可通过下式获得:

K(a) = ∫a
0
σ(x)·m(a,x)dx (1)

式中:a、x 分别为裂纹长度和沿裂纹线上的坐标,
σ(x)为没有裂纹存在时,受载结构在假想裂纹面上

的应力分布,也称无裂纹应力;m(a,x)为权函数,其
正则化形式由下式给出:

m(α,ξ) = 1
2πα

∑
5

i = 1
βi(α)· 1 - ξ

α( )
i - 3

2
(2)

式中:α = a / W,ξ = x / W,α、ξ 分别为量纲一的裂纹长

度和裂纹面上量纲一的坐标;W 为裂纹的特征尺

寸,对于文章中需要分析的问题,W 为铆钉孔的半

径。 为方便工程应用,文献[18]对式(2)中的 βi 作

如式(3)的拟合, 并给出了孔边裂纹权函数的拟合

系数 bin。

βi(α) = ∑
k

n = 0
bin·αn (3)

对于本文研究的如图 1 所示的多铆钉搭接结

构,在裂纹萌生及扩展过程中将出现复杂多样的裂

纹构型,目前尚无相应的解析权函数。 因此,本文对

这些复杂裂纹构型进行简化等效处理,以应用简单
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裂纹构型的权函数求解应力强度因子。 裂纹萌生初

期长度较短,可处理为孔边裂纹,随着裂纹长度增

长,需考虑裂纹间的相互影响。 所有等效处理方式

汇总见表 1。 对于较短( a / W < 2)的孔边单 /双裂

纹,采用孔边单裂纹[18] 或孔边双裂纹的权函数[19];

对于较长(a / W > 2)的孔边单裂纹和双裂纹以及连

通两孔的长裂纹,则将孔与裂纹等效为一条偏心长

裂纹,有限边界板偏心裂纹的权函数由文献[20 - 21]
给出;对于裂尖接近的连通长裂纹,则采用共线裂纹

权函数,其权函数由文献[17]给出。

表 1　 各种典型裂纹的简化方法

Tab. 1　 Simplifications of different crack configurations

裂纹构型 选用的等效构型权函数

其中 a /W < 2 孔边单裂纹权函数[18]

其中 max(a1 /W,a2 /W) < 2 孔边双裂纹权函数[19]

其中 a /W > 2

其中 max(a1 /W,a2 /W) > 2 偏心裂纹权函数[20 - 21]

共线裂纹权函数[17]

1. 2　 无裂纹应力有限元分析

根据式(1),使用权函数法计算裂纹体受外载

作用下的应力强度因子需无裂纹应力 σ(x)。 本文

采用 ABAQUS / Standard 进行有限元分析,以获得搭

接结构的无裂纹应力 σ(x)。 图 2 给出了多铆钉搭

接试 件 的 有 限 元 模 型, 其 详 细 材 料 参 数 见 文

献[22]。 为降低计算成本并提高收敛性,模型中的

搭接板简化为壳单元。 为保证孔边无裂纹应力

σ(x)的精度,需准确模拟平板间、平板与铆钉间的

接触关系。 因此,铆钉使用 C3D10 实体单元模拟。
平板为 S4R 壳单元,厚度为 1. 6 mm。 单元全局尺

寸为 5 mm,平板铆钉孔边使用过渡网格,靠近孔边

最小单元尺寸0. 1 mm。

图 2　 无裂纹搭接平板的有限元模型

Fig. 2　 Finite element model for stress analysis without hole-edge cracks
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　 　 有限元模型的边界条件如图 2 所示。 左端夹持

区的下表面固支,右端夹持区下表面仅允许 x 方向

位移,两端夹持区上表面施加 10 MPa 的均布夹紧

力。 右端壳边缘施加 80 N / mm 的均布载荷。 根据

试件几何尺寸,载荷传递至搭接板后,远端截面应力

为 100 MPa。 模型使用通用接触(general contact)定
义所有接触部位。 接触的法向行为为“硬”接触,切
向设置滑动摩擦系数为 0. 33。

另一种获得无裂纹应力的建模方法是平板、铆
钉均采用三维实体单元模拟。 相比于壳单元,三维

实体单元能够更准确地模拟平板间及平板与铆钉间

的接触关系,但代价是计算量大。 此外,如果采用该

方法分析含裂纹搭接板,计算量更大且不易收敛。
通过对上述两种模型进行线弹性有限元分析,

可获得孔边应力分布。 根据有限元结果,搭接板三

排铆钉孔中,靠近夹持端的一排应力显著偏高,是疲

劳损伤关键位置,其孔边应力分布如图 3 所示,其
中:σx为平板上、下表面 x 方向(拉伸方向)应力的

均值,σ0 = 100 MPa 为远端截面应力。 为评估使用

壳单元简化有限元模型的计算精度,图 3 中也给出

了使用三维实体单元建模的计算结果。 从图 3 中可

以看出,采用壳单元的模型可以得到准确的应力分

布。 计算效率上,采用壳单元比采用三维实体单元

模拟平板的模型计算效率高 10 倍。

图 3　 简化壳单元模型与 3D 实体单元模型的关键排孔边无

裂纹应力分布对比

Fig. 3　 Comparison of crack-free stress distributions from shell
and 3D solid element models( row of holes close to the
applied load)

1. 3　 应力强度因子计算与验证

本文采用有限元法验证权函数法的精度。 由于

有限元软件的 J 积分计算结果在壳单元上与积分路

径相关,本文根据裂尖应力场、位移场与应力强度因

子的关系,采用应力外推法、位移外推法和虚拟裂纹

闭合方法[23] 计算铆钉孔边裂纹的Ⅰ型应力强度

因子。
位移外推法使用下式计算应力强度因子:

Ki =
Vi 2π / ri
G(1 + k) ,K = ∑ri·∑riKi - ∑r2i·∑Ki

(∑ri)2 - N·∑r2i
(4)

式中:K i为裂纹线上第 i 个位置的名义应力强度因

子,ri为该位置离裂尖的距离,Vi为该位置裂纹张开

位移,G 为材料剪切模量,k = (3 - n) / (1 + n),其中

n 为泊松比,K 为应力强度因子,外推公式中 N 为数

据点总个数。 裂尖附近位置的 K i会有震荡趋势,外
推时应剔除这些数据[23]。

应力外推法使用下式计算应力强度因子:

K i = σi 2πri ,K = ∑ri·∑riK i - ∑r2i ·∑K i

(∑ri) 2 - N·∑r2i
(5)

应力外推法使用裂纹张开应力计算 K i,式中 σi

为裂纹延长线上第 i 个位置的裂纹张开方向内应力

(上、下表面平均)。 由于本文采用的 S4R 线性单元

不能准确描述应力奇异性,裂尖附近位置的 K i会有

突变,外推时应剔除这些数据[23]。
虚拟裂纹闭合法使用下式计算应力强度因子:

K2

E =
F1·V2

B·r12
(6)

式中:F1为裂尖节点(位置 1)张开方向的节点力,V2

为裂纹线上与裂尖相邻的节点对(位置 2)的裂纹张

开位移,B 为壳单元厚度,r12 为 1 位置和 2 位置的

距离。
采用铆钉孔边单裂纹和等长双裂纹有限元模型

进行对比验证,将裂纹引入铆钉搭接板应力强度因

子计算的权函数法中的简化有限元模型进行分析,
应力云图如图 4 所示。 铆钉孔边单裂纹的长度从

1. 57 ~16. 62 mm,等长双裂纹的长度从 2. 1 ~17. 5 mm,
根据裂纹构型的不同,从表 1 选择对应的权函数,把
无裂纹应力 σ(x)(如图 3 所示)代入式(1)得到不

同裂纹长度下的应力强度因子,图 5 给出了权函数

法与 3 种有限元法得到的应力强度因子。 从图 5 中

可以看出,3 种有限元法的计算结果与权函数法差

别均在 5%以内。 由于两种外推法数据点选择及这

3 种方法本身的原因,3 种有限元法计算结果存在小

的差别。 权函数法与有限元法的计算结果在裂纹较短

(a / W <2)时偏差相对较大,是由真实裂纹构型与等

效构型的差别引起。 图 5 的对比结果表明,本文提

出的权函数分析方法对复杂连接结构裂纹问题具有

很高的精度。
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图 4　 铆钉孔边单裂纹和等长双裂纹的应力云图

Fig. 4 　 Stress distribution of a single and double hole-edge
cracks

计算效率上,由于涉及复杂接触,即使采用壳单

元建模,有限元法计算单个带裂纹算例仍需 2 h;而
采用权函数法,计算图 5 中所有算例仅需 5 s。 即,

采用权函数法计算铆钉孔边裂纹应力强度因子的效

率比有限元法快 3 个数量级。

2　 搭接结构疲劳裂纹扩展试验

多铆钉搭接结构是典型的多位置损伤敏感结

构。 其特点是存在大量疲劳关键细节(铆钉孔),服
役过程中关键细节应力水平相近,进而易发生多位

置损伤。 为研究此类结构的疲劳裂纹扩展行为,设
计了如图 6 所示单板尺寸为 225. 0 mm × 387. 5 mm
的搭接件。 试件单板厚 1. 6 mm,材料为 2024-T3 铝

合金。 夹持端铆接同厚度支持板以减小应力并保证

试验对中,从而避免试件在夹持端破坏。 试件中部

由 3 排铆钉连接,通过有限元分析发现:由于自由边

和泊松效应的影响,图 6 所示最左和最右两列铆钉

孔的孔边应力明显高于中间孔(详细结果如图 3 所

示)。 为避免疲劳裂纹过早萌生在这些位置,产生

单一裂纹而没有达到研究多位置损伤的目的,最左

和最右列紧固件采用高锁螺栓以提高孔边疲劳强

度,中间 6 列采用铆钉连接以获得多条疲劳裂纹。
高锁螺栓和铆钉直径均为 4 mm。 同排孔心距为

25 mm,排间距为 25 mm,外侧孔心距板边 25 mm。

图 5　 采用权函数法和有限元计算两种裂纹构型的应力强度因子

Fig. 5　 Comparison of SIFs obtained by WFM and FEM

图 6　 多铆钉搭接试件几何尺寸与疲劳试验装置

Fig. 6　 Geometry dimensions and test setup of rivet joint panels

为确保试验中应力均匀传递,板正反面对称位

置贴有 12 枚应变片以便试验对中。 正式试验前,采
用 20 MPa 的拉伸载荷进行预实验,当对应位置应变

的相对差别小于 5% 时,可进行正式试验。 试验在

室温下进行,应力比 R = 0. 06,加载频率 f = 6 Hz。
试件分为两类。 其中 1 - 6 号为试件远端截面最大

应力 σmax = 115 MPa,7-11 号为试件的远端截面最大
应力 σmax = 125 MPa。 试验过程中使用高分辨率相

机定时记录各试件孔边裂纹的裂尖位置。 两种载荷

下,所有试件均出现多条疲劳裂纹。 图 7 给出了一

个典型的多裂纹连通与断裂照片,详细试验结果将

在后续部分给出。
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图 7　 典型多裂纹连通与断裂现象

Fig. 7　 Multiple hole-edge cracks link up and fracture

3　 疲劳裂纹扩展分析方法与验证

本文将采用铆钉搭接平板应力强度因子计算的
权函数法分析典型铆钉孔边裂纹的疲劳扩展,并采
用搭接结构疲劳裂纹扩展的试验进行验证。
3. 1　 裂纹扩展分析方法

为预测铆钉孔边疲劳裂纹的扩展,本文采用
Paris 公式结合铆钉搭接平板应力强度因子计算经
过验证的权函数方法进行疲劳裂纹扩展分析:

da
dN = C·(ΔK)m (7)

式中:a 为裂纹长度,mm;N 为载荷循环数,C、m 为
材料参数, 根据手册[24], C = 2. 34 × 10 - 8, m =
3. 427;ΔK 为一个载荷循环内应力强度因子极差,
MPa·m0. 5。

一旦材料参数 C 和 m 通过试验确定,采用 Paris
公式分析预测裂纹扩展的核心便是获得裂纹尖端的
应力强度因子。 对于本文研究的铆钉连接结构,由
于裂纹位置和个数不定,目前没有解析的应力强度
因子解,不能解析积分式(7)获得裂纹扩展长度 a
与循环数 N 的关系。 实际运算时,使用下式获得裂
纹长度 a 与循环数 N 的关系:

a(N) = ∑
n = N

n = 0
C·[ΔK(a)]mΔn (8)

式中 Δn 为循环数的计算步长。 理论上,Δn = 1,即
每次循环均需更新裂纹长度。 这种方法需计算数万
次应力强度因子,计算量巨大。 由于试件实际寿命
通常在 1 万 ~ 10 万循环之间,单个循环裂纹扩展很
小,权衡计算效率与精度,本文取 Δn = 100。 使用
式(8),并结合权函数法得到每 100 个循环后各裂
尖的 ΔK,便可获得裂纹扩展过程中各裂纹长度 a 随
循环数 N 的变化关系。

裂纹扩展分析的流程如图 8 所示。 试件在破坏
前不久均发生相邻 3 个铆钉孔裂纹连通的现象,因
此将其作为裂纹扩展分析的终止条件。

图 8　 疲劳裂纹扩展分析流程

Fig. 8　 Flow chat of fatigue crack growth analysis

3. 2　 分析结果与试验验证

表 2 给出了试件的试验结果与裂纹扩展寿命预

测结果。 其中试验得到的首条、第 2 条、第 3 条裂纹

萌生寿命分别由 N1st、N2nd、N3rd表示,结构疲劳寿命

由 Nfail表示,裂纹扩展寿命由 Nfail-N1st表示。 从表 2
中可看出,使用本文方法进行疲劳裂纹扩展分析得

到的裂纹扩展寿命与试验结果偏差在 20%以内。
采用裂纹扩展分析方法中的分析方法,对搭接

结构疲劳裂纹扩展介绍的搭接试件进行裂纹扩展分

析,分析中初始裂纹长度为试验中铆钉孔边萌生多

条目视可见裂纹的长度。 图 9 给出了搭接结构疲劳

试验中各平板萌生多条裂纹的循环数以及疲劳裂纹

扩展长度与循环数的关系(用“ × ”表示)。 图 9 中

纵坐标表示循环数,横坐标表示孔边裂纹的裂尖位

置。 试验结果表明,各试件萌生裂纹的寿命、数量和

位置不同,2 个或以上铆钉孔萌生疲劳裂纹后仍可

经历几万次循环。 分析获得的裂纹扩展长度与寿命

的关系如图 9 中实线所示,每个搭接件的疲劳裂纹

扩展分析约需 5 min 完成。 从图 9 中可以看出,分
析获得的裂纹扩展行为与试验结果吻合良好。

表 2　 试件的疲劳寿命试验结果与扩展寿命预测结果

Tab. 2　 Test result and crack growth life prediction results of specimens
σmax / MPa 试件编号 N1st / 次 N2nd / 次 N3rd / 次 Nfail / 次 Nfail - N1st / 次 预测 / 次 误差 / %

#1 57 123 61 121 73 075 83 928 26 805 29 077 8. 5
#2 64 283 83 745 100 707 113 716 49 433 46 317 - 6. 3

115
#3 70 511 72 511 75 022 97 938 27 427 29 089 6. 1
#4 70 138 78 824 85 380 107 124 36 986 29 962 - 19. 0
#5 59 986 63 986 67 986 84 639 24 653 29 314 18. 9
#6 56 000 60 000 66 009 76 838 20 838 24 300 16. 6
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表 2(续)
σmax / MPa 试件编号 N1st / 次 N2nd / 次 N3rd / 次 Nfail / 次 Nfail - N1st / 次 预测 / 次 误差 / %

#7 50 320 58 372 58 372 67 131 16 811 19 480 15. 9
#8 37 000 38 000 40 000 49 499 12 499 15 000 20. 0

125 #9 41 360 49 140 49 140 61 250 19 890 20 040 0. 8
#10 66 243 66 243 67 937 80 689 14 446 14 957 3. 5
#11 40 000 47 300 47 300 53 148 13 148 14 800 12. 6

图 9　 裂纹扩展分析结果与试验对比

Fig. 9　 Comparison of predicted and experimental results

4　 结　 论

1)采用壳单元模拟搭接板和三维实体单元模

拟铆钉的有限元建模方式,可高效、准确地获得铆钉
孔边无裂纹情况下的应力分布。

2)权函数法计算的应力强度因子与有限元法
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分析结果的相对差别小于 5% 。
3)基于权函数法和 Paris 裂纹扩展公式分析预

测的搭接板多裂纹扩展寿命与试验结果的相对差别
在 20%之内,裂纹扩展行为与试验吻合良好。

4)在计算精度相当(相对差别小于 5% )的条件
下,权函数法计算应力强度因子的效率比有限元法
快 3 个数量级。
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